
 الجمهوريـة الجزائريــة الديمقراطيـــة الشعبيـــة

 وزارة التعليـــم العالـــــي والبحـــــث العــمي

 بسكيكدة        المدرسة العليا لأساتذة التعليم التكنولوجي

 

 

 مطبوعة  

 التخصص : فيزياء

 المستوى : السنة الأولى تعليم ثانوي و متوسط

 

 

 

 

 حياة الأستاذة : بدبودي

 بالرتبة: أستاذ محاضر قسم 

 

 

 

 01/12/2016في: 



 الفهرس

 مقدمة

 المراجع

 مذكرة رياضية: Iالمحور 

 ))معادلات الأبعاد، حساب الإرتيابات

 

I-  (1)معادلات الأبعاد…………....………………………………………………… 

 …………………………………….…………(1)المقادير الأساسية والمقادير المشتقة -1

 .…………………………………………………………...………(1)الوحدات  -2

 ………………………………………………………………(2)معادلات الأبعاد -3

 ……………………………………………………..…………(3)تجانس الأبعاد -4

 …………….……………………... CGS .(4)إلى النظام  MKSAالإنتقال من النظام  -5

II- (4)حساب الإرتياب والأخطاء…………….……………………………………….. 

 ..……………………………...…………(4) حساب الإرتياب على قياس بصفة مباشرة -1

 ..…………………………..……………(5) القياس غير المباشرحساب الإرتياب على  -2

 .………………….…………………………………………….…………(8) تمارين

 

 الشعاعي: الحساب IIالمحور

 

 ……………………………………………………...………(12)المقدار السلمي  -1

  ……………………………………………………..………(12)المقدار الشعاعي -2

 ..……………………………………………………...………(12)شعاع الوحدة  -3

 .………………………………………………………(13)الجمع الهندسي للأشعة  -4

 ..……………………………………………………..………(16) مركبات شعاع -5

 ..………………………………………………………..……(18)الجداء السلمي  -6

  ...…………………………………………..………………(21)الجداء الشعاعي - -7

 ……………………………………………………………(24) الجداء المختلط  - -8

 ..…………………………………………..……………………(25) عزم شعاع -9

 .………………………………….…………………………(25) إشتقاق الأشعة -10



 .……………………………………………………………………(27) تمارين

 

 حركيات نقطة مادية:  IIIالمحور 

 

I-  (36)مقدمة…………...……………………………………………………….. 

II- (37) المقادير الفيزيائية للحركة…………………………………………………….. 

 …………………………………………...…………………(37) شعاع الموضع -1

 .……………………………………………...………………(38) شعاع السرعة -2

 .……………………………………………...………………(39) شعاع التسارع -3

III- (41) أنواع الحركة………………………………………………………………. 

 .……………………………………...……………………(41) الحركة المستقيمة -1

 .……………………………………….……………………(45) الحركة المنحنية -2

IV- (49) كية في مختلف الإحداثياتالمقادير الحر…………………...…………………….. 

 .……………………………………..…………………(49) الإحداثيات الكارتيزية -1

 .……………………………………...……………………(50) الإحداثيات الذاتية -2

 ..……………………………………….…………………(52) الإحداثيات القطبية -3

 ..………………………………………………………(54) الإحداثيات الإسطوانية -4

 ..…………………………………………………………(56) الإحداثيات الكروية -5

 .……………………………………………………………………(63) تمارين

 

 الحركة النسبية )المركبة(: IVالفصل 

 

I- (73)مقدمة…….……………………………………………………………….. 

 ..………………………………………….…………(74) المقادير الحركية المطلقة -1

 ..………………………………………..……………(74) المقادير الحركية النسبية -2

II- (74) تركيب السرعات…………..……………………………………………….. 

III- (76)تركيب التسارعات………...………………………………………………… 

 ………………………………………………………….…………(78) تمارين



 : تحريك النقطة مادية Vالفصل

 

I- (85)مقدمة...…………………………………………………………………… 

II- (85)القوانين الثلاثة لنيوتن…………...……………………………………………. 

 ......................………………………………(85)القانون الأول لنيوتن )مبدأ العطالة ( -1

 ………………………………………….………………(85)القانون الثاني لنيوتن -2

 .……………………………...………(87)القانون الثالث لنيوتن )مبدأ الفعل ورد الفعل( -3

III- (88)قوانين القوى…………….………………………………………………….. 

 …………………………………………………………(88)قوانين القوى المتبادلة -1

IV- (90)قوى التلامس……….………………………………………………………. 

V- (92)عزم قوة…………..……………………………………………………….. 

VI- (92)العزم الحركي………………………………………………………………. 

 …………………………….……………(92)عزم الحركي بالنسبة لنقطة وبالنسبة لمحورال -1

 ………..……………………………………………………(93)نظرية العزم الحركي -2

VII- (94)القوة المركزية………...…………………………………………………….. 

  ……………………………………………………………………………(95)تمارين

 

 : العمل و الطاقة VIالفصل

 

I- (102)العمل………….…………………………………………………………. 

I-1  (102)عمل قوة وفق مستقيم…...………………………………………………. 

I-2 (103)العمل العنصري………..………………………………………………. 

I- 3 (105)عمل قوة ثقل………..………………………………………………… 

I-4 (106) .....................................................................................عمل قوة المرونة 



II- (107) الإستطاعة……………..………………………………………………… 

III- (108) الطاقة…………………………………………………………………… 

III-1  (108)الطاقة الحركية…..…………………………………………………. 

III-2 (109) الطاقة الكامنة……………………………………………………….. 

IV- (114) الطاقة الميكانيكية………………………………………………………….. 

  .………………...……………………………………….………………(116)تمارين

 

 نقاط ماديةجملة تحريك   VII : الفصل

 

 ………………………………….....………(122) حركة مركز العطالة )مركز الثقل( -1

 .…………………………………….……………(123) نظرية حركة مركز العطالة -2

 ………………………………………….……………(126) نظرية العزم الحركي -3

 …………………………….……………(128) نظرية الطاقة الحركية لجملة جسيمات -4

 .…………………………………..……………………(129) فاظ الطاقة الكليةحإن -5

 .…………………………………………………………..……………(131) تمارين

 

 التصادم VIII : الفصل

 

 .…………………………………………(133) تعريف وخواص التصادم بين جسمين -1

 ..……………………………….……………(133) دراسة تأثير بين جسمين مجهرين -2

 .…………………………………….……………(136) دراسة التصادم بين جسمين -3

 …………………………………………………………………………(138)تمارين

 

 

 



 الجسم الصلب :IX الفصل

 

I- (140) تعريف الجسم الصلب……………..………………………………………... 

II- (140) حركة الجسم الصلب غير القابل للتشوه………………………………………… 

III- (145) عزم العطالة……………………………………………………………… 

IV- (147) نظرية المحاور المتوازنة أو نظرية هويغنز……………….……………………. 

V- (148) الدفع الزاوي لجسم صلب يدور حول محور ثابت…………...…………………… 

VI- (149) نظرية الدفع الزاوي لجسم صلب يدور حول محور ثابت………….……………….. 

 .……………………………………………………..…………………(150) تمارين

 

 



(BIBLIOGRAPHIE( المراجع 

غميض، ح. مراجي : مسائل محلولة في الفيزياء _ميكانيك )الجزء الأول و  -ع. قرزيز، س -1

 عنابة-الثاني(_مطبوعات جامعة باجي مختار 

ع. عماري، م.ص. فراح، ر.العلمي، م.ط. مفتاح: مسائل محلولة في ميكانيك النقطة المادية_  -2

 ديوان المطبوعات الجامعية

منشورات جامعة  بن لعلي : مجموعة امتحانات في الفيزياء )ميكانيك، كهرباء، مغناطسية( _ع.  -3

 عنابة–باجي مختار 

 تمرين محلول(  جامعة بشار. 100:ميكانيك النقطة المادية )دروس مبسطة + فزازي أ.  -4

 جامعي _المدرسة العليا للأساتذة القبة. أولىهواري، قنديل : دروس سنة  -5

6- L. BENALLEGUE, M. DEBIANE, A. GOURARI, A. MAHAMDIA: 

PHYSIQUE I, MECANIQUE DU POINT MATERIEL_ Faculté de 

physique U.S.T.H.B. 

7- J.M. BREBEC, T. CHABOUD, T. DESMARAIS, A. FAVIER, M. 

MENETRIER, R. NOEL : Exercices et Problèmes Physique_ Hachette 

Livre Paris.   

8- A. PERRENOUD : Physique I, Mécanique_ Haute Ecole Spécialisée de 

Suisse Occidentale.   

9-  A. GIBAUD, M. HENRY : COURS DE PHYSIQUE, MECANIQUE DU 

POINT_DUNOD Paris. 

10- Examens : Introduction à la mécanique du point, Université de 

Cergy Pontoise.   

 



 Rappels Mathématiquesمذكرة رياضية

1 H.BEDBOUDI  ENSET Skikda 

 مذكرة رياضية : Iالمحور 

Rappels Mathématiques معادلات الأبعاد، حساب الإرتيابات((. 

 

  

I- معادلات الأبعاد (Equations aux dimensions:) 

 :قةشتر المدياقالمقادير الأساسية والم -1

المقادير الفيزيائية مرتبطة ببعضها  ،المقدار الفيزيائي هو كل خاصية تعبر عن وصف ظاهرة فيزيائية

البعض بواسطة علاقات تسمى القوانين الفيزيائية، ولوجود هذه العلاقات اختار الفيزيائيون مقادير أساسية 

 Intensité)شدة التيارو  (Temps)الزمن  ، (Masse)الكتلة ، (Longueur)مستقلة هي: الطول

électrique). 

 ر عنه بدلالة الطول عبالتعبير عنها بدلالة المقادير الأساسية مثل: الحجم يأما المقادير المشتقة: فيمكن 

 :المقادير الأسياسية

 -( مثلا المقادير الأخرى )الحجمLمقدار أساسي واحد الطول ) في الهندسة: -

 ( نستطيع التعبير عنها بدلالة الطول......المساحات

 (.T) ( والزمنLمقدران أساسيان: الطول ) علم الحركة:في  -

( M( والكتلة )T( والزمن )Lثلاث مقادير أساسية الطول ) الميكانيكا:في  -

 .(القوة)

زيادة على المقادير الأساسية المذكورة أعلاه هناك مقدار أساسي  الكهرباء:في  -

 .(I) رابع هو شدة التيار الكهربائي

 :(Les Unites)الوحدات  -2

مرجعا، من نفس  بخاصية فيزيائية بعد مقارنته بكمية تعتبرقياس عملية تقنية بواسطتها نسند عددا ما ال

للمقادير ، إذا لكل مقدار وحدة تناسبه وأيضا معيار لتعريف هذه الوحدة وحدة.كالطبيعة أختيرت 

 مشتقة. وحداتالأساسية وحدات أساسية وللمقادير المشتقة 

 سطها النظام العالمي هناك عدة أنظمة للتعبير عن وحدات المقادير الفيزيائية أهمها وأبMKSA 

 (.CGS)هناك نظام 
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 MKSAالجدول التالي يلخص لنا المقادير الأساسية في النظام 

 MKSAالمقادير الأساسية في النظام  :I-1الجدول     

 الرمز الوحدة الرمز الأساسية المقادير

 1m (Mètre) المتر Longueur)) Lالطول 

 1Kg (Kilogramme) الكيلوغرام M (Masse)الكتلة 

 1s (Seconde)الثانية  T (Temps) الزمن

 شدة التيار الكهربائي

(Intensité du courant 

électrique) 

I أمبير(Ampère) 1A 

 Intensité) الشدة الضوئية 

Lumineuse) 

J كندلة (Candela ) 1Cd 

 

 الحرارة الديناميكية

) (Température 

Thermodynamique 

Q درجة كلفين 

(Degré de Kelvin) 

1°k 

 

  الوحدات المشتقة في النظامMKSA : 

إنطلاقا من المقادير الأساسية  نستطيعلوجود علاقات تربط المقادير الفيزيائية )القوانين الفيزيائية( 

 معرفة وحدات كل المقادير الأخرى )المقادير المشتقة(

 :مثال 

 MKSAالوحدات المشتقة في النظام : I-2الجدول     

 الرمز الكمية المشتقة
العلاقة 

 الفيزيائية

 الوحدات المشتقة

 الرمز الإسم

F F (Force)      القوة = ma نيوتنNewton)  ) 1N 

Energie)      ) W Wالطاقة  = Fd جول   (Joule )  1J 

P P (Puissanceالاستطاعة ) =
w

t
 1W (Watt)  واط 

 الكهربائيالكمون 

(Tension Electrique) 
V 

V = Ri (  فولطVolt) 1V 

 (  Capacité)   السعة
C C =

Q

V
 

 1F (Faradفاراد )

 (Resistance)  المقاومة 
R 𝑅 =

𝑉

𝑖
 

 1Ω (Ohmاوم )

 

 : ( Equations aux dimensions) معادلات الأبعاد -3

 كالتالي:نعبر عن المقادير المشتقة بدلالة المقادير الأساسية 

 يكتب بدلالة المقادير الأساسية كمايلي: xكل مقدار 

[𝑋] = Mα. Lβ. Tγ. Iδ…………………(I − 1) 
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 xنسمي هذه المعادلة معادلة الأبعاد للمقدار 

 مثال:

 ) Vitesse linéaire (   السرعة الخطية  -

ms−1 وحدتها    v =
dl

dt
=
l

t
 , v = LT−1 

     (Accélération linéaire)     التسارع الخطي -

ms−2   وحدته  a =  =
dv

dt
=
d2l

dt2
=
l

t2
a = LT−2 

  (Vitesse Angulaire)     السرعة الزاوية -

s−1 وحدتها  w =
dθ

dt
 ⟹ w = T−1 

 (Force) القوة  -

𝐾𝑔𝑚𝑠−1    وحدتها   F⃗ = ma⃗ ⇒ [F] = MLT−2  

 (       Quantité du mouvement)        كمية الحركة -

𝐾𝑔𝑚𝑠−1   وحدته   P⃗⃗ = mv⃗  ⟹ [P] = MLT−1 

 (Moment)   العزم  -

𝐾𝑔𝑚2𝑠−2      وحدته   L⃗ = r ∧ f ⟹ [L] = ML2T−2   

 (Pression)   الضغط  -

Kgm−1s−2 وحدته ،    P⃗⃗ =
F⃗ 

S
⟹ [P] = M−2LT−2               

 بعض الكميات )المقادير( ليس لها أبعاد

 للأشعة   الانكسارمعامل  مثال:

h =
c

v 
    [h] = 1  

πثابت عددي ليس له بعد  = 3,14    [π] = 1    

 :الأبعادتجانس  -4

لات الفيزيائية متجانسة فيما يخص الأبعاد يعني أن طرفي معادلة فيزيائية لهما نفس معادلة دالمعا

ر ظاهرة فيزيائية ما أي القانون فسولوجود التجانس بين المعادلات نستطيع إيجاد معادلة ت الأبعاد.

 الفيزيائي.

 دور النواس البسيط مثال:

 نعرف تجريبا أن دور النواس البسيط 

T = f(l, g) 

T = klxgy……………..() 

[T] = KLx(LT−2)ʸ = T1 

= KLx+yT−2y = T1 
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 بالمطابقة

{
 
 

 
 
x + y = 0 ⟹ x = −y

−2y = 1 ⇒ y = −
1

2

⇒ x =
1

2

   

 نجد: ()نعوض في العلاقة 

T = Kl
1
2g

−1
2  

 

T = K√l g⁄  

 

 : CGSإلى النظام  MKSAالإنتقال من النظام  -5

I)  نستعمل عبارة معادلة الأبعاد CGS إلى نظام MKSAللإنتقال من نظام  − 1) 

1𝑁 =? ? ? 𝑑𝑦𝑛e 

 نيوتنهي  MKSAالقوة في النظام وحدة 

  dyneهي  CGSالقوة في نظام  وحدة

 نعلم أن :

[F] = MLT−2 

1 Kg m s−2 = 103. 102. g cm s−2   

1N = 105 dyne 

 

II- حساب الإرتياب والأخطاء: 

 :حساب الإرتياب على قياس بصفة مباشرة -1

 يتحصل على عدة قيم مختلفة إختلافا بسيطا  فإنه Aعندما يقوم مجرب بعدة تجارب لنفس المقدار 

 (na……………,,3a ,2a1, a) ، إن القيمة الأقرب إلى الحقيقة هي حسب نظرية الإحتمالات القيمة

 المتوسطة لهذه القيم.

amoy =
∑ ai
n
i=n

n
 

 هو: iالإرتياب المطلق المرتكب على القياس 

Δai = ai − amoy…………………(I − 2) 

 :يكون الإرتياب المطلق المتوسط

Δamoy =
∑ Δai
n
i=1

n
 

 كتب النتيجة على الشكل التالي:ت

a = amoy ± ∆amoy…………………(I − 3) 

 محصورة بين القيمتين aن قيمة تكو
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amoy − ∆amoy < a < amoy + ∆amoy 

 الإرتياب النسبيعن تعبر  والتي لتعيين دقة القياس

δ =
∆amoy

amoy
…………………(I − 4) 

 %يعطى دائما 

 

 حساب الإرتياب على القياس غير المباشر: -2

 إن الإرتياب المرتكب على مقدار مقاس مباشر يؤثر على المقدار المقاس بصفة غير مباشرة.

وبالتالي  Iو Rأخطاء في قياس فاننا نرتكب  ( (V=RIمثلا: لقياس فرق الكمون بين طرفي مقاومة

 .؟؟؟؟V، فكيف نحسب الارتياب على Vإرتياب على قياس 

 طريقتان: توجد

 طريقة تفاضل دالة. -1

 طريقة تفاضل لوغاريتم دالة. -2

 

 طريقة تفاضل دالة: -(1

 لحساب الإرتياب النسبي إنطلاقا من تفاضل دالة نتبع الخطوات التالية:

 أخذ تفاضل الدالة -1

 م على الدالةيتقس -2

 جمع الحدود المتشابهة إن وجدت -3

 جمع كل الإرتياباتبحساب الإرتياب  -4

 مثال:

 

    حيث    g (x,y,z) ليكن المقدار

g(x, y, z) = xα. yβ. z−γ 

, γ ,  ثوابت 

 بــ: g ل الدالةنعرف تفاض 

dg =
∂g

∂x
. dx +

∂g

∂y
. dy +

∂g

∂z
. dz 

dg = αxα−1yβz−γdx + βxαyβ−1z−γdy − γxαyβz−γ−1dz 

 التقسيم على الدالة:

dg

g
=
αxα−1yβz−γ

nαyβz−γ
dx +

βxαyβ−1z−γ

xαyβz−γ
dy −

γxαyβz−γ−1

xαyβz−γ
dz 

 بالاختزال:

dg

g
= α

dx

x
+ β

dy

y
− γ

dz

z
 

 

 الانتقال الى الارتياب:
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⇒
∆g

g
= |α|

∆x

n
+ |β|

∆y

y
+ |−γ|

∆z

z
…………………(I − 5) 

∆g

g
= α

∆x

n
+ β

∆y

y
+ γ

∆z

z
…………………(I − 6) 

 :تفاضل لوغاريتم الدالة طريقة( 2

 نتبع الخطوات التالية

 أخذ لوغاريتم الدالة -1

 تفاضل لوغاريتم الدالة -2

 نمر إلى حساب الإرتياب حيث نجمع كل الإرتيابات

 مثال: -

 

    حيث    g (x,y,z) ليكن المقدار

g(x, y, z) = xα. yβ. z−γ 

, γ ,  ثوابت 

 أخذ لوغاريتم الدالة:

𝐿𝑜𝑔 ( g) = α Log x + βLog y − γLog z 

 تفاضل لوغاريتم الدالة:

dg

g
=α

dx

x
+β

dy

y
-γ
dz

z
 

 الانتقال الى الارتياب:

⇒
∆g

g
=|α|

∆x

n
+|β|

∆y

y
+|-γ|

∆z

z
…………………(I-5) 

   منه 
∆g

g
=α

∆x

n
+β

∆y

y
+γ

∆z

z
…………………(I-6) 

 :1مثال 

T=2π√l g⁄  

LogT = Log [2π√l g⁄ ] 

LogT = Log2π +
1

2
Log l −

1

2
Log g 

dT

T
=
1

2

dl

l
−
1

2

dg

g
 

∆T

T
=
1

2

∆l

l
+
1

2

∆g

g
 

 : 2مثال 
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V = RI 

LogV = LogR + Logu 

dV

V
=
dR

R
+
dI

I
      

 

∆V

V
=
∆R

R
+
∆I

I
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 (Exercices)تمارين 
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 التمرين الأول:

 ماهي وحدات المقادير التالية في النظامينMKSA   (SI و )CGS القوة :(force العمل ،)

(Travail( الضغط ،)Pression( الطاقة ،)Energie؟) 

  أعط قيم هذه المقادير في النظامCGS   بالنسبة لوحداتMKSA  ؟ 

 

 التمرين الثاني:

، الحقل الكهربائي      σ، الكثافة السطحية Qأعط معادلات الأبعاد للمقادير التالية: الشحنة الكهربائية 

E الكمون الكهربائي ،V المقاومة الكهربائية  ،R السعة ،C  الحث الذاتي ،L الحقل المغناطيسي ،

H . 

 

 التمرين الثالث:

  تحقق من أنRC ،L/R ،1/2)LC(.متجانسة مع بعد الزمن ، 

  استنتج أبعاد القوةF  و الضغط ،P  و الثابتK  حيثF=Kx. 

 02تحقق من أنε/ 2σ .متجانسة مع بعد الضغط 

 

 التمرين الرابع:

  أعط معادلات الأبعاد للمقادير التالية: ثابت الجاذبيةG ثابت بلانك ،h 
meV

h

2
   

 :أعط أبعاد المقادير التالية 

2

2v
  ،

qB

mv
 ،

nT

PV
 ،

2

0

1

C
  

 حيث :

 ،الكتلة الحجمية :v ،السرعة :q ،الشحنة الكهربائية :B ،التحريض المغناطيسي :P ،،الضغط :V :

 : سماحية الفراغ. 0: درجة الحرارة، Tالحجم، 

 

 

 التمرين الخامس:

SlRبالعلاقة :  Sو مقطعه  lلسلك طوله  Rتعطى المقاومة  / 
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 حيث هذا الأخير يمثل المقاومة النوعية للسلك. ρأوجد معادلة الأبعاد الثابت  -

 أوجد معادلة الأبعاد لثابت اللزوجة التحريكي لسائل انطلاقا من علاقة نيوتن  -

dydv /  

τالاجهاد المماسي : 

vالسرعة : 

y العمودي لحركة السائل:الاتجاه 

 

 التمرين السادس:

 تحقق من تجانس العبارات التالية:

tRi2 ،h ،2

2

1
mv ،QV

2

1
 ،cosmgZ 

h ،ثابت بلانك :V،الكمون الكهربائي : Rالمقاومة الكهربائية : 

 

 السابع: التمرين

، Vخاضعة لفرق الكمون  Cطالب لم يتذكر القانون الصحيح ابذي يسمح بقياس القدرة في مكثفة سعتها 

CVWتردد بين العلاقتين 
2

1
  2و

2

1
CVW  .ساعده على الاختيار الصحيح ، 

 

 التمرين الثامن:

و  K، ثابت مرونته mلا بالكتلة المهملة للنابض ( لايتعلق إTدور الاهتزازات لنواس مرن عمودي )

 .gتسارع الجاذبية 

 المذكورة أعلاه؟ بدلالة المقادير Tباستخدام معادلات الأبعاد، أوجد عبارة  -

 

 

 

 التمرين التاسع:

، نصف قطر μتبين التجربة أن القوة المؤثرة على كرة مغموسة في سائل متحرك تتعلق بمعامل اللزوجة 

 .vو سرعة الكرة النسبية  rالكرة 
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 أوجد عبارة هذه القوة اذا كانت من الشكل : 

      zvy rx F=K μ 

 ثابت بدون أبعاد. Kحيث 

 

 التمرين العاشر:

 لسلك معدني بطريقة اهتزازات نواس الفتل بالعلاقة التالية: Cيعطى ثابت الفتل  

   
2

1

2

2

2

1

2

228
TT

aa
mC




  

هما  2Tو  1Tمن محور الدوران.  )a(قيمة كل من الكتلتين المتماثلتين الموجودتين على مسافة  mحيث 

  aل  2aو  1aالدورا المتعلقين بالقيم 

 علما أن القياسات تعطى بالنسبة لسلك من الفولاذ  Cأوجد الارتياب في  -

sT

sT

cma

cma

gm

)1.06.17(

)1.03.14(

)2.03.37(

)2.03.17(

)5.00.354(

2

1

2

1











 

 التمرين الحادي عشر:

 تعطى بالعلاقة التالية : Rعند قياس المقاومة بطريقة تفريغ المكثفة وجد أن المقاومة 











Q

Q

C

t
R 0log 

 : الزمن t : سعة مكثفة   t     C: الشحنة عند اللحظة  t=0s    Q: الشحنة عند اللحظة  0Qحيث 

0QQ)نأخذ  Rأحسب الارتياب النسبي ل  - ) 

 

 

 

 التمرين الثاني عشر:

 نريد تحويل مقيس جهد الى مقياس للمكثفات، و عند معايرة هذا الجهاز وجد أن السعة تعطى بالعلاقة:
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2

1

22 )( UEwR

U
C

V 

 

VR المقاومة الداخلية لمقياس الجهد : 

E عيار مقياس الجهد : 

U الجهد بين طرفي المكثفة : 

w تواتر المنبع : 

 .Cفقط؛ أوجد الارتياب النسبي في قياس  Eو  Uنفرض أن الارتياب حاصل في المقدارين 

 

 التمرين الثالث عشر:

 أحسب المشتقات الجزئية للدوال التالية:

22

1 ),( yxyxf  ،yxyyxf sin),( 2

2  ،yzxzyxf log),,( 2

3  ،
z

yx
zyxf


),,(1

 ،

2

1

22

1 )(),( yxyxf  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 تمارينحلول ال
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 التمرين الأول:

( Pascal( الضغط )باسكال Joule( العمل )الجول Newton N: القوة )نيوتن MKSA في النظام

 ( Joule الطاقة )الجول

  (erg) الطاقة(barye) الضغط  (erg)العمل  (Dyne): القوة CGSفي النظام 

 MKSAبالنسبة لـ  CGSقيم النظام 

Ndyne

smkgscmg

mMLTNdyne

5

522232

2

101

10..)1(10.10..

)(..?1











 

 

Jerg ..?1    الطاقة
22.  LTMLFw  

Jerg

skgmscmg

7

227222222

101

10)1()10(10..








 

122212311

21

10)1()10(105..

./...?1









skgmcmg

TML
S

F
PPaboye

 

Paboye 1101   

 التمرين الثاني:

 :لأبعاد للمقاديرامعادلات 

Q   :الشحنة الكهربائية  tIQ .    tIQ . 

TIQ . 

   :الكثافة السطحية SQ /  2..  LTI 

:   Eالحقل الكهربائي 
Q

F
E  

 
 

  13  IMLTE
Q

F
E 

V:  الكمون الكهربائي VgradE
x

V
Ex




 

     EV   132  ITMLV  

C   :VQCالسعة  /  2421 ITLMC  
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L:    الحث الذاتي 
dt

di
Le 

  
 j

te
L

.
 

  222  ITMLL 

H :  الحقل المغناطيسي dHi . 

 
 
 

  1 ILH
i

H


 

 التمرين الثالث:

  

   

    TITLMITMLCL

TITMLITMLRL

TITLMITMLCR













2

1

24212

1

222
2

1

2

1

232222

2421232

).()(

))((/

.

 

CR. ،RLنلاحظ أن الكميات:  / ،
2

1

)(LC متجانسة مع بعد الزمن 

F   :القوة  mF    
2

.  MLTmF  

P  :SFPالضغط  /  21  TMLP 

K :ثابت الصلابة النابض  xKF .     xFK / 

  2 MTK 

        0

221243122

0

2 2/////    TMLITLMITL 

 النتيجة متجانسة مع بعد الضغط

0Uملاحظة من قانون كولوم 
r

qq
F

2

'

0

.
4

1




 

 :امنالتمرين الث

  g( والحادثة Kوmلا يتعلق إلا ) Tبما أن الدور 

zyxإذن  gKmT .... الدور 

  2

)(







MTK

x

F
K

KxF
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  zyx LTMTMT ).()( 22  

zzyyx LTMT ..
)(21   

 بالتطابق نجد



































2

1
2

1
12

0

0

1)(2

0

x

yy

z

z

zy

yx

 

K

m
TKmT  


2

1

2

1

..
 

)2(ومنه من التجارب نعرف أن ثابت التناسب  
T

w


 

K

m
T 2 

 

 لتاسع:التمرين ا

zyx VrkF     معK ثابت 

       zyx
VrF

L

V
SF  




/ 

zxzyxx

yx

TLMMLT

LTLTMLMLT









2

31)(112 )()(
 

 :ما يلي على حصلنبالتطابق 















2

1

1

zx

zyx

x

 

 1x   ،1y   ،1zحلها يعطي  

VrKFفالقانون يكتب    . 

 :عاشرالتمرين ال
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 يعطى ثابت الفتل لسلك معدني بالعلاقة 

2

1

2

2

2

1

2

228
TT

aa
mC




  

 لحساب الارتياب نلجأ إلى استعمال التفاضل اللوغارتمي

)log()log(loglog28loglog 2

1

2

2

2

1

2

2 TTaamC   

2

1

2

2

1122

2

1

2

2

1122 2222
2

TT

dTTdTT

aa

daadaa

m

dmd

C

dC














 

 عندما ينتقل الارتياب نحصل على ما يلي

2

1

2

2

1122

2

1

2

2

1122 222
TT

TTTT

aa

aaaa

m

m

C

C






















 

TTTaaaلدينا   2121 , 

 إذن

1212

222
TT

T

aa

a

m

m

C

C






















 

 مهملا فالتطبيق العددي يعطيإذا كان الارتياب في 

%1010).60205,1(/ 3  CC 

 Cنحسب قيمة ثابت الفتل 

rdNm
xxx

C /10.89,2
3,105

10.1092354,086,98 2
4




 

rdNmC /10.3,0 2 

rdNmC /10)3,09,2( 2 

 

 

 ثالث عشر:التمرين ال

 المشتقات الجزئية للدوال

1) 22

1 ),( yxyxf   
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xxf 2)(1  ,  yyf 2)(1   

ydyxdxyxf 22),(1
'   

* yxyyxf sin),( 2

2   

2'

2 )( yxf  ,  yxyyf cos2)(2   

* zyxzyxf .log),,( 2

3   

zyxxf .log2)('3  ,   
y

x

zy

zx
yf

22

3
.

)(   

z

x

zy

zx
zf

22
'

3
.

)(   

*
z

y

z

x

z

yx
zyxf 


),,(4  

zz

z
xf

1
)(

2

'

4  ,   
zz

z
yf

1
)(

24 


  

222

'

4

0
)(

z

yx

z

y

z

x
zf








  

* 222

1

22

5 )(),( yxyxyxf   

2222
5

' 2

2

1
)(

yx

x

yx

x
xf







 

2222
5

' 1

2

)2(1
)(

yx

y

yx

y
yf









  
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 الشعاعيالحساب  :IIالمحور

Le Calcul Vectoriel 

 

 

كل كمية تعرف بمقدارها ويكون التعريف كامل تسمى  (:Grandeur Scalaire) المقدار السلمي -1

 سلمي مثل: الكتلة، الطاقة، العمل،...

كل كمية لا تعرف تماما بمعرفة مقدارها وإنما  (:Grandeur Vectorielle)المقدار الشعاعي  -2

 ......سرعة، الإنتقال، الحقل الكهربائي،معرفة إتجاهما تسمى بالمقادير الشعاعية مثل: اليتطلب 

 إذن:

 (.I-1 الشعاع قطع مستقيم موجة )أنظر الشكل -

 

 

 

 

 تمثيل شعاع :II-1الشكل 

 

AB⃑⃑⃑⃑نمثل الشعاع   ويعرف بــ: Bونهايته  Aه ؤمبد ABبقطع مستقيم  ⃑ 

 الحاوي له أو حامله.AB ينتمي إليه القطع المستقيمالمنحنى: المستقيم الذي  -

 .Bإلى  Aالإتجاه: الذي ينتقل فيه المتحرك من  -

AB⃑⃑⃑⃑| أو AB )الشدة أو المعيار( ونرمز له ب AB الطويلة:  طول القطع المستقيم - AB⃑⃑⃑⃑‖أو  |⃑   ⃑‖. 

  V⃑⃑كما يمكن كتابة شعاع على شكل 

  𝑉⃑هو شعاع طويلته تساوي الواحد يمكن التعبير عن شعاع  (:Vecteur Unitaire) شعاع الوحدة -3

 بــ   u⃑شعاع الوحدة لمواز 

V⃑⃑ = |V⃑⃑ | u⃑ = V u⃑ …………………(II − 1) 

 

V1ليكن الشعاعان
⃑⃑ V2و  ⃑ 

  u⃑وحدة الالموازيان لشعاع   ⃑⃑⃑⃑

V1
⃑⃑  ⃑ = V1u⃑  

V2
⃑⃑⃑⃑ = V2u⃑  

V1
⃑⃑  ⃑

V2⃑⃑⃑⃑  ⃑
=

V1

V2
= K         

⇒ V⃑⃑ 1 = K. V⃑⃑ 2 …………………(II − 2) 

 .شرط التوازي وهو

 

 

 

 

A 

B 
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يمكن جمع الأشعة بيانيا ولذا حق تسمية العملية  : (Somme Vectorielleالجمع الهندسي للأشعة ) -4

 بالجمع الهندسي.

:جمع شعاعين 

 

                                 V1
⃑⃑  ⃑ + V2

⃑⃑⃑⃑  

 

 

 

      

        

 

          V⃑⃑ = V1
⃑⃑  ⃑ + V2

⃑⃑⃑⃑  

 

 

 

 

 

 

 

         V′⃑⃑  ⃑ = V2
⃑⃑⃑⃑ + V1

⃑⃑  ⃑ 

 

 

 جمع شعاع :II-2الشكل 

 

  نلاحظ أن :

V⃑⃑ = V′⃑⃑  ⃑   

V1
⃑⃑  ⃑ + V2

⃑⃑⃑⃑ = V2
⃑⃑⃑⃑ + V1

⃑⃑  ⃑ …………………(II − 3)     ⇒ 

 لجمع الشعاعي تبديلي.اأي أن  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

𝑽𝟏
⃑⃑ ⃑⃑   

𝑽𝟐
⃑⃑ ⃑⃑   

1V


𝑽𝟏
⃑⃑ ⃑⃑   

V


𝑽𝟐
⃑⃑ ⃑⃑   

𝑽⃑⃑  

 𝐕𝟐
⃑⃑⃑⃑  

 𝐕𝟏
⃑⃑⃑⃑  

𝐕′⃑⃑⃑⃑  
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طويلة𝐕⃑⃑  (Module de 𝐕⃑⃑ ): 

 

 

 

 

 

 

 

 

 طويلة شعاع :II -3الشكل 

 قاعدة التجب:  -

 1BC=V ,1AB=V ,AC=Vحيث  (I-3)الشكل  ABCلدينا في المثلث: 

(AC)2 = (AD)2 + (DC)2 

AB = V1 + BD = V1 + V2 cos θ 

DC = V2 sin θ 

(AC)2 = (V)2 = (V1 + V2 cos θ)2 + (V2 sin θ)2 

V2 = V1
2 + V2

2 cos θ2 + 2V1V2 cos θ + V2
2 sin θ2 

V2   = V1
2 + V2

2(cos θ2 + sin θ2) + 2V1V2 cos θ 

V2   = V1
2 + V2

2(cos θ2 + sin θ2) + 2V1V2 cos θ 

 

V = √V1
2 + V2

2 + 2V1V2 cos θ…………………(II − 4) 

 هناك طريقة أخرى 

V⃑⃑ = V1
⃑⃑  ⃑ + V2

⃑⃑⃑⃑  

V2 = (V1
⃑⃑  ⃑ + V2

⃑⃑⃑⃑ )
2
= V1

2 + V2
2 + 2V1

⃑⃑  ⃑. V2
⃑⃑⃑⃑  

V = √V1
2 + V2

2 + 2V1
⃑⃑  ⃑. V2

⃑⃑⃑⃑ cos θ 

𝑉1حيث 
⃑⃑  ⃑. 𝑉2

⃑⃑  برهن لاحقاتس)جداء سلمي (  ⃑ 

 قاعدة الجب: -

CD = V2 sin θ = V sin α     ⇒    
V2

sin α
=

V

sin θ
 

BE = V1 sin α = V2 sin β     ⇒    
V2

sin α
=

V1

sin β
 

⇒     
V

sin θ
=  

V2

sin α
=

V1

sin β
…………………(II − 5) 

 

 

 

𝐕𝟐
⃑⃑⃑⃑  

𝐕⃑⃑  

𝐕𝟏
⃑⃑⃑⃑  

E 

A 

B D 

β 

C 

α θ 
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:لاحظ الشكل الجمع الهندسي لعدة أشعة II-4: 

V⃑⃑ =  V1
⃑⃑  ⃑ + V2

⃑⃑⃑⃑ + V3
⃑⃑⃑⃑ + V4

⃑⃑⃑⃑ + V5
⃑⃑⃑⃑  

 

 

 

 

 

 

 

 

 الجمع الهندسي لعدة أشعة :II-4الشكل 

 

 بين الأشعة:الفرق 

 

 

 

 

 

 

 

 

 الفرق بين شعاعين :II -5الشكل 

 

𝐷⃑⃑ = 𝑉1
⃑⃑  ⃑ − 𝑉2

⃑⃑  ⃑ = 𝑉1
⃑⃑  ⃑ + (−𝑉⃑ 2) 

𝐷′⃑⃑  ⃑ = 𝑉2
⃑⃑  ⃑ − 𝑉1

⃑⃑  ⃑ = 𝑉2
⃑⃑  ⃑ + (−𝑉⃑ 1) 

 عملية طرح الأشعة ليست تبديلية

𝐷⃑⃑ ≠ 𝐷′⃑⃑  ⃑ 

                 طويلة الشعاع

   𝐷 = √𝑉1
2 + 𝑉2

2 − 2𝑉1𝑉2 cos 𝜃 …………………(II − 6) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

𝐕⃑⃑  

𝐕𝟏
⃑⃑⃑⃑  

𝐕𝟐
⃑⃑⃑⃑  

𝐕𝟑
⃑⃑⃑⃑  

𝐕𝟒
⃑⃑⃑⃑  

𝐕𝟓
⃑⃑⃑⃑  

−𝐕𝟏
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  

𝐕𝟐
⃑⃑⃑⃑  

𝐕𝟏
⃑⃑⃑⃑  

−𝐕𝟐
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  

𝐃′⃑⃑⃑⃑  

𝐃⃑⃑  



 Le Calcul Vectorielالحساب الشعاعي

21  H.BEDBOUDI  ENSET Skikda    

 : (Composante d’un vecteurمركبات شعاع ) -5

كل مجموعة الأشعة التي إذا جمعت تعطي حيث يمكن أن يكتب على شكل جمع شعاعين أو أكثر   V⃑⃑كل شعاع 

 تسمى مركبات هذا الشعاع.  V⃑⃑الشعاع 

:في المعلم  في المستوى𝑅(𝑜 , 𝑖 , 𝑗 ) و المتجانس المتعامد 

 

 يث:ح

    𝑉⃑ (
Vx

V y
) 

 

V⃑⃑ = Vx
⃑⃑  ⃑ + Vy

⃑⃑⃑⃑  

       V⃑⃑  = Vxi + Vyj  

Vx = Vcos α 

Vy = Vsin α 

V⃑⃑ = V cos α i + V sin α j  

   V⃑⃑  = V (cos α i + sin α j ) 

= V⃑⃑بما أن V u⃑                u⃑ = (cos α i + sin α j )           

V2                            فهي:  V⃑⃑أما طويلة الشعاع  = Vx
2 + Vy

2 

V = √Vx
2 + Vy

2 …………………(II − 7) 

V( يمكن إستعمال رموز أخرى )رموز ديكارتية = √x2 + y2 

, 𝑅(𝑜في المعلم  مثال: 𝑖 , 𝑗 )  محصلة الشعاعين  المتعامد و المتجانس أوجدV1
⃑⃑  ⃑ (x1

y1
)،V2

⃑⃑⃑⃑ (x2
y2

)  

V⃑⃑ = V1
⃑⃑  ⃑ + V2

⃑⃑⃑⃑ = (x1 + x2)i + (y1 + y2)j    

 |V⃑⃑ | = √(x1 + x2)
2 + (y1 + y2)

2 

  

𝑽⃑⃑  

𝑽𝒙
⃑⃑ ⃑⃑  

𝑽𝒚
⃑⃑ ⃑⃑   

y 

x 

α 

𝒊  

𝒋  

  مركبات شعاع في المستوي  :II-6 الشكل
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 في الفضاء  : 

,𝑅(𝑂في معلم  𝑖 , 𝑗 , 𝑘⃑ )  قاعدة متعامدة ومتجانسةذو 

 V⃑⃑ (
𝑉𝑥
𝑉𝑦

𝑉𝑧

)  

V⃑⃑ = Vxi + Vyj + Vzk⃑  

 

 

 

 

 

 مركبات شعاع في الفضاء :II-7 الشكل      

 

 أن: من( II-7)الشكل يمكن التحقق هندسي 

 

cos θ =
Vz

r
   ⇒ Vz = r cos θ 

sin θ =
ρ

r
   ⇒ ρ = r sin θ 

cos α =
Vx

ρ
   ⇒ Vx = ρ cos α ⇒ Vx = r sin θ cos α 

sin α =
Vy

ρ
   ⇒ Vy = ρ sin α ⇒  Vy = r sin θ cosα 

 إذن:

Vx = Vsin θ cos α 

Vy = Vsin θ cosα 

Vz = Vcos θ 

Vأما طويلة الشعاع:  = √Vx
2 + Vy

2 + Vz
2 

Vأو بالإحداثيات الديكارتية:  = √X2 + y2 + z2 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

𝑽𝒛
⃑⃑ ⃑⃑  

𝒋  

𝒙⃑⃑  

𝑽𝒙
⃑⃑ ⃑⃑   

𝑽𝒚
⃑⃑ ⃑⃑   

𝒛 

𝒚 
𝒊  

𝜽 

𝝋 

𝑽⃑⃑  

𝒌⃑⃑  

𝒓 

𝝆 
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جاهية:تجيوب تمام الإ 

 و  α، βهي  على التوالي Ox ,Oy ,Ozمع المحاور   V⃑⃑لتكن الزوايا التي يصنعها الشعاع 

Vx = Vcos α 

Vy = Vcos β 

Vz = Vcos γ 

= V⃑⃑لدينا:  Vxi + Vyj + Vzk⃑  

V = √V2(cos α2 + cos β2 + cos γ2) 

V = V√cosα2 + cos β2 + cos γ2 

⇒ cosα2 + cos β2 + cos γ2 = 1…………………(II − 7) 

cos α ،cos β ،cos γ للشعاع  تسمى جيوب تمام الإتجاهية𝑉⃑  

= V⃑⃑حيث لدينا:  V u⃑  

V⃑⃑ = V (cos α i + cos β j + cos γ k⃑ ) 

⇒        u⃑ = cos α i + cos β j + cos γ k⃑ …………………(II − 8) 

  𝑢⃑( ما هي إلا مركبات شعاع الوحدة الاتجاهيةإذن جيوب تمام التوجيهية )

 

 :(Produit Scolaireالجداء السلمي ) -6

V1الجداء السلمي للشعاعين  * تعريف:
⃑⃑ V2و  ⃑ 

V1ويرمز له   ⃑⃑⃑⃑
⃑⃑  ⃑. V2

⃑⃑⃑⃑  (V1
⃑⃑ V2سلمي  ⃑ 

عرف كعدد سلمي ناتج عن ( ي ⃑⃑⃑⃑

 جداء طويلات الشعاعين في تجب الزاوية المحصورة بينهما.

V1
⃑⃑  ⃑. V2

⃑⃑⃑⃑ = V1. V2 . cos(V1
⃑⃑  ⃑, V2

⃑⃑⃑⃑ ) = V1. V2 cos θ…………………(II − 9) 

|θ| <
π

2
    ⇒   V⃑⃑ 1. V⃑⃑ 2 > 0 

π

2
< |θ| < π    ⇒   V⃑⃑ 1. V⃑⃑ 2 > 0 

V1
⃑⃑  ⃑. V2

⃑⃑⃑⃑ = V1proj V2
⃑⃑⃑⃑ V1

⃑⃑  ⃑⁄ = V2 proj V1
⃑⃑  ⃑ V2

⃑⃑⃑⃑ ⁄  

 * حالات خاصة

(𝑉1
⃑⃑  ⃑, 𝑉2

⃑⃑  ⃑) = 0 ⟹ 𝑉⃑ . 𝑉⃑ = 𝑉2  

(𝑉2
⃑⃑ 𝑉1 على عمودي⃑ 

⃑⃑  ⃑) (𝑉1
⃑⃑  ⃑, 𝑉2

⃑⃑  ⃑) =
𝜋

2
⟹ 𝑉1

⃑⃑  ⃑. 𝑉2
⃑⃑  ⃑ = 0 
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 :(Propriétés du produit scalaire* خصائص الجداء السلمي )

 أ(

V1
⃑⃑  ⃑. V2

⃑⃑⃑⃑ = V1. V2 cos(V1
⃑⃑  ⃑, V2

⃑⃑⃑⃑ ) 

V2
⃑⃑⃑⃑ . V1

⃑⃑  ⃑ = V2. V1 cos(V2
⃑⃑⃑⃑ , V1

⃑⃑  ⃑) 

cos(V1
⃑⃑  ⃑, V2

⃑⃑⃑⃑ ) = cos(V2
⃑⃑⃑⃑ , V1

⃑⃑  ⃑)  

⇒ V1
⃑⃑  ⃑. V2

⃑⃑⃑⃑ = V2
⃑⃑⃑⃑ . V1

⃑⃑  ⃑ …………………(II − 9) 

 

 إذن الجداء السلمي تبديلي:

V1   ب(
⃑⃑  ⃑. (V2

⃑⃑⃑⃑ + V3
⃑⃑⃑⃑ ) = V⃑⃑ 1. V⃑⃑ 2 + V⃑⃑ 1. V⃑⃑ 3 

V1
⃑⃑  ⃑. V2

⃑⃑⃑⃑ = V1. V2 cos α =V1. a 

V1
⃑⃑  ⃑. V3

⃑⃑⃑⃑ = V1. V3 cos β =V1. b 

V1
⃑⃑  ⃑. (V2

⃑⃑⃑⃑ + V3
⃑⃑⃑⃑ ) = V⃑⃑ 1. ( V⃑⃑ 2 + V⃑⃑ 3) cos γ 

 خصائص الجداء السلمي :II-8الشكل           

V1
⃑⃑  ⃑. (V2

⃑⃑⃑⃑ + V3
⃑⃑⃑⃑ ) = V1. ( a + b)………… . .① 

⇒  V1
⃑⃑  ⃑. V2

⃑⃑⃑⃑ + V1
⃑⃑  ⃑. V3

⃑⃑⃑⃑ = V1. ( a + b)……② 

 فإن ②و  ①من 

V1
⃑⃑  ⃑. (V2

⃑⃑⃑⃑ + V3
⃑⃑⃑⃑ ) = V1

⃑⃑  ⃑. V2
⃑⃑⃑⃑ + V1

⃑⃑  ⃑. V3
⃑⃑⃑⃑ …………………(II − 10) 

 إذن الجداء السلمي توزيعي بالنسبة للجمع

, 𝐢)* أشعة الوحدة:  𝒋 , 𝒌⃑⃑ ): 

𝑖 . 𝑖 = 𝑗 . j = k⃑ . k⃑ = 1 

𝑖 . 𝑗 = 𝑗 . k⃑ = k⃑ . i = 0 

 :* الجداء السلمي بدلالة المركبات

V2
⃑⃑⃑⃑ (

x2

y2

z2

)                            ,V1
⃑⃑  ⃑ (

x1

y1

z1

) 

V1
⃑⃑  ⃑. V2

⃑⃑⃑⃑ = (x1i + y1j + z1k⃑ ). (x2i + y2j + z2k⃑ ) 

V1
⃑⃑  ⃑. V2

⃑⃑⃑⃑ = x1x2 + y1y2 + z1z2 …………………(II − 11) 

𝐕𝟑
⃑⃑⃑⃑  

𝐛 

𝜸 

 𝐚 𝐕𝟏
⃑⃑⃑⃑  

𝐕𝟐
⃑⃑⃑⃑ + 𝐕𝟑

⃑⃑⃑⃑  

𝛃 

𝛂 

𝐕𝟐
⃑⃑⃑⃑  
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  V⃑⃑  . V⃑⃑ = V2 = x2 + y2 + z2 

⇒   V = √𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 

V⃑⃑ . 𝑖 = 𝑥 

V⃑⃑ . 𝑗 = 𝑦 

  V. 𝑘⃑ = 𝑧 

 جيوب تمام الإتجاهية: -

cos α =
V⃑⃑ . i 

|V⃑⃑ |
 

 cos β =
V⃑⃑ . j 

|V⃑⃑ |
 

 cos γ =
V⃑⃑ . k⃑ 

|V⃑⃑ |
 

 

 :(Projection d’un vecteur)* مسقط شعاع 

V1 * مسقط
⃑⃑ proj   يرمز له ب  (II-9)الشكل   V⃑⃑على ⃑ 

V1⃑⃑⃑⃑  ⃑

V
                       

  

  

 

 مسقط شعاع :II-9 الشكل    

 

proj
V1
⃑⃑  ⃑

V
= V⃑⃑ 1. u ⃑⃑⃑    …………………(II − 12) 

   u⃑ =  
V⃑⃑ 

V
 

 

V1
⃑⃑  ⃑ 

 

V⃑⃑  

 

u⃑  
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  يث       هو شعاع ح  V⃑⃑لذي يحمل ا  (∆)     على المحور  𝑉⃑ 1* مسقط 

proj⃑⃑⃑⃑⃑⃑ ⃑⃑ 
V⃑⃑ 1
(∆)

= (V⃑⃑ 1. u⃑ )u⃑ …………………(II − 13) 

  𝑢⃑   شعاع   وحدة  المحور (∆)   

 

 :(Produit Vectorielالجداء الشعاعي ) -7

V⃑⃑ 1والذي يرمز له بــ V⃑⃑ 2و  V⃑⃑ 1 الجداء الشعاعي لـــ *تعريف: ∧ V⃑⃑ 2 هو شعاع يكون عمودي على المستوي المعين

 (I-10 )الشكل  V⃑⃑ 2نحو  V⃑⃑ 1من وإتجاهه يكون في إتجاه تنقل برغي يميني  V⃑⃑ 2و  V⃑⃑ 1بــ 

|V⃑⃑ 1 ∧ V⃑⃑ 2| = V1. V2 sin(V⃑⃑ 1. V2
⃑⃑⃑⃑ )…………………(II − 14) 

V⃑⃑ 1 ∧ V⃑⃑ 2 = −V⃑⃑ 2 ∧ V⃑⃑ 1 

 غير تبديليالجداء الشعاعي 

 

 

 

 

 

 

        (𝑉⃑ 1. 𝑉2
⃑⃑  ⃑) = 𝑉⃑ 1       أي      0 ⫽ 𝑉⃑ 2           V⃑⃑ 1 ∧ V⃑⃑ 2 = 0⃑  

 إذا كان الشعاعان متوازيان فالجداء الشعاعي بينهما يكون معدوم.

i ∧ j = −j ∧ i = k⃑  

j ∧ k⃑ = −j ∧ i = i  

k⃑ ∧ i = −i ∧ k⃑ = j  

i ∧ i = j ∧ j = k⃑ ∧ k⃑ = 0⃑  

 سنبرهن أن : 

V1
⃑⃑  ⃑ ∧ (V2

⃑⃑⃑⃑ + V⃑⃑ 3) = V1
⃑⃑  ⃑ ∧ V2

⃑⃑⃑⃑ + V1
⃑⃑  ⃑ ∧ V3

⃑⃑⃑⃑  

𝐢  

𝐤  

𝐣  

V1
⃑⃑  ⃑ 

V2
⃑⃑⃑⃑  

w⃑⃑⃑ = V1
⃑⃑  ⃑ ∧ V2

⃑⃑⃑⃑  

 

 

 الجداء الشعاعي  :II-10 الشكل
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إذن تحقق العلاقة فيما يخص المقادير أو  (I- 11)الشكل  نفرض أن الأشعة موجودة في نفس المستوي -

 الطويلات

 

 

 

 

 

 

 

    

|V1
⃑⃑  ⃑ ∧ (V2

⃑⃑⃑⃑ + V⃑⃑ 3)| = |V1|⃑⃑⃑⃑⃑⃑  ⃑. |V2
⃑⃑⃑⃑ + V3

⃑⃑⃑⃑ | sin γ = V1(a + b) 

|V1
⃑⃑  ⃑ ∧ V⃑⃑ 2| = V1. V2 sin α = V1. a 

|V1
⃑⃑  ⃑ ∧ V⃑⃑ 3| = V1. V3 sin β = V1. b 

|V1
⃑⃑  ⃑ ∧ (V2

⃑⃑⃑⃑ + V⃑⃑ 3)| = V1(a + b)…………… .① 

|V1
⃑⃑  ⃑ ∧ V2| + |V1

⃑⃑  ⃑ ∧ V3| = V1(a + b)…………… .② 

①نلاحظ أن       = ② 

 أي

V1
⃑⃑  ⃑ ∧ (V2

⃑⃑⃑⃑ + V⃑⃑ 3) = V1
⃑⃑  ⃑ ∧ V2

⃑⃑⃑⃑ + V1
⃑⃑  ⃑ ∧ V3

⃑⃑⃑⃑ …………………(II − 15) 

 

 توزيعي بالنسبة للجمعالجداء الشعاعي 

 

 

 

 

 

𝐕𝟑
⃑⃑⃑⃑  

𝒃 

𝛄 
𝒂 

𝐕𝟏
⃑⃑⃑⃑  

𝐕𝟐
⃑⃑⃑⃑ + 𝐕𝟑

⃑⃑⃑⃑  

𝜷 

𝜶 

𝐕𝟐
⃑⃑⃑⃑  

 الجداء الشعاعي توزيعي :II-11 الشكل
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 * الجداء الشعاعي بدلالة المركبات:

V⃑⃑ 1 ∧ V⃑⃑ 2 = (V1xi + V1yj + V1zk⃑ ) ∧ (V2xi + V2yj + V2zk⃑ ) 

                            V⃑⃑ 1 ∧ V⃑⃑ 2  = |
𝑖 𝑗 𝑘⃑ 

𝑉1𝑥 𝑉1𝑦 𝑉1𝑧
𝑉2𝑥 𝑉2𝑦 𝑉2𝑧

| 

 V⃑⃑ 1 ∧ V⃑⃑ 2 = (V1yV2z − V2yV1z)i +  (V2xV1z − V1xV2z)j 

+ (V1xV1y − V2xV1y)k⃑ …………………(II − 16) 

 

 لدينا  II-12من الشكل  -

|V⃑⃑ 1 ∧ V⃑⃑ 2| = V1. V2 sin θ 

|V⃑⃑ 1 ∧ V⃑⃑ 2| = 𝑉1. h…………………(II − 16) 

 متوازي الأضلاع المشكل من الشعاعطويلة الجداء الشعاعي تمثل مساحة 

  

𝑽𝟐
⃑⃑ ⃑⃑  ∧ 𝑽𝟑

⃑⃑ ⃑⃑   

θ 

𝑽𝟏
⃑⃑ ⃑⃑   

𝑽𝟐
⃑⃑ ⃑⃑   

 مساحة متوازي الأضلاع :II-12 الشكل
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 :(Produit mixte) الجداء المختلط -8

,V⃑⃑ 3ة  يعرف الجداء المختلط لثلاث أشع V⃑⃑ 2, V⃑⃑ 1   بالمقدار السلمي(V⃑⃑ 1( V⃑⃑ 2 ∧ V⃑⃑ 3 

V⃑⃑ 3|: مساحة متوازي الأضلاع ∧ V⃑⃑ 1|  المتكون منV⃑⃑ 3و V⃑⃑ 1 

V⃑⃑ 2. (V⃑⃑ 3 ∧ V⃑⃑ 1) = |V⃑⃑ 3 ∧ V⃑⃑ 1| proj V⃑⃑ 1 V⃑⃑ 3 ∧ V⃑⃑ 1⁄  

V⃑⃑ 2. (V⃑⃑ 3 ∧ V⃑⃑ 1)    = S. h…………………(II − 17) 

V⃑⃑ 1. (V⃑⃑ 2 ∧ V⃑⃑ 3)  هو حجم متوازي السطوح المتكون من الأشعةV⃑⃑ 3, V⃑⃑ 2, V⃑⃑ 1  الشكل(II-13) 

 

 

 

 

 

 

 

 المختلط لا يتغير إذا قمنا بتبديل دائريالجداء  −

V⃑⃑ 2. (V⃑⃑ 3 ∧ V⃑⃑ 1) = V⃑⃑ 1. (V⃑⃑ 2 ∧ V⃑⃑ 3) = V⃑⃑ 3. (V⃑⃑ 1 ∧ V⃑⃑ 2)…………………(II − 18) 

 :بدلالة المركبات

V⃑⃑ 3 (

x3

y3

z3

) V⃑⃑ 2 (

x2

y2

z2

) V⃑⃑ 1 (

x1

y1

z1

) 

𝑉⃑ 1. (V⃑⃑ 2 ∧ V⃑⃑ 3) = |

V1x V1y V1z
V2x V2y V2z
V3x V3y V3z

| 

𝑉⃑ 1. (V⃑⃑ 2 ∧ V⃑⃑ 3)

= V1x(V2yV3z − V3yV2z) − V1y(V2xV3z − V3xV1z)

+ V1z(V2xV3y − V3xV2y)…………………(II − 19) 

 

 

𝐕𝟑
⃑⃑⃑⃑ ∧ 𝐕𝟏

⃑⃑⃑⃑  

𝐕𝟑
⃑⃑⃑⃑  

𝐕𝟏
⃑⃑⃑⃑  

𝐕𝟐
⃑⃑⃑⃑  

 

 حجم متوازي السطوح :II-13 الشكل

 



 Le Calcul Vectorielالحساب الشعاعي

30  H.BEDBOUDI  ENSET Skikda    

 :(Moment d’un vecteurعزم شعاع: ) -9

َ عزم شعاع  * بالنسبة لنقطة من الفضاء: AB⃑⃑⃑⃑  بالنسبة لنقطة من الفضاء هو الشعاع المعرف بــ: ⃑ 

ℳ 𝐴𝐵⃑⃑⃑⃑  ⃑ 𝑂⁄ = 𝑂𝐴⃑⃑⃑⃑  ⃑ ∧ 𝐴𝐵⃑⃑⃑⃑  ⃑ …………………(II − 21) 

 

 عزم شعاع بالنسبة لمحور: * بالنسبة لمحور:

 أ( هو مسقط عزم هذا الشعاع بالنسبة لنقطة من المحور مهما كانت.

 يساوي الجداء المختلط:  u⃑شعاع وحدته و Oه ؤمبد(∆)ب( عزم شعاع بالنسبة لمحور 

ℳ⃑⃑⃑ AB⃑⃑⃑⃑  ⃑ (Δ)⁄ = (OA⃑⃑⃑⃑  ⃑ ∧ AB⃑⃑⃑⃑  ⃑). u⃑ …………………(II − 22) 

 

ℳ⃑⃑⃑ AB⃑⃑⃑⃑  ⃑ (Δ)⁄ = ℳ⃑⃑⃑ AB⃑⃑⃑⃑  ⃑ O.⁄ u⃑  

 

 

 

 

 

 

  

 

 

 

 :(La dérivée des vecteurs) إشتقاق الأشعة -10

 )دالة شعاعية( V⃑⃑يطابق الشعاع  tإذا كان لكل متغير 

V = V⃑⃑ x. (t)i + V⃑⃑ y. (t)j + V⃑⃑ z. (t)k⃑  

 بالنسبة للزمن يعرف كالتالي:  𝑉⃑مشتق الشعاع 

B 

𝑼⃑⃑  

M⃑⃑⃑  

α 

A 

h 

0 

 عزم شعاع :II-14 الشكل
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𝑑𝑉⃑ 

𝑑𝑡
= lim

∆𝑡→0

𝑉⃑ (𝑡 + ∆𝑡) − 𝑉⃑ (𝑡)

∆𝑡
 

dV⃑⃑ 

dt
=

dVx

dt
i +

dVy

dt
j +

dVz

dt
k⃑ …………………(II − 20) 

 

       مشتق المركبات  مشتق الشعاع يساوي

dV⃑⃑ 

dt

{
 
 

 
 
dVx

dt
dVy

dt
dVz

dt

 

 الدوال الشعاعية بعض -

d

dt
(A⃑⃑ + B⃑⃑ ) =

dA⃑⃑ 

dt
+

dB⃑⃑ 

dt
 

d

dt
(λ A⃑⃑ ) =

dλ

dt
A⃑⃑ + λ

dA⃑⃑ 

dt
 

d(A⃑⃑ . B⃑⃑ )

dt
= A⃑⃑ 

dB⃑⃑ 

dt
+ B⃑⃑ 

dA⃑⃑ 

dt
 

𝑑

𝑑𝑡
(𝐴 ∧ 𝐵⃑ ) =

𝑑𝐴 

𝑑𝑡
∧ 𝐵⃑ + 𝐴 ∧

𝑑𝐵⃑ 

𝑑𝑡
 

 :لأحسب المشتق الأولى والثانية  مثال:

V⃑⃑ (t) = 2 cosωt i + 3 sinωt j  

 المشتق الأول: الحل:

dV⃑⃑ (t)

dt
= −2ωsinωt i + 3ω cosωt j  

 المشتق الثاني

𝑑2𝑉⃑ (𝑡)

𝑑𝑡2
= −2𝜔2 𝑠𝑖𝑛𝜔𝑡 𝑖 + 3𝜔 2 𝑐𝑜𝑠 𝜔𝑡 𝑗 = −𝜔 2𝑉⃑  
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 (Exercices)تمارين 

 التمرين الأول:

في معلم متعامد و متجانس  kjiOR


 تعطى الأشعة  ,,,

kjiu


523        ،kjit


32        ،kjis


23      ،kjir


 2  

 (.OXYZالمعلم )مثل هذه الأشعة في  -1

 أوجد: -2

tsr طوية كل من  -1 532 ،  tsr ،  t   

 .sو  rشعاع وحدة يوازي مجموع الأشعة  -2

tcsbrauحيث  a, b, cالقيم السلمية  -3 . 

 

 الثاني:التمرين 

kjir       لتكن الأشعة:


 321  

        kjir


2232  

kjir


3343  

 أحسب طويلة كل شعاع  (1

3211 أحسب مركبات و طويلة الأشعة التالية: (2 rrrV


 3212 rrrV


,  

213 أوجد شعاع الوحدة المحمول على الشعاع (3 2rrV


  و استنتج جيوب تمام اتجاهية هذا الشعاع؟ 

أحسب الجداء السلمي  (4
21.rr


، الجداء الشعاعي 
21 rr


 ( "و الجداء المختلط "بطريقتين

321 ;; rrr


) 

 

 التمرين الثالث:

 1Vوحدة. يصنع  5و  4حيث طويلاتهما على التوالي تساوي  2Vو  1Vالشعاعان  )Oxyz(ليكن في المستوي 

زاوية قدرها  Oxمع  30 2، أما الشعاعV  فمحمول علىOx .و لكن في الاتجاه المعاكس له 

 أحسب:

21أي  2Vو الشعاع  1Vالمجموع الهندسي للشعاع  -(1 VVS  .بدلالة المركبات 

D :21فرق الشعاعين  -(2 VVD   .بدلالة المركبات 
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 .2Vو  1Vالجداء السلمي ل  -(3

 الجداء الشعاعي لنفس الشعاعين. -(4

 

 التمرين الرابع:

في المعلم  kjiOR


 نعتبر النقاط الأربعة التالية: ,,,

     






 


41

3
,

41

5
,24


A   ,










41

2
,0,23


A  , 5,5,242A   , 0,1,221A   

21أحسب مركبات  (1 AA     ,43 AA 

21عين شعاع الاسقاط ل   (2 AA  43على المستقيم الموجه و المعرف ب AA 

 إذا اعتبرنا أن الشعاعين متعامدين  (3

 الشرطحتى يتحقق هذا  λأ( أوجد 

21ب( أحسب  AA  ,43 AA 

4321ج( أوجد مركبات  AAAAC  

 بطريقتين Cد( أوجد 

كيفي، و نعتبر الشعاع  λنعتبر الأن   (4



















0

24

D  حيثµ .سلمي غير معدوم 

21حتى تكون الأشعة  µو  λأ( عين العلاقة بين  AA ،43 AA ،D  .في نفس المستوي 

43 عمودي على الشعاع  Dب( إذا فرضنا بالإضافة إلى ما ورد في السؤال السابق أن الشعاع  AA  استنتج قيم

 .µو  λكل من 

 

  التمرين الخامس:

ضلعي متوازي الأضلاع المشكل من  Bو  Aحيث  BAبرهن أن مساحة متوازي الأضلاع هي  (1

 الشعاعين.

BABAإذا تحققت العلاقة  Bيكون عموديا على الشعاع  Aبرهن أن الشعاع   
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لهما نفس المبدأ. استعمل هذه النتيجة لحساب  Vو  Uأوجد عبارة المساحة لمثلث مرتكز على شعاعين  (2

)0,0,1,()0,1,0,()1,0,0(مساحة مثلث رؤوسه:  CBA. 

 .°50و  °25وحدة و تصنع معهما زاويتين  30محصلة شعاعين طولها  (3

 أوجد طويلة الشعاعين. -

 

 التمرين السادس:

),(( حيث الزوايا R=1على الدائرة المثلثية ) Nو  Mلتكن النقطتان  OMOX  و),( ONOX  أنظر(

 الشكل( باستعمال الجداء السلمي و الجداء الشعاعي، أحسب :

    )cos(   و)sin(    

  

 

 التمرين السابع:

Cbaنعتبر الأشعة   المعطاة في الفضاء  ,,

بين أن  -1     cbabcacba ...  

استنتج علاقة جاكوبي:  -2      Obacacbcba  

على المستوي هو الشعاع  aباستعمال علاقة السؤال الأول بين أن مسقط  -3 nanw   حيثn  هو

 شعاع الوحدة المحمول على الناظم للمستوي

 

 التمرين الثامن:

في جملة محاور متعامدة نعتبر النقاط التالية        3,1,2,1,2,1,5,1,0,1,2,1 DCBA  

 ACعلى حامل ABأحسب مسقط   -1

 تنتمي إلى نفس المستوي، أوجد معادلة هذا المستوي   A, B, C, Dبين أن النقاط  -2

 

 التمرين التاسع:

kjiB  لدينا: 53 ,   kjiC 42        kjiA  23 

 أوجد: -1

 Cو  Aالزاوية المحصورة بين الأشعة  -أ(            

y 

M 

N 
α 
β x 



 Le Calcul Vectorielالحساب الشعاعي

35  H.BEDBOUDI  ENSET Skikda    

 Bعلى الشعاع  Aمسقط الشعاع  -ب(            

CBA    -ج(              )(      ,)()( BABA                 ,AB   ,BA 

 .Bو  Aأوجد شعاع الوحدة العمودي على المستوي المشكل من  -2

 تشكل مثلث قائم. Cو  A ،Bبين أن الأشعة  -3

 

 التمرين العشر:

 كمايلي:                 Oxyzفي المعلم  Cو  A ،Bتعطى إحداثيات النقاط 

A(2,3,1) ،B(1,-1,2) ،C(-1,1,-1) 

 .ABCأحسب مساحة المثلث  -1

OCOBOAأحسب حجم متوازي السطوح المتكون من الأشعة  -2 ,, 

BCACABأحسب اتجاهات المستقيمات المارة ب   ,, 

 

  التمرين الحادي عشر:

 ، يحوي الأشعة التالية: (OXYZ)معلم متعامد و متجانس 

 

                           


 kjiV 7531    و 


 kjiV 2682  

أحسب طويلة الأشعة  -1


12 ,VV  و الجداء السلمي


21 .VV  و الجداء الشعاعي


 21 VV. 

أحسب شعاع الوحدة  -2


1u  يوازي الشعاع


1V  و شعاع الوحدة


2u  يوازي الشعاع


2V  و أوجد شعاع الوحدة

العمودي على 


21,VV. 

),(أحسب الزاوية  -3 21



VV 

أحسب مسقط  -4


1V  على


2V 

أحسب مساحة المثلث المشكل من الشعاعين  -5


21,VV 

أحسب طويلة مسقط  -6


1V عل المستويات(OXY), (OXZ)  و)OYZ(. 
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 التمرين الثاني عشر:

kiVليكن الشعاعين    34  ,kjiU  2 

VUأحسب  -1 . ،U ،V ،),( VU 

 Vو  Uحدد شعاع عمودي على  -2

 Vو  Uعين شعاع الوحدة العمودي على  -3

 على محور الفواصل Vو  Uأوجد طويلة مسقط الأشعة  -4

 

 التمرين الثالث عشر:

WVUأوجد عبارة حجم متوازي سطوح مرتكز على ثلاث أشعة   لها نفس المبدأ)المطلوب برهان( ,,

 استعمل النتيجة لحساب حجم متوازي سطوح مرتكز على الأشعة -

jiU 2   ، kjiV  2  ،  kjiW 2 

 

 التمرين الرابع عشر:

),,,( معلم متعامد و متجانسفي  kjiO  :لتكن الأشعة التالية 

















1

3

0

U ،
















2

1

0

V 

VUأحسب  -1 . ،U ،V ،),( VU 

 Vعلى الشعاع  Uأحسب مسقط الشعاع  -2

 Vو  Uأوجد جيوب تمام الاتجاهية للشعاعين  -3

VUWأحسب مركبات الشعاع  -4  و ،W بطريقتين مختلفتين 

),,.(أحسب الجداء المختلط  -5 WVU 

 

 الخامس عشر:التمرين 

),,,( في معلم متعامد و متجانس kjiO  :لتكن الأشعة التالية 

kjiba 511     kjiba 9115  
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 و طويلتيهما. bو  aأوجد الشعاعين  -1

)(و  aأوجد الزاوية المشكلة  بين  -2 ba . 

 bعلى الشعاع  aما هو مسقط الشعاع  -3

 (.OYZعلى المستوي ) bو مسقط الشعاع  )OXYعلى المستوي )  aأحسب طول مسقط الشعاع  -4

أحسب الجداء المختلط   -5  baba . و اشرح النتيجة 

baو  aأحسب مساحة متوازي الأضلاع المتشكل من الشعاعين  -6  

 

 التمرين السادس عشر:

),,,(معلم متعامد و متجانس  kjiO:نعتبر الأشعة الثلاثة المرتبطة ، 

)u,A(,)v,B(),w,C( حيث ،)1,0,2(A ،)2,1,1(B ،)2,0,3(C  و






















































1

1

1

u,

0

1

1

 ,

1

3

2

 w V 

 0أحسب عزم الأشعة الثلاثة المرتبطة بالنسبة للمبدأ  -1

 0أحسب محصلة الأشعة الثلاثة و محصلة العزم بالنسبة للمبدأ  -2

)2,3,5(و  P)2,1,2(يمر من النقطتين   ∆نعتبر محور  -3 Q  و موجه بالشعاعPQ أحسب عزم ،

 ∆الأشعة الثلاثة بالنسبة للمحور 

 

 التمرين العشرون:

ومعلم متعامد و متجانس  aيعطى مكعب ضلعه  kjiOR


 )الشكل( ,,,

OAVليكن الشعاعان    1OBV 2,   

 2Vعلى حامل  1Vأوجد عبارة الشعاع الناتج عن إسقاط الشعاع  -1

أحسب الزاوية  -2 21 ,VV 

21أوجد شعاع الوحدة الناظمي على المستوى المتشكل من -3 ,VV 

 المار بالنقطتين )Δ(بالنسبة للمحور  1Vأحسب عزم الشعاع  -4

C, D    

 

 

i  

j  k  

O 

a 

D 

A B 

C 
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 : التمرين الواحد وعشرون

 تعطى الأشعة الآتية:

                                                          

jiV

kjiOB

kjOA

2

43

25







 

 .Aهي النقطة  Vعلما أن نقطة تأثير  Bبالنسبة للنقطة  Vأحسب عزم الشعاع  (1

kjiCوموازي للشعاع :   Bالذي يمر بالنقطة  (∆)بالنسبة للمحور  أوجد عزم الشعاع  (2 22  

 .(∆)أوجد معادلة المحور  (3

 

  التمرين الثاني و العشرون:

 كمايلي: R(O, X, Y, Z)في المعلم المتعامد و المتجانس  A, B, C, Dتعطى إحداثيات النقاط 

A(1, -2, 0), B(2, 2, -2), C(-2, 0, 1), D(-3, -3, 2)  

CDVأوجد الأشعة   -1 2  ،ABV 1  

),(عمودي على المستوي  V، حيث Vأوجد الشعاع  -2 21 VV 

 و موازي للشعاع :  O ( الذي يمر بالمبدأΔبالنسبة للمحور ) 1Vأوجد عزم الشعاع  -3

 kjV 3 

),(ينتمي إلى المستوي  3Vبرهن أن  -4 21 VV 

213إذا كان  -5 VYVXV  أوجد ،)X, Y( 

 

 التمرين الثالث و عشرون:

OBAإذا كان  -1   و الشعاعينA وB لا يساوى الشعاع المعدوم، بين أن الشعاعA يوازيB. 

بين أن  -2
2222

. BABABA . 

 برهن علاقة التجب للمثلث المستوي. -3

    حيث:

     




















cos2

cos2

cos2

222

222

222

abBAC

caACB

bcCBA

 

لتكن الأشعة                                 -4
cba

ba
c






.

'     ،
cba

ac
b






.

'  ،
cba

cb
a






.

' 

B  C  

A  

θ β 

α 
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.0بين إذا كان   cba 

...1  -أ( '''  ccbbaa 

..0   -ب( ''  bcac    ،0.. ''  cbab   ،0.. ''  caba 

 

  التمرين الرابع و العشرون:

في القاعدة  Aو  Wيعطى شعاعان  kji kjiAبالعلاقة: ;; 1243        kjiW  2 

 حيث: uو الشعاع  Aأحسب طويلة الشعاع  -1

uAA .  ماذا يمثل الشعاعu؟ 

 ؟Aعلى المستقيم الموجه المعرف بالشعاع Wأعطي شعاع مسقط  -2

 يمكن كتابته على الشكل:Wبين أن الشعاع  -3

XuWuW  )..( 

uWuXبحيث:    ؟X.   * ماذا يمثل )(

 

 التمرين الخامس وعشرون:

، ليكن الشعاع Oxyz في جملة المحاور المتعامدة
















3

2

1

V  3,4,2(ذو اتجاه يمر بالنقطة(A 

  Ox, Oy, Ozثم بالنسبة للمحاور  Oبالنسبة للمبدأ  V( أحسب عزم الشعاع 1

حيث جيوب تمام الاتجاهية هي  Oالمار بالنقطة  )Δ(بالنسبة للمحور  V( أحسب عزم الشعاع 2






 

2

1
,

2

1
,

2

1
 

  B(3,6,0)   ( أحسب عزمه بالنسبة للنقطة3

 )Δ(و الموازي للمحور  Bالمار بالنقطة  )Δ(’بالنسبة للمحور  V( أحسب عزم 4
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 التمرين السادس و العشرون:

ليكن الشعاع  sincos BAV   حيثBA, شعاعان ثابتا  wtθ= (w  بين أن الشعاع )ثابت

 BAw
dt

Vd
V   وOVw

dt

Vd
 2

2

2

 

 

 التمرين السابع و العشرون:

uVVليكن في الفضاء الشعاع  . 

ثابتة بين أن الشعاع  Vإذا كانت طويلة الشعاع  -1
dt

Vd
 Vعمودي على  

بين أن بصفة عامة :  -2
dt

Vd
V

dt

Vd
V ..  
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 تمارينالحلول  

 

 التمرين الأول: 

 ( تمثيل الأشعة1

 

 

 

 

 

 

)2(1)3(14                        ( طويلة كل الأشعة 2 222 t


 

kjitSr


231611532  

906532  tSr


 

2643  tSrkjitSr


 

r( شعاع وحدة يوازي مجموع الأشعة 2


Sو


 

14R           .23 


kjiRSr 

kji
R

R
UURR







14

1

14

2

14

3
.  

3 )tcSbraU


 

kcbajcbaicba

kjickjibkjiakji




)33()3()22(

)32()23()2(523




 

                                      بالمطابقة














)3..(....................533

)2(....................23

)3.(....................322

cba

cba

cba

 

cb 27)3()2(  

x 

z 

y 

U  

j  

S


 

r


 

k  

x  t  
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 2aفنجد  )1(في نعوض

 1bو  3cفنجد  )2(في  bنعوض 

 

 :ثالث التمرين ال

,
230sin4

3230cos
1 










V










0

5
2V


 

1 )jiVVS


2)532(21  

2 )jiVVD


2)532(21  

unitéxxVV    الجداء السلمي للشعاعين يأخذ القيمة  (3 31002532. 21 


 

 رابع:التمرين ال 

4321( حساب مركبات 1  , AAAA 











































42

3
41

5
0

      , 

5

4

22

4321 AAAA 

43على المستقيم الموجه والمعرف  21AA( شعاع الاسقاط 2 AA 

 هو شعاع الاسقاط wلدينا 

2

43

43
4321

43

43

43

43
21 ).(.,

AA

AA
AAAA

AA

AA

AA

AA
AAw 














 



























5

0

 
25

)4(5
2

w 

 ( الشعاعين متعامدين3

.                             40 إيجاد -أ 4321  AAAA 

.,     . طويلة  -ب 2143 AAAA 

y 

x 

1V


 
2V


 

i


 

j


 
30° 
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1
41

1625

749

43

21








AA

AA

 

4321مركبات  -ج AAAAC  





































































0
41

210

0
41

22

41

25

41

16

41

4
41

5

0

5

4

22

C 

kjiC
41

210

41

28

41

41



 

Cطويلة -د


 بطريقتين 

749                          1طريقة 
41

200

41

128
11 C 

7                     2طريقة 
2

sin             7sin.. 4321 


AAAAC 

21حتى تكون  -( أ4 AA ،43 AA ،D في نفس المستوي 

0).().().( 214343214321  AADAAAAAADDAAAA 

05085   

43 -ب AAD   استنتاج ، 

00. 43  AAD 

010إذن  0                                             بما أن    

21الجداء الشعاعي  ( VV


                 k

kji

VV





10

005

023221 



 
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 :خامسالتمرين ال

BhSمساحة متوازي الأضلاع  -أ


 

 نلاحظ من الشكل

 sinsin Ah
A

h
 

sin..BABA            ونعلم  

ShB  . 

                                          ليكن  -ب
































z

y

x

z

y

x

B

B

B

B

A

A

A

A


               

 

 2
1

222

2

1
222

)()()(

)()()(

zzyyxx

zzyyxx

BABABABA

BABABABA





 

 نساوي بين العبارتين وبعد النشر نصل في النهاية على

0 zzyyxx BABABA   0وهذا يعني).(  BABA 

 

 :سادسالتمرين ال

),(في المعلم  ONو OMمن الشكل لدينا مركبات  yx 

         
sin

cos
          ,

sin

cos








ONOM 

ONOMلنحسب الجداء السلمي  . 





in sincos cos

)cos( 11),cos(...

s

xONOMONOMONOM




 

)cos()cos()cos(                           دالة   

 sinsincoscos)cos(  

 

B  

A  

h  
  
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)sin)((لحساب     نستعمل طويلة الجداء الشعاعي للشعاعينOM وON 













cossinsincos)sin(

)sin(11) .sin(. .

cossinsincos

)in sinin (cos

0sincos

0sincos









xONOMONOM

ONOM

kss

kji

ONOM




 

                                      وعليه فإن cossincossin)sin(  

 

 :خامس عشرتمرين الال

1)-                                       )1.....(511 kjiba


 

                                           )2.....(9115 kjiba


 

 kjia


753)2()1(83a


 

 kjib


268)2()1(104b


 

2)-                                         );cos(.a)ba.( baabaa


 

baa

baa
baa 








.

).(
),cos( 

 22,5557,0
142.83

63
),cos( baa


 

3)-                                                 104

20. 


b

ba

b
aproj






 

4)-                                                ji
xoy

aproj


53
)(

 

34                                                طويلته
)(


xoy
aproj

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bproj


26
)(

 

40
)(


yoz
bproj
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 ( الجداء المختلط5

  0.  baba


 

 الأشعة تنتمي إلى نفس المستوي 

 :وازي الأضلاعت( مساحة م6

 baaS



 

 

22 42148232

586232

5

1

11

7

5

3

mmS

kjibaa
























 

 :الواحد و العشرونالتمرين 

 Bبالنسبة للنقطةV( عزم الشعاع 1

VBAM
B

V  

B

VMkjiVBA

kjiBA








224

243
 

 )(بالنسبة لـ  V( عزم 2

UMM
B

VV 
)(

 

3C                               
3

2

3

2

3

1



 kji

C

C
U


 

 

 

 )(( تعيين معادلة المحور 3

),,()(ينتميان إلى المحور  Mو Bحيث  BMالشعاع  Bوتشكل مع  Mلتكن النقطة  zyxM 

kzjyixBM


)4()1()3(  

 0// BMCBMC 

3

4

)(





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




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











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
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
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102

3

0

0

0
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yx
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 :ثاني و العشرونالتمرين ال

( الأشعة 1
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


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 نقطة مادية حركيات : III المحور

 Cinématique d’un Point Matériel 

I :مقدمة 

 تمهيد: -أ

الحركة والسكون مفهومان نسيان فالجبل ساكن بالنسبة للأرض ولكنه متحرك بالنسبة لمراقب بعيد عن 

 متحرك.الأرض والذي يرى الكرة الأرضية وكل ما عليها 

لأي حركة تعيين نظام مرجعي )معلم( والذي تحلل الحركة بالنسبة له، تتم هذه الدراسة  الدارس يجب على

 شعاعي  الشكلينعلى أحد 

   a⃗والتسارع   v⃗السرعة   Oℳ⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗أشعة الموضع  باستخدام شعاعي : -

 بتحديد معادلة الحركة وفق مسار معين. :جبري  -

 تعاريف: -ب

 قوى الإلى المسببات )ك الحركة دون التعرض دراسةعلم الحركة أو حركيات نقطة مادية هي

 مثلا....إلخ(.

يمكن إعتبار أبعاده معدومة نظريا مهملة عمليا مقارنة بالمسافة  النقطة المادية هي كل جسم مادي

 المقطوعة )المسار(.

 خلال زمن.المتحرك مجموعة النقاط )الأوضاع( المتتالية التي يستغلها هو مسار متحرك 

𝑡1 < 𝑡2 < 𝑡3 < 𝑡4 

 * يكون المسار ماديا )الطريق( وهميا )مسار القمر(

 

 

 

 

 مسار متحرك :III-1الشكل    

 

 

 

 

 

P(t1) 

P(t2) 
P(t3) 

P(t4) 

مسار 

)Trajectoire( 
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II– للحركة:المقادير الفيزيائية 

 :(Vecteur Position)شعاع الموضع  -1

,R(0 كارتيزيفي معلم فضائي  tفي اللحظة  ℳيعرف موضع نقطة مادية  i , j , k⃗ ) الشكل( II-2 )

 . Oℳ⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ شعاع الموضعب

 

 

 

  

 

 

 

 

 

 شعاع الموضع :III-2الشكل     

 

Oℳ⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = r (t)

Oℳ⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = xi + yj + zk⃗ 

‖Oℳ⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ‖ = √x2 + y2 + z2…………………(III − 1)

 

 

 ال( معادلة الزمنيةEquations Horaires): 

حركة وتكون في حالة  مستقلة عن الزمن x,y,zإذا كانت الإحداثيات  سكونفي  ℳالمادية  تكون النقطة

(mouvement إذا أصبحت هذه الإحداثيات )زمن ونرمز لها بـــ توابع للx(t), y(t),z(t).  تسمى هذه

 .للحركة المعادلات الزمنيةالدوال 

  المستطلة دارسة الحركة المستوية تتم بالإحداثيات  المستوية:الحركة 𝑅(0, 𝑖 , 𝑗 )  حيث يصبح الموضع

 Equationالمعادلة الكارتيزية للمسار  تسمى  x y(t)الدالة x(t) ,y(t)معرف بإحداثياتين هما 

cartésienne de la trajectoire)). 

 المسار بحذف الزمن ما بين المعادلتين الزمنيين.معادلة نحصل على 

 

 (:Vecteur Vitesseالسرعة )شعاع  -2

i  j  

k⃗  

r (t) 

M 

Z 

Y 

X 
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 السرعة هي المسافة المقطوعة خلال وحدة زمن 

 شعاع ( السرعة المتوسطةVecteur Vitesse moyenne) 

 III-3 الشكللاحظ 

 ℳ`يشغل فيها المتحرك الموضع التي  t'واللحظة  ℳ التي يشغل فيها المتحرك الموضع t بين اللحظة

 المتوسطة معرف بالعبارة التالية فإن شعاع السرعة 

𝑉⃗ 𝑚𝑜𝑦 =
ℳℳ ′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗

𝑡 ′ − 𝑡
, 

  𝑉𝑚𝑜𝑦 =
|ℳℳ′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗|

Δ𝑡
…………………(III − 2) 

 

 

 

 

 

 

 

 متوسطةشعاع السرعة ال :III-3الشكل   

 

 (: Vecteur Vitesse Instantanée* شعاع السرعة اللحظية )

شعاع  (Dérivéeمشتقة )أنه  tيعرف شعاع السرعة اللحظية لنقطة مادية أي شعاع السرعة في اللحظة 

 الموضع بالنسبة للزمن:

V⃗⃗ t = lim
t→t`

Oℳ⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ` − Oℳ⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ 

t − t`
= lim
∆t→0

∆Oℳ⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ 

∆t
=
dOℳ⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ 

dt
 

𝑉⃗ 𝑡 =
𝑑𝑂ℳ⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ 

𝑑𝑡
…………………(III − 3) 

∆t .يكون صغيرا جدا 

 ملاحظة:

 وموجه دائما نحو إتجاه الحركة. ℳيحمله المماس للمسار في النقطة  𝑉⃗ 𝑡* شعاع السرعة 

M(t) 

M(t’) 

v(t)⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ 

O 
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ℳ 

ℳ` 

𝑣  

𝑣 ` 

* في المعلم الكارتيري نستنتج العبارة الشعاعية للسرعة من العبارة الشعاعية للموضع وذلك بعملية 

 إشنقاق

Oℳ⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = r = xi + yj + zk⃗    ⟹ V⃗⃗ = ẋi + ẏj + żk⃗  

 * شدة شعاع السرعة اللحظية

𝑉 = √𝑥̇2 + 𝑦̇2 + 𝑧̇2…………………(III − 4) 

 

 :(Vecteur Accélération)شعاع التسارع  -3

 نعتبر التسارع مقدار تغيير السرعة خلال وحدة زمن.

 :(Vecteur accélération moyenne* شعاع التسارع المتوسط )

⃗⃗⃗⃗`Oℳو   Oℳ⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗المناسبتين لشعاعي الموضع `tو tإذا إعتبرنا لحظتين مختلفتين  ⃗⃗ ⃗⃗ وشعاعي السرعة اللحظية  ⃗ 

V⃗⃗   وV⃗⃗ ` الشكل( III-4فإن ) :شعاع التسارع المتوسط معرف بالعبارة 

a⃗ moy =
V⃗⃗ ` − V⃗⃗ 

t` − t
=
∆V⃗⃗ 

∆t
                

  amoy =
|∆V⃗⃗ |

∆t
…………………(III − 5) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 تسارع المتوسطلشعاع ا :III-4الشكل     
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 (:Vecteur accélération instantané) * شعاع التسارع اللحظي

 .اللحظية بالنسبة للزمن مشتقة شعاع السرعة اللحظي لحركة ما يعرف أنهشعاع التسارع 

a⃗ = lim
t`→t

V⃗⃗ ` − V⃗⃗ 

t` − t
= lim
∆t→0

∆V⃗⃗ 

∆t
=
dV⃗⃗ 

dt
=
d2Oℳ⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ 

dt2
 

a⃗ =
dV⃗⃗ 

dt
=
d2Oℳ⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ 

dt2
…………………(III − 6) 

 

     في الإحداثيات الديكارتية

 a⃗ =
d2X

dt2
i +
d2Y

dt2
j +
d2Z

dt2
k⃗  

 يكون شعاع التسارع موجها دائما نحو تقعر المسار ♦

a = √ẍ2 + ÿ2 + z̈2…………………(III − 7) 

 

 

 

 

 

 شعاع التسارع اللحظي :III-5الشكل     

 

. a⃗إذا كان  متسارعةتكون الحركة  ملاحظة: v⃗ > . a⃗إذا كان  متباطئةو 0 v⃗ < الحركة فيدل اتجاه ، أما 0

  v⃗ عليه إتجاه شعاع السرعة

} Oℳ⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗إذا كان شعاع الموضع هو  مثال:
x = 2t2

y = 4t − 5

z = t3
  . 

 استنتج شعاع السرعة والتسارع اللحظتين ثم أحسب شدة كل منهما. ♦

 الإشتقاق فنحصل على: تقوم بعملتيالجواب:

v⃗ = 4ti + 4j + 3t2k⃗        ⟶    a⃗ = 4i + 6tk⃗  

v = √16t2 + 16 + 9t4        ⟶     a = √16 + 36t2 

 

 

a⃗ (t) 

 

 المسار        
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X 
x x0 o 

II- :أنواع الحركة 

 إذا إعتبرنا المسار كمعيار لتصنيف الحركة فإنه لدينا نوعين من الحركة:

 حركة مستقيمة وأخرى منحنية )دائرية جيبية(

 :(Mouvement rectiligne) الحركة المستقيمة (1

 نقول عن حركة مستقيمة إذا كانت تتغير وفق خط مستقيم.

 :(Mouvement Rectiligne Uniformeالحركة المستقيمة المنتظمة ) -أ

مستقيما وشعاع سرعتها ثابتا وبالتالي تكون نقطة مادية في حالة حركة مستقيمة منتظمة إذا كان مسارها 

 فإن شعاع تسارعها معدوم.

t  كمعلم، ونحدد الشروط الإبتدائية  Oxنختار المحور : * المعادلة الزمنية = t0 ,    x = x0 

 الدين

v = ẋ =
dx

dt
⟹ dx = vdt = ∫ dx

x

x0

= ∫vdt

t

t0

 

x|x0
x = vt|t0

t   ⇒ x − x0 = v(t − t0) 

x = v(t − t0) + x0…………………(III − 8) 

t       من أجل = 0s 

 

x = vt + x0 

 

 

 

 (:Diagramme du Mouvement) مخططات الحركة  -

 (.II-6)الشكل  التسارع بدلالة الزمن و السرعة، والإنتقال مخططات الحركة هي التمثيل البياني لكل من

 

 

 

 

 

 المنتظمة لمستقيمةا مخططات الحركة :III-6الشكل   
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 :(Mouvement Rectiligne Uniformément Variéبانتظام )الحركة المستقيمة المتغيرة  -ب

 تكون حركة نقطة مادية مستقيمة متغيرة بإنتظام إذا كان المسار مستقيما والتسارع ثابتا.

 وإنطلاقا من التعاريف السابقة 0t=tو  0v=v بإعتبار الشروط الإبتدائية  :* السرعة الجبرية

a =
dv

dt
⇒ dv = adt ⇒ ∫ dv

v

v0

= ∫ adt
t

t0

⇒ v|v0
v = at|t0

t  

v − v0 = a(t − t0)    ⇒ v = a(t − t0) + v 0   

v = at + v0…………………(III − 9) 

 

 .بقوإنطلاقا مماس  0x=x   ،0t=t إذا أخذنا في :المعادلة الزمنية للحركة * 

v =
dx

dt
= a(t − t0) + v 0 ⇒ dx = (a(t − t0) + v0)dt ⇒ ∫dx

x

x0

= ∫(a(t − t0) + v0)dt

t

t0

 

x − x0 = ∫ a(t − t0)dt

t

t0

+ ∫v0dt

t

t0

=
1

2
a(t − t0)

2 + v(t − t0) 

=
1

2
a(t − t0)(t − t0) + v(t − t0) 

=
a(t − t0)

2

2
+ v(t − t0) + x0 

 =s0tو  0x=xلما

x =
1

2
at2 + vt+ x0…………………(III − 10) 

 

 : * العلاقة المستقلة عن الزمن

a =
dv

dt
…… . .①  

v =
dx

dt
 ⇒ dt =

1

v
dx 

 نجد: ①بالتعويض في
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a =
dv

dx
v

=
dv

dx
. v  ⇒ adx = v. dv 

∫adx

x

x0

= ∫vdv

v

v0

  ⇒ a(x − x0) =
1

2
(v2 − v0

2) 

2a(x − x0) = v
2 − v0

2…………………(III − 11) 

 مخططات الحركة -

 التسارع  الانتقال، السرعة و الحركة لكل مننلاحظ في الشكل الموالي مخططات 

 

 

 

 

 

 

 مخططات الحركة :III-7الشكل    

 

 Mouvement rectiligne à accélération)  (الحركة المستقيمة متغيرة التسارع -ج

variable: 

𝑎تكون حركة نقطة مادية مستقيمة ومتغيرة التسارع إذا كان المسار مستقيما والتسارع تابع للزمن،  =

𝑓(𝑡) 

 مثال:

a      ينتقل جسم نقطي وفق مستقيم بتسارع  = 4 − t2 

 الابتدائية: الشروط بأخذ أوجد عبارتي السرعة والإنتقال بدلالة الزمن و ♦

t = 3s    ,   v = 2ms−1,       x = 9 
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 الجواب: 

 vحساب  -1

v = ∫adt + v0

t

0

⇒ v = v0 +∫(4 − t
2)dt

t

0

v = v0 + 4t −
1

3
t3        ⇒          v = 4t −

1

3
t3 + v0

 

 نكامل من جديد للحصول على العبارة: الحرفية للإنتقال

x = ∫ vdt
t

0

+ x0  ⇒ x = ∫ (4t −
1

3
t3 + v0)

t

0

+ x0

x = 2t2 −
1

12
t4 + v0t + x0

x = −
1

12
t4 + 2t2 + v0t + x0

 

 للجسم v0والسرعة  x0يبقى لنا الآن تحديد كل من الفاصلة الإبتدائية

 حسب المعطيات لدينا 

t = 3s    ,   v = 2m/s,       n = 9m 

 

 في العبارة الأولى فنجد نعوض

2 = 4(3) −
1

3
(3)3 + v0 ⇒ 2 = 12 − 9 − v0

v0 = −1ms
−1

 

9 = −
1

12
(3)4 + 2(3)2 + (−1)(3) + x0

9 = −
1

12
(81) + 2 × 9 − 3 + x0    ⇒   9 +

27

4
− 18 + 3 = x0

−6 +
27

4
= x0    ⇒  

−24 + 27

4
= x0    ⇒ x0 =

3

4
m

 

 والإنتقال:في الأخير نكتب عبارتي السرعة 

x = 2t3 −
1

12
t4 − t +

3

4

v = 4t −
1

3
t3 − 1
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 :(Mouvement curviligne)الحركة المنحنية  -2

 

 

 

  

 

 

 

 

 

 

 الحركة المنحنية :III-8الشكل    

 

  rموضعه يتعين بالشعاع  ℳ0ة في النقط tليكن الجسم في اللحظة 

Oℳ⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ 0 = r  

 .     ℳيكون الجسم في الموضع  t'ي اللحظة ف ♦

Oℳ⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = r`⃗⃗  

Oℳ⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = r`⃗⃗ = x`. i + y`. j + z`. k⃗  

ℳ0ℳ⃗⃗⃗⃗⃗⃗يعين بالشعاع  ℳإلى  ℳ0الإنتقال من  ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ℳ0ℳ⃗⃗⃗⃗⃗⃗حيث    ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  = ∆r  

لدينا:  OABفي المثلث 

r`⃗⃗ = r + ∆r 

∆r = r`⃗⃗ − r 

∆r = (x` − x)i + (y` − y)j + (z` − z)k⃗ 
 

tخلال تغيير الزمن من  → t0  تنتقل النقطة منℳ0  إلىℳ (طع المسافة تق∆S) 

∆S هو طول القوس :ℳ0ℳ̂  الفاصلة المنحنيةوهي 

∆Oℳ⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = ℳ0ℳ̂ = r`⃗⃗ − r …………………(III − 12) 

 

 

 

O 

Z 

Y 

X 

𝑟  

𝑟 ′ 

Δ𝑟⃗⃗⃗⃗  

∆S 

ℳ0(t) 

ℳ (t’) 

A 

B 
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 نعرف السرعة المتوسطة:

v⃗ moy =
∆r 

∆t
=
∆x

∆t
i +
∆y

∆t
j +
∆z

∆t
k⃗ …………………(III − 13) 

 والسرعة اللحظية:

v⃗ ins = lim
∆t→0

v⃗ moy = lim
∆t→0

∆r 

∆t
 

𝑡∆لما  →  ℳ0قريبة جدا من  ℳالنقطة  0

 شعاع مماسي للمسار.السرعة اللحظية هي 

 

v⃗ ins =
dr 

dt

v⃗ ins =
dx

dt
i +
dy

dt
j +  

dz

dt
k⃗ 

‖v⃗ ins‖ = √(
dx

dt
)
2

+ (
dy

dt
)
2

+  (
dz

dt
)
2

…………………(III − 14) 

 

 * السرعة بدلالة الفاصلة المنحنية:

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 السرعة بدلالة الفاصلة المنحنية :III-8الشكل  

 

O 

Z 

Y 

X 

Δ𝑟⃗⃗⃗⃗  

∆S 
A 

B 

O’ S 
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" *O مبدأ المعلم و"" هوO`هو مبدأ المسار الحركة " 

Sالقوس  = O`Â 

t  :Sفي اللحظة  = O`Â 

`t  :Sفي اللحظة ` = O`B̂ 

 AB̂ يعطى بطول القوس B إلى Aالإنتقال من 

v⃗ = lim
∆t→0

∆r 

∆t
= lim
∆t→0

∆r 

∆s
.
∆s

∆t

= lim
∆t→0

(
∆r 

∆s
) . lim

∆t→0
(
∆s

∆t
)

lim
∆t→0

(
∆s

∆t
) =

ds

dt

lim
∆t→0

(
∆r 

∆s
) =

dr 

ds
=
dr

ds
. u⃗ T

 

 هو شعاع وحده مماسي للمسار u⃗ Tحيث 

lim
∆t→0

(
∆r 

∆s
) = u⃗ T 

s∆عندما → ABفإن المستقيم  0 = ∆s = ∆r 

v⃗ =
ds

dt
. u⃗ T…………………(III − 14) 

v⃗ = v. u⃗ T 

 للمسار تكون مماسية  v⃗ أي أن السرعة u⃗ T تكون وفق vومن هنا نستنتج أن 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



Cinématique d’un Point Matériel                                                                حركيات نقطة مادية 

64 H.BEDBOUDI ENSET Skikda 

 * التسارع:

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 تسارعال :III-9الشكل    

= γ⃗التسارع:  v⃗ (t) 

v⃗ يتغير مقدارا وإتجاها : 

 : لأن الجسم يتباطئ ويتسارعمقدارا

 التسارع مماسي للمسار وينحني بإستمرار ومنه تغير السرعة   v⃗: لأن إتجاها

    * التسارع المتوسط:

γ⃗ 𝑚𝑜 =
∆v⃗ 

∆t
=
∆Vx
∆t
i +

∆Vy

∆t
j +
∆Vz
∆t
k⃗ …………………(III − 15) 

 التسارع اللحظي: *

γ⃗ ins = lim
∆t→0

∆v⃗ 

∆t
=
dv⃗ 

dt

γ⃗ ins =
dVx
dt
i +

dVy

dt
j +
dVz
dt
k⃗ 

‖γ‖⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗ = √(
dVx
dt
)
2

+ (
dVy

dt
)

2

+ (
dVz
dt
)
2

…………………(III − 16) 

 

 

 

 

III- :المقادير الحركية في مختلف الإحداثيات 

X 

O 

Z 

Y 

γ⃗  

𝑢t⃗⃗  ⃗ 

 

A 

O’ 

v⃗  
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 : (Les coordonnées Cartésiennes )الإحداثيات الكارتيزية: -1

, 𝑖)المزود بالأساس  R(o,x,y,z)ليكن المعلم  𝑗 , 𝑘⃗ ) المتعامد والمتجانس 

 :شعاع الموضع 

Oℳ⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = xi + yj + zk⃗  

 ℳإحداثيات النقطة  x,y,zحيث 

x الفاصلة :(Abscisse)  

yالترتيب : ( Ordonnée) 

z الإرتفاع :( Altitude) 

Oℳ⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = r = xi + yj + zk⃗ …………………(III − 17) 

  

 

 

 

 

 

 

 

 الاحداثيات الكارتيزية :III-10 الشكل  

 

 :شعاع السرعة 

v⃗ =
dOℳ⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ 

dt

v⃗ =
dx

dt
i +

dy

dt
j +
dz

dt
k⃗ 

v⃗ = ẋi + ẏj + żk⃗ 

…………………(III − 18) 

 

 

 

 :شعاع التسارع 

 

X 

Y 

Z 

x 

y 

z 

m 

M 
r  

i  

k⃗  

j  O 
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γ⃗ =
dv⃗ 

dt

γ⃗ =
d2x

dt2
i +
d2y

dt2
j +
d2z

dt2
k⃗ 

γ⃗ = ẍi + ÿj + z̈k⃗ 

…………………(III − 19) 

 

 :(Les Cordonnées de Frenet)الإحداثيات الذاتية:  -2

طويلة كل منهما  u⃗ Nو  u⃗ T مستقيم يمكننا إستعمال شعاعينعندما تكون الحركة غير خطية أي مسار غير 

 تساوي الواحد يكون:

u⃗ T.شعاع مماسي للمسار إتجاهه نفس إتجاه الحركة : 

u⃗ N: .شعاع وحده ناظمي عمودي على المسار ويتجه نحو تقعر المسار 

 .)تعرضنا إليها سابقا( طولا معينا على المسار في فترة معينة من الزمن: تمثل   s(t)الفاصلة المنحنية -

 

 

 

 

 

 

  

 الاحداثيات الذاتية :III-21 الشكل  

 

 القد وجدنا أن السرعة طويلته شعاع السرعة: -

v(t) =
ds

dt
 

 وبما أن شعاع السرعة يكون دائما مماسيا على مسار الحركة فإن: 

 

v⃗ =
ds

dt
. u⃗ T…………………(III − 20) 

 

 شعاع التسارع: -

Y 

X 

i  

j  

ut′⃗⃗ ⃗⃗   

dθ 

ut⃗⃗  ⃗ 

uN⃗⃗ ⃗⃗   
M(t) 

M′⃗⃗⃗⃗  

uN′⃗⃗⃗⃗⃗⃗  



Cinématique d’un Point Matériel                                                                حركيات نقطة مادية 

67 H.BEDBOUDI ENSET Skikda 

 

 لدينا:

γ⃗ =
dv⃗ 

dt
=
d

dt
[v. u⃗ T]

γ⃗ =
dv

dt
u⃗ T + v

du⃗ T
dt

 

نستطيع كتابة 
du⃗⃗ T

dt
]هي    

dU⃗⃗ T

dθ

dθ

dt
    ة سرعة زاوي حيث  [

dθ

dt
= w =

v

R
 

du⃗ T
dt

=
du⃗ T
ds

ds

dt
= v

du⃗ T
ds

 

ن  ع لنبحث 
du⃗⃗ T

ds
 III-21 الشكل حسب ،  

ds يث: من مساره ح ℳ`إلى  ℳن الحركة ينتقل المتحرك من م dt ةترفخلال ال = ℳℳ̂`  يكون

 (.ℳ`قريبة من  ℳمقدارا صغيرا )أي أن 

 تسمى مركز إتحاد المسار والمسافة O النقطة نلاحظ أن العمودين على المسار يلتقيان في

 R = Oℳ = Oℳ` في النقطة  المسار تسمى نصف قطر إنحناءℳ. 

 والذي يمثل الإنتقال الجزئي للمسار يكتب كمايلي: dsالطول 

ds = ℳℳ̂` = R. d 

فنجد: بقيمتها  dsنعوض 
du⃗⃗ T

ds
=

du⃗⃗ T

R.dθ
 

     حيث 

du⃗ t
dθ

= u⃗ N 

  لدينا 

γ⃗ =
dv

dt
u⃗ T +

v. v

R
u⃗ N

γ⃗ = v̇u⃗ T +
v2

R
u⃗ N…………………(III − 21)

 

γ⃗ = γTu⃗ T + γNu⃗ N 

 

γTحيث:  =
𝑑𝑣

dt
 التسارع المماسي         
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    γN =
𝑣2

R
 التسارع الناظمي      

 

 

 

 

 

 

 السرعة و التسارع في معلم فريني :III-31 الشكل  

 

 يمكن البرهان أن:   :ملاحظة

𝛾 𝑡 =
𝛾 . 𝑣 

𝑣
،       𝛾𝑁 =

|𝛾 ∧ 𝑣 |

𝑣
 

 بإستعمال الجداء السلمي والجداء الشعاعي )للبرهان(.

 (Les Coordonnées Polaires)الإحداثيات القطبية:  -3

، هنا كذلك يمكن تعيين الموضع اللحظي أو تعيين الحركة لهذا الجسم يينتمي المسار إلى مستو نحي

,r)بإستعمال الإحداثيات القطبية  θ) :حيث 

r نصف القطر القطبي :rayon polaire (r(t)  يمثل طويلة شعاع الموضع|𝑂ℳ⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ | 

θ الزاوية القطبية :Angle Polaire (θ (t)  الزاوية المحصورة بين المحور القطبيOx  وشعاع

 الموضع.

 

 

 

 

 

 

 

 الاحداثيات القطبية :III-41 الشكل   

 * في المعلم الديكارتي:

T 

N 

γ⃗ T 

γ⃗ N  

u⃗ T 

u⃗ N 

M 

(S) 

v⃗  

 

γ⃗  

 

X 

Y 

x 

y 

𝑖  

𝑗  𝑢⃗ 𝜌  

𝑢⃗ 𝜃  𝜃(𝑡) 
𝜃(𝑡) 

M(t) 

O 
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Oℳ⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = xi + yj = ρ cosθ. i + ρ sin θ. j = ρ (cos θ. i + sin θ. j ) 

cos)  حيث θ. i + sin θ. j ) u⃗ ρ = 

 المعلم القطبي  في :شعاع الموضع  *

Oℳ⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = ρu⃗ ρ…………………(III − 22) 

u⃗ ρ: شعاع وحدة محمول على شعاع الموضع 

u⃗ ρ = 
Oℳ⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ 

|Oℳ⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ |
=
Oℳ⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ 

ρ
 

 u⃗ ρ * لنحسب المشتق الأول لــ

 III-41 من الشكل

 du⃗ ρ

dθ
=
d

dθ
(cosθ. i + ρ sin θ. j ) 

 du⃗ ρ

dθ
= −sin θ. i + cos θ. j  

u⃗ θ = −sin θ. i + cos θ. j  

u⃗ ρ و u⃗ θ   القاعدة القطبيةعاعان متعامدان ويمثلان ش. 

 السرعة:* شعاع 

v⃗ =
dOℳ⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ 

dt
=
d

dt
[ρu⃗ ρ] =

dρ

dt
u⃗ ρ + ρ

du⃗ ρ

dt
 

du⃗ ρ

dt
=
du⃗ ρ

dθ
.
dθ

dt
= θ̇. u⃗ θ ⇒

d u⃗⃗⃗  ρ

dt
= θ̇ u⃗ θ

v⃗ = ρ̇u⃗ ρ + ρ. θ̇u⃗ θ…………………(III − 23)

 

 * شعاع التسارع:

γ⃗ =
dv⃗ 

dt
=
d

dt
[ρ̇u⃗ ρ + ρ. θ̇u⃗ θ]

                                                 =
dρ̇

dt
u⃗ ρ + ρ̇

du⃗ ρ

dt
+
dρ

dt
. θ̇u⃗ θ + ρ

dθ̇

dt
. u⃗ θ + ρθ̇

du⃗ θ
dt

γ⃗ = ρ̈u⃗ ρ + ρ̇(θ̇u⃗ θ) + ρ̇θ̇u⃗ θ + ρθ̈u⃗ θ + ρθ̇
du⃗ θ
dt
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du⃗ θ
dt

=
du⃗ θ
dθ

.
dθ

dt
=
d

dθ
[− sin θ i + cos θ j ]θ̇ = [− cos θ i − sin θ j ]θ̇

du⃗ θ
dt

= −[cos θ i + sin θ j ]θ̇ = −θ̇u⃗ ρ

du⃗ θ
dt

= −θ̇u⃗ ρ

 

γ⃗ = ρ̈u⃗ ρ + ρ̇θ̇u⃗ θ + ρ̇θ̇u⃗ θ + ρθ̈u⃗ θ + ρθ̇(−θ̇u⃗ ρ)

γ⃗ = (ρ̈−ρθ2̇)u⃗ ρ + (2ρ̇θ̇ + ρθ̈)u⃗ θ…………………(III − 24)
 

 السرعة الزاوية: ♦

θ̇ =
dθ

dt
 

 التسارع الزاوي و ♦

θ̈ =
d2θ

dt2
 

 التسارع الزاوي معدوم. θ̈ في حالة ما إذا كانت السرعة الزاوية ثابتة فإن ملاحظة:

 

 :(Coordonnées Cylindriques )الإحداثيات الإسطوانية: -4

( تلعبان دورا مميزا في تحديد موضع المتحرك )ذات قاعدة دائرية ozو ) ρكان المسار فضائيا حيث إذا 

( ,,zأو غير دائرية أو على سطح قطع مخروطي( من المستحسن إستعمال الإحداثيات الأسطوانية )

 حيث 

(,يمثلان الإحداثيات القطبية :)  

 :الزاوية القطبية (Angle Polaire ،) نصف قطر القطبي (Rayon Polaire) 

z( هو الإحداثية الديكارتية على المحور :Oz) (العلو Altitude)     
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 الاسطوانية الإحداثياتقاعدة  :III-61 الشكل   الإحداثيات الأسطوانية :III-51 الشكل        

 معادلات الحركة في الإحداثيات الأسطوانية

𝜌 = 𝜌(𝑡)

𝜃 = 𝜃(𝑡) = (𝑂𝑋, 𝑂𝑚)
𝑧 = 𝑧(𝑡)

 

 :* شعاع الموضع

Oℳ⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = om⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + mℳ⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗

Oℳ⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = ρu⃗ ρ + zk⃗ …………………(III − 25)
 

 

  * شعاع السرعة:

v⃗ =
dOℳ⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ 

dt
= ρ̇u⃗ ρ + ρθ̇u⃗ θ + żk⃗ …………………(III − 26) 

(k⃗ , u⃗ θ, u⃗ ρ) القاعدة الأسطوانيةهي 

 ملاحظة:

u⃗ ρ ∧ u⃗ θ = k⃗ 

k⃗ ∧ u⃗ ρ = u⃗ θ

u⃗ θ ∧ k⃗ = u⃗ ρ

 

 * شعاع التسارع:

γ⃗ = (ρ̈ − ρθ̇2)u⃗ ρ + (2ρθ̇ + ρθ̈)u⃗ θ + z̈k⃗ …………………(III − 27) 

X 

Z 

M 

Y 

x 

y 

z 

O 

 

u⃗ ρ 
m 

i  

r  k⃗  

j  

 

Z 

X 

Y 

m 

M 

 z u⃗ θ 

 

z خط الإحداثية 

 

u⃗ ρ 

O 

 خط الإحداثية    

 

 خط الاحداثية 

 خط الإحداثية 

 خط الإحداثية 

k⃗  
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 : (Coordonnées Sphériques)الإحداثيات الكروية -5

,r)الإحداثيات الكروية θ, φ)  

[∞, 0] 𝑟
[2π, 0] θ
[π, 0] φ

 

 

 

  

 

 

 

 

 

  

 قاعدة الإحداثيات الكروية :III-71 الشكل  

 

 

r = ‖Oℳ⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ‖

θ = (OX,Om)
φ = (OZ, Oℳ)

 

 (Oxyالمستوي ) ىعل ℳهومسقط  m حيث

⧵⧵ Oℳ⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗شعاع الوحدة  u⃗ r 

u⃗ θ( أي الدائرة الموازية للمستوي( مماسي لخط العرض :Oxy في النقطة )ℳ) 

u⃗ φ مماسي لخط الطول المار بالنقطة :ℳ  وفي إتجاه تزايد الزاوية𝜑 

 

 

 

 

 

Z 

X 

r 
𝜑 خط الإحداثية 

𝜑 

  

 

Y 

θ 

M 

u⃗ 𝑟 

φ 

u⃗ θ 

u⃗ φ 

m 

𝑟 خط الإحداثية 

𝜑 

  

 

𝜃 خط الإحداثية 

𝜑 

  

 

O 
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 :* شعاع الموضع

 

 

 

 

 

 

 

 

 الإحداثيات الكروية :III-81 الشكل  

 

Oℳ⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = xi + yj + zk⃗  

{

x = ρ cos θ
y = ρ sin θ

z = ‖Oℳ⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ‖ cosφ

 

ρ = f(r)

ρ = ‖Oℳ⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ‖ sinφ = r sinφ
 

Oℳ⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = r sinφ cos θ i + r sinφ sin θ j + r cosφ k⃗ 

Oℳ⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = r(sinφ cosθ i + sinφ sin θ j + cosφ k⃗ ⏟                      )

u⃗ r نعلم   أن

Oℳ⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = ru⃗ r…………………(III − 28)

 

u⃗ r = sinφ cos θ i + sinφ sin ϑ j + cosφ k⃗ 

u⃗ θ = −sin θ i + cos θ j 

u⃗ φ = u⃗ θ ∧ u⃗ r

 

 

u⃗ φ = [−sin θ i + cosθ j ] ∧ [sinφ cos θ i + sinφ sin θ j + cosφ k⃗ ]

U⃗⃗ φ = sin θ
2 sinφ k⃗ + sin θ cosφ j − sinφ cos θ2 k⃗ + cos θcosφi 

U⃗⃗ φ = cosφ cos θ i + cosφ sin θ j − sinφ k⃗ 

 

X 

Y 

Z 

x 

z 

m 

M 
r 

i  

k⃗  

j  
O 

θ 

φ 

ρ 
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u⃗ r = sinφ cos θ i + sinφ sin ϑ j + cosφ k⃗ 

u⃗ θ = −sin θ i + cos θ j 

u⃗ φ = cosφ cos θ i + cosφ sin θ j + cosφ k⃗ 
 

  u⃗ rشعاع وحدة قطري 

  u⃗ θشعاع وحدة عرضي 

  u⃗ φشعاع وحدة طولي 

 :ع السرعةشعا* 

v⃗ =
dOℳ⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ 

dt
=
d

dt
[r. u⃗ r] =

dr

dt
u⃗ r + r

du⃗ r
dt

du⃗ r
dt

=
d

dt
[cosφ cos θ i + cosφ sin θ j + cosφ k⃗ ]

                        

 

du⃗ r
dt
  = φ̇ cosφ cosθ i − θ̇ sinφ sin θ i + φ̇ cosφ sin θ j 

+ θ̇ sinφ cos θj − φ̇ sinφ k⃗  

 

du⃗ r
dt

= φ̇u⃗ φ + θ̇ sinφ u⃗ θ 

v⃗ = ṙu⃗ r + rφ̇u⃗ φ + rθ̇sinφu⃗ θ…………………(III − 29) 

 :تسارعع الشعا* 

γ⃗ = r̈u⃗ r + ṙ
du⃗ r
dt
+ ṙφ̇u⃗ φ + rφ̈u⃗ φ + rφ̇

du⃗ φ

dt
+ ṙθ̇sinφu⃗ θ + rθ̈sinφu⃗ θ

+ rθ̇φ̇cosφu⃗ θ + ṙθ̇sinφ
du⃗ θ
dt

 

du⃗ φ

dt
= −φ̇ sinφ cos θ i − θ̇ cosφ sin θ i − φ̇ sinφ sin θ j + θ̇ cosφ cos θj − φ̇ cosφ k⃗ 

du⃗ φ

dt
= −φ̇u⃗ r + θ̇ cosφ u⃗ θ

 

u⃗ θ = u⃗ r ∧ uU⃗⃗⃗⃗  ⃗φ ⇒  
du⃗ θ
dt

=
du⃗ r
dt
∧ u⃗ φ + u⃗ r ∧

du⃗ φ

dt
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du⃗ θ
dt

= (φ̇u⃗ φ + θ̇ sinφ u⃗ θ) ∧ u⃗ φ + u⃗ r ∧ (−φ̇u⃗ r + θ̇ cosφ u⃗ θ)

= −θ̇ sinφ u⃗ r − θ̇ cosφ u⃗ φ

 

du⃗ θ
dt

= −θ̇(sinφ u⃗ r + cosφ u⃗ φ) 

 منه نجد التسارع

γ⃗ = (r̈ − rφ̇2 − rθ̇2 sinφ2)u⃗ r + (2ṙφ̇ + rφ̈ − rθ̇
2 sinφ cosφ)U⃗⃗ φ

+ (2ṙθ̇ sinφ + 2rφ̇θ̇ cosφ + rθ̈ sinφ)U⃗⃗ θ………………(III − 30) 

 

 

  خاصة:حالات 

 : الحركة الدائرية ♦

 

 

 

 

 

 

 

 

 الحركة الدائرية :III-91 الشكل   

 

 "O" ومركزه "Rيتحرك على خط دائري نصف قطره " ℳنفرض أن جسما 

Oℳ⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = ρu⃗ ρ                          (ρ = R)

Oℳ⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = Ru⃗ ρ
= xi + yj 

 

{
x = R cos θ
y = R sin θ

…………………(III − 31) 

 

X 

Y 

θ 

O i  

u⃗ ρ u⃗ θ j  

v⃗  
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 :شعاع السرعة 

v⃗ =
dOℳ⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ 

dt
=
d

dt
(Ru⃗ ρ)

v⃗ = Rθ̇u⃗ θ…………………(III − 32)

 

 يثح

ω = θ̇ =
dθ

dt
  

 rad/sالزاوية للحركة ووحدتها  السرعة

 

 ملاحظة:

= ω⃗⃗( ozعمودي على مسار الحركة أي في إتجاه المحور )  ω⃗⃗نستطيع إختيار شعاع السرعة الزاوية 

ωk⃗  

v⃗ = ω⃗⃗ ∧ Oℳ⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗  

 :شعاع التسارع 

γ⃗ =
dv⃗ 

dt
=
d

dt
[Rθ̇u⃗ θ] = Rθ̈u⃗ θ + Rθ̇

d

dt
u⃗ θ

γ⃗ = Rθ̈u⃗ θ − Rθ̇
2u⃗ ρ…………………(III − 33)

 

 

u⃗ N الذاتية         وفق الإحداثيات  = u⃗ θ                             u⃗ N = −u⃗ ρ 

γ⃗ = Rθ2̇u⃗ N − Rθ̈u⃗ ρ 

𝛾𝑁 = Rθ̇
2
= R(

𝑉2

𝑅2
) =

𝑉2

𝑅
 التسارع الناظمي في الحركة الدائرية                    

𝛾𝑡 = Rθ̈ = R
d

dt
 (
v

R
) =

dv

dt
 التسارع المماسي في الحركة الدائرية                   

θ̈ =
d2θ

dt
 التسارع الزاوي       

 ملاحظة:

ωعندما تكون السرعة الزاوية  = θ̇ = cte   تسمى الحركة حركة دائرية منتظمة وفي هذه الحالة

 التسارع الزاوي يكون معدوم.

 

 الحركة الجيبية: -
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نقول عن جسم أنه في حالة حركة جيبية إذا تغيرت وضعيته دوريا حول وضعية معينة تسمى  تعريف: -أ(

 وضعية التوازن.

 دراسة الحركة:-ب(

 (oxنأخذ حالة حركة جيبية لجسم على المستقيم )

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 الحركة الجيبية :III-20 الشكل   

 

xمعادلة الحركة تعطى بـــ:  = a sin(ωt + α) 

x1وضعية الجسم تتغير بين = x2و  1 =  وهذا مرورا بوضع التوازن   1−

xm = a )المطال الأعظمي )السعة الأعظمية 

(𝜔𝑡 + 𝛼) )طور الحركة )الصفحة 

ω =
2π

T
 نبض الحركة  

T =
1

f
 دور الحركة 

𝑓)تواتر الحركة )عدد الإهتزازات : 

vالسرعة:  =
dx

dt
= aωcos(ωt + α) 

التسارع: 

𝛾 =
𝑑𝑣

𝑑𝑡
= −𝑎𝜔2 sin(𝜔𝑡 + 𝛼)

𝛾 = −𝜔2 𝑎 sin(𝜔𝑡 + 𝛼)⏟        

              𝑥
𝛾 = −𝜔2𝑥

 

x1 = a 

x2 = −a 

π

2
 

π 

3π

2
 

2π 

X 
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بالتعويض نجد: 
d2x

dt2
+ωx = 0 

معادلة تفاضلية من الدرجة الثانية وبدون طرف حلها مع الشروط الإبتدائية تعطينا معادلة الحركة الجيبية 

 السابقة.

 الحركة الجيبية على قطعة دائرية:* 

معادلة النواس البسيط في حالة حركة إهتزازية توافقية )جيبية( على قطعة دائرية مثلا النواس تعطى 

 الحركة على الشكل:

θ = θm sin(ωt + φ)
S = Sm sin(ωt + φ)

…………………(III − 34) 

 : يثح

𝜃 الزاويةالسرعة : سعة 

𝑆سعة القوس الدائري اللحظي : 

𝜃𝑚السعة العظمى للزاوية : 

v =
dS

dt
= ωSm sin(ωt + φ)

𝛾T =
dv

dt
= −ω2Sm sin(ωt + φ)

𝛾N =
V2

R
=
ω2Sm
R

cos2(ωt + φ)

…………………(III − 35) 

 نصف قطر الدائرة Rمع

 

 

 

 

 

 

 الحركة الجيبية على قطعة دائرية :III-20 الشكل  

 

 

R 

O 

A’ A 

OM 

φ 

am 
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 (Exercices)تمارين 

 

 التمرين الأول:

ثم تتناقص  160m. تتدحرج بسرعة ثابتة على مسافة 200mتنطلق سيارة بتسارع ثابت على مسافة 

 .33sقبل أن تتوقف. المدة الزمنية الكلية للمسار هي  50mسرعتها على 

 .tأرسم منحنى تغير السرعة بدلالة الزمن  -1

 ماهو الزمن الذي استغرقته السيارة و هي تتدحرج بسرعة ثابتة.  -2

 

 :ثانيالتمرين ال

24ينتقل جسم نقطي وفق مستقيم بتسارع  ta   

أوجد عبارتي السرعة و الانتقال بدلالة الزمن و متخذا الشروط الابتدائية  -
mxsmvst 9;/2;3  

 

 :ثالثالتمرين ال

 vثابت موجب، و  kحيث   = 2kv-γفي وسط مقاوم، فيخضع لتسارع  0vيدخل متحرك بسرعة ثابتة 

 السرعة اللحظية

  0V=Vفان  t = 0sاذا كان في اللحظة   v(t)أكتب عبارة السرعة اللحظية  -(1

بأخذ مبدأ الأزمنة و الفواصل لحظة و موقع المتحرك عند دخوله للوسط،، و باعتبار أن الحركة  -(2

 X(t)أكتب المعادلة الزمنية للحركة ’ مستقيمة

 Kx-e0V=V تكتب على الشكل  0Vفان السرعة Xبين أنه بعد قطع المسافة  -(3

 

 :رابعالتمرين ال

 في الفضاء كما يلي: Mتعطى الإحداثيات الديكارتية لنقطة مادية 











































0)(

)cos1()(

)sin()(

);

0)(

4)(

2)(

);

0)(

3)(

1)(

) 2

tz

tRty

ttRtx

c

tz

tty

ttx

b

tz

tty

ttx

a 



 

 و مثل منحاها؟ Mأوجد معادلة مسار النقطة   -1
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 ؟Mللنقطة   aو التسارع   vحدد السرعة  -2

 

 :خامسالتمرين ال

ktjtieaيعطى تسارع نقطة مادية في الفضاء بالعلاقة:  t )(cos3)(sin5  
، t=0s. في اللحظة 

 .1− ;2 ;1)، وسرعتها تقدر ب  )(3 ;0 ;1)تكون النقطة المادية في الموضع 

  ؟tحدد سرعة و موضع النقطة المادية في أي لحظة  -

 

 :سادسالتمرين ال

 معطاة بالعلاقة التالية Mمركبات شعاع السرعة بدلالة الزمن لنقطة  مادية 











ttV

tV

y

x

44

4

3
 

  0M )2 ,1(، المتحرك موجود في النقطة  t=0sفي اللحظة 

 ، ماهي طبيعة الحركة؟ مثلها بيانيا؟ y=f(x)أوجد معادلة المسار  (1

 أحسب مركبات التسارع؟ (2

 ؟ t = 1sمثل على المسار أشعة السرعة و التسارع في اللحظة  (3

 

 :سابعالتمرين ال

 هي: tفي اللحظة  Mاحداثيات جزيئة 

     

0

sin

)cos1(2







Z

wtAy

wtAx

 

A وw .ثابتان موجبان 

 أوجد معادلة المسار في الإحداثيات الديكارتية حدد طبيعة الحركة -1

 O(0,0)في النقطة الخاصة  Mأعطي العبارة الشعاعية للسرعة اللحظية ثم طويلتها، استنتج سرعة  -2

 .tأحسب المركبات المماسية و الناظمية للتسارع و كذلك نصف قطر انحناء المسار في اللحظة  -3

 

  :ثامنالتمرين ال

 تعطى مركبات سرعة متحرك بدلالة الزمن بالعلاقات التالية:
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xfy)(، أوجد معادلة الحركة )0,1(يكون المتحرك عند النقطة  t=0عند اللحظة    و مركبات التسارع 

)(tx  و)(ty. 

 :تاسعالالتمرين 

و قاعدته  Oمبدأه   XOY ينسب المستوي إلى معلم متعامد و متجانس   ji, تتغير الإحداثيتان .x وy 

متحركة في المستوي  Mلنقطة  jiO  مع الزمن حسب القانون:     ,,









)()(

)(

ttbty

tctx
 

  .c = 2 S.I, b = 4 S.I, τ  = 1 S.Iحيث: 

 المسار، ومثله في المعلم الديكارتي؟ حدد طبيعة -1

 ؟ tفي لحظة vحدد مركبتي شعاع السرعة  -2

. أكتب المسافة المقطوعة بين dtو  tلعنصر متناهي الصغر بدلالة  dsأكتب عبارة الفاصلة المنحنية  -3

 على شكل دالة تكاملية؟ t=2sو  t=osاللحظتين 

بين أن تسارع المتحرك ثابت، أحسب  المركبات المماسية  -4
Ta  و الناظمية

Na استنتج نصف قطر .

 ؟t=0 .5sانحناء المسار في اللحظة 

 

 :عاشرالتمرين ال

 (، حسب العلاقة التالية(Oxنقطة مادية تتحرك وفق المحور 

)()(
2

btebt
b

g
tx  مع العلم أن ،g  وb .ثوابت 

 .0vأعط عبارة سرعة المتحرك و حدد سرعته الابتدائية  -1

 .bمن أجل قيم موجبة ل v=f(t)أرسم منحنى المسار  -2

 .v(t)بدلالة السرعة   a(t)أوجد عبارة التسارع  -3

 

  :حادي عشرالتمرين ال

، tينتقل في هذا المستوي. في اللحظة  Mو متحرك  xOy، معلم متعامد و متجانس (P)ليكن في المستوي 

احداثياتاه معرفتان ب: 
2

sin22,
2

cos2
t

y
t

x  

tv

t

t
v

y

x

2

12





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 ماهو مساره؟ -1

. ماهي العلاقة tلهذا المتحرك في اللحظة  aو شعاع التسارع  vأحسب احداثيات شعاع السرعة  -2

 ؟ ماهي المدة اللازمة حتى يمر المتحرك من نفس الموضع من المنحنى؟aو  OMالموجودة بين 

01بين اللحظتين  -3 t  و42 t حدد مواقع المتحرك و كذا إحداثيتي ،v  حتى تكون طويلة التسارع
4

5

. 

 

 :عشر ثانيالتمرين ال

 حيث مركبات تسارعها هي كالأتي: XOYتتحرك نقطة مادية في المستوي 

     
2

2

0.0

8.0









ms

ms

y

x




 

msVxفي مبدأ المعلم و مركبات سرعتها هي  M، تكون النقطة t=0sعند اللحظة  0  وmsVy 8.0 ،

 أوجد:

 Mمسار النقطة  -1

 t=1sسرعتها في اللحظة  -2

 t=1sتسارعها و نصف قطر انحناء المسار عند النقطة المطابقة للحظة  -3

 

  :عشر لثالتمرين الثا

 في السطح كمايلي  Mتتحرك نقطة مادية 

                                         1
3


t
x                               و

3

2t
y  

 Mأوجد و أرسم مسار حركة  -1

 أوجد مركبات و طويلة كل من شعاعي السرعة و التسارع -2

  t=0s. ماهي قيمته عند اللحظة tأحسب  نصف قطر انحناء المسار في اللحظة  -3

 

 :عشر رابعالتمرين ال

 معرفة بالقانون: xOyفي المستوي  Mحركة نقطة مادية 

 
 








ty

tx

5,0sin2

5,0cos2
 

 عين
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 طبيعة المسار؟ (1

 مركبات شعاع السرعة؟ (2

عبارة السرعة  (3
dt

ds
 ؟ Mللنقطة  sوكذلك الفاصلة المنحنية  

 (t=0s  ،s=0)في اللحظة 

 ؟Frenetالمركبات الناظمية و المماسية للتسارع في معلم  (4

 استنتج نصف قطر الانحناء للمسار؟ (5

   :عشر خامسالتمرين ال

23لهذه النقطة ب s(t)نقطة مادية تتحرك على دائرة, تعطى الفاصلة المنحنية  2)( ttts   حيثs(t) 

2/216تسارع النقطة المادية يساوي  st=2بالثانية. لما  tمقاسة بالمتر و  sm 

 أحسب نصف قطر انحناء الدائرة. -

 

  :عشر سادسالتمرين ال

و قاعدته  Oمبدأه   XOY ينسب المستوي إلى معلم متعامد و متجانس   ji, تتغير الإحداثيتان .x وy 

متحركة في المستوي  Mلنقطة  jiO مع الزمن حسب القانون:  ,,
2

cos2
t

x   و
2

sin2
t

y . 

 حدد طبيعة المسار. -1

 .vحدد مركبتي شعاع السرعة  -2

حدد عبارة السرعة  -3
dt

ds
، بأخذ الشرط tفي اللحظة  Mالمنحنية لنقطة  sو كذا عبارة الإحداثية  

 .t=0لما  s=0الابتدائي 

 (.Frenetحدد المركبتين المماسية و الناظمية  للتسارع في المعلم الذاتي ) -4

 قطر الانحناء.استنتج نصف  -5

tبتسارع زاوي  Mالمسار باقي على حاله في حين تتأثر النقطة  -6
dt

d
2,0..

2

2




. في أي لحظة 

 ، علما أنها انطلقت من السكون، ماهي المسافة التي قطعتها.10ms-1سرعة  Mتبلغ النقطة  

 

 :عشر بعساالتمرين ال

  AM=dوطول القطعة  OA=AB= lفي مستوي ثابت، اذا كان  wبسرعة ثابتة  OAيدور قضيب 

(d<1) 

 Mأوجد معادلة مسار النقطة  -(1

Y 

A 

M 
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 Mللنقطة  التسارع   و Vأحسب السرعة  -(2

 أحسب التسارع المماسي و العمودي و نصف قطر الانحناء  -(3

 

 : عشر ثامنالتمرين ال

 في الإحداثيات القطبية بالمعادلات التالية Mتعطى حركة نقطة مادية 









tt

atr
OM





)(

)cos1()(
 عدد ثابت و موجب aحيث   

 في الإحداثيات القطبية Mأحسب السرعة و التسارع للنقطة  -1

 و الموجه في اتجاه الحركة. Mشعاع وحدة مماسي لمسار المتحرك في الموضع  Tليكن  -2

TTماذا يمثل الشعاع  -أ )..( 

ماذا يمثل المقدار  -ب
v

v
 

 

 :عشر تاسعالتمرين ال

 في المرجع القطبي كالتالي: Mلتكن  معادلات حركة نقطة مادية 

 









wt

Sin



 1
  

 ثابت موجب wطويلة شعاع الموضع، والنبض  OMحيث 

 .M( أرسم مسار النقطة 1

      ( أوجد شعاعي السرعة و التسارع في المرجع القطبي، و أحسب طويلتهما.                                                             2

 .t=π/2( وضح نوعية الحركة عند اللحظة 3

 .t=0s. ماهي قيمته عند اللحظة R( أوجد عبارة نصف قطر انحناء المسار 4

 

 : العشرونالتمرين 

 معرفة كمايلي: Mفي الإحداثيات القطبية، المعادلات الزمنية لحركة نقطة مادية 
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






















tr

trtr

4
)(

)
4

sin()( 0






 

 π≤t≤0ثابت موجب    0rحيث 

(r  بالمتر، وt  بالثانية وθ )بالراديان 

 ؟M( مثل مسار النقطة 1

 ؟Mأ( عين شعاع السرعة و التسارع للنقطة  (2

 السرعة و شعاع التسارع؟ب( أوجد الزاوية بين شعاع  

 ج( أحسب نصف قطر انحناء المسار؟. 

 (؟ x, y( إلى  الإحداثيات الديكارتية ) r, θ( أكتب معادلات المرور من الإحداثيات القطبية )3

 ( أوجد معادلة المسار في الإحداثيات الديكارتية؟ 4

 

 :عشرونالالواحد و التمرين 

 نقطة مادية ترسم منحنى ممثل في الشكل المقابل و المعرفة بالمعادلة القطبية:  Mلتكن 

                








wt

err




 ( ثوابت موجبة  0w,r)     حيث                  0

 

),(مثل على الشكل أشعة القاعدة القطبية  -1 uur لنقطة ماديةM ؟ 

 وكذلك طويلتهما؟ rو  wبدلالة  M للنقطة  aو التسارع  vأوجد شعاعي السرعة  -2

 ؟t=0 عند اللحظة  S=0مع العلم أن  Sأحسب الفاصلة المنحنية  -3

 ؟rvمع المركبة القطبية  vالتي تصنعها السرعة  αكم هي الزاوية  -4

),(( أشعة المعلم الذاتي 1مثل على نفس الشكل )س  -5 NT uu  للنقطة الماديةM ؟ 

 نصف قطر انحناء المسار؟ ρأوجد المركبات الذاتية للتسارع و استنتج  -6
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  :وعشرون ثانيالتمرين ال

في  v( حيث المركبات القطبية لشعاع سرعتها O)انطلقت من المبدأ  Pالنقطة  XOYلتكن في المستوي 

2و  tK12جملة الإحداثيات القطبية هي على التوالي : 

2tK ،1K  2وK .ثابتان 

 بدلالة الزمن. θ(t)و  r(t)ماهي عبارة  -(1

 .r=f(θ)أوجد المعادلة القطبية للمسار  -(2

 أحسب بدلالة الزمن المركبات القطبية لشعاع التسارع. -(3

 

  :عشرونالو ثالثالتمرين ال

 :  2θr=K  (، فإذا كان,θrالمعرفة بالإحداثيات القطبية ) Mلتكن النقطة المتحركة 

 .π ≥ θ ≥0و       K=3أعط مسارا تقريبيا للحركة من أجل  -1

 ؟Vأحسب شعاع السرعة  -2

cteمع العلم أن  π= θ/  2عند    Mعين شعاعي السرعة و التسارع للنقطة  -3
dt

d
w 


. 

 ماهو الموضع الذي يكون فيه شعاع التسارع ناظمي. -4

 

 :عشرونالو  رابعالتمرين ال

 الإحداثيات القطبية لمتحرك معطاة بالبيانات التالية

 ماهي مراحل الحركة، و ماطبيعة  -(1

 الحركة في  كل مرحلة بين

  t= 0s  وt=6s 

 أرسم مسار المتحرك؟ -(2

 مثل على المسار أشعة السرعة -(3

 t=4sو   t=1sو التسارع في اللحظة 

 :و العشرون خامسالتمرين ال

 .O( المار من مركزها Δحول المحور ) wتدور بسرعة زاوية  Rكرة نصف قطرها 

0 1 2 3 4 5 6 7








ra
d


t (s) 

 

0 1 2 3 4 5 6 7 8

0

1

2

3

4

5

6

r 
(m

)

t (s)
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و  OM)الزاوية بين  λتتحرك على الخط العرضي للكرة  Mلنقطة مادية  vحدد السرعة الخطية  -1

 المستوي العرضي للكرة(

 .Mللنقطة  aاستنتج طول التسارع  -2

و نصف قطرها  Oتتحرك على سطح الأرض )الأرض كروية مركزها  Mفي حالة النقطة  aو  vأحسب  -3

R). 

 . T=24hو مدة دوران الأرض  R=638 Km ،=45° λ  :يعطى

 :و العشرون سادسالتمرين ال

 )الشكل( (OX)بدون احتكاك على محور أفقي  Rتتدحرج عجلة نصف قطرها 

 موجودة على إطار العجلة   Mنقطة  إحداثيات θو  Rأوجد بدلالة  -(1

 ( Oمنطبقة على المبدأ  M)عند بداية الحركة كانت 

  Mأحسب سرعة و تسارع النقطة  -(2

 الأرض Mفي اللحظة التي تلمس فيها   a و vأعط قيم  -(3

باعتبار أن حركة مركز العجلة حركة مستقيمة منتظمة بسرعة  -(4
0v 

و  Rو احسب طويلته بدلالة  Oنابذ نحو المركز  aالتسارع  * بين أن
0v 

* أحسب عدديا هذا التسارع في حالة نقطة من دولاب عجلة سيارة في طريق سريع ذات سرعة 

130Km/h (R=35cm ) 

 

 :و العشرون بعساالتمرين ال

 ينتقل متحرك في الفضاء وفق القانون :















bttZ

CoswtRtY

RSinwttX

)(

)1()(

)(

 

 .ثوابت موجبة  ,w  R, bحيث

 أحسب:

 سرعة المتحرك. -1

 التسارع. -2

 حدد مسار المتحرك ثم ارسمه. -3

 

 

 Y 

C0 • 

O 

• C 

R • M 

X 
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 :و العشرون ثامنالتمرين ال

 في الفضاء وفق القانون: Mينتقل متحرك 

 thztaytax   ,sin,cos 

 a, w  ثوابت موجبة 

 . )XOY(في المستوي  Mهي مسقط النقطة  Hنفرض أن  -1

 هي حركة دائرية منتظمة. Hبين أن حركة  (أ

 ؟ مثله.Mعلى أي سطح من المسار تكون حركة النقطة  (ب

)/(أوجد مركبات السرعة  -2 RMv   في جملة الإحداثيات الاسطوانية، أحسب طويلتها. ماذا تلاحظ؟ أوجد

)/(الزاوية بين شعاع السرعة  RMv و المحورOz (αماذا تلاحظ؟ .) 

)/(أوجد مركبات التسارع  -3 RMa .في جملة الإحداثيات الاسطوانية 

 حدد مركبات شعاعي السرعة و التسارع في المعلم الديكارتي. -4

),,(في القاعدة  -5 kji  عبر عن أشعة وحدة المعلم الذاتي ،NT uu ,. 

 أحسب نصف قطر انحناء المسار.  -6

 

 :و العشرون تاسعالتمرين ال

في جملة الإحداثيات الكروية   uuur . Rعلى سطح كرة نصف قطرها  Mتتحرك نقطة مادية  ,,

إحداثيتها الكرويتان هما:  radOMOZ
6

,


                           2wt     

 ثابت موجب wمع 

 انطلاقا من شعاع الموضع في الإحداثيات الكروية : (1

أ/ أوجد السرعة و التسارع لهذه النقطة في القاعدة   uuur ,, 

 ب/ أحسب طويلتي السرعة و التسارع؟               ج/ استنتج التسارع الناظمي

 انطلاقا هذه المرة من عبارة شعاع الموضع في الإحداثيات الديكارتية (2

أ/ أوجد السرعة و التسارع في القاعدة (3 kji ، ثم أحسب من جديد طويلتهما و تأكد من تطابقهما مع نتائج  ,,

 ب/1السؤال 
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تمارينحلول ال
  

 التمرين الأول:

 tمنحنى تغير السرعة بدلالة الزمن  -1

        Iالطور 

























m  200

0

0VV(o)   0t

 

x1

1

o



               

      IIالطور         

























m  160

0

CV

 

x2

2

2



te

 

            IIIالطور  
























m/s 0V

m 50 

0

 

g

x3

3

 
335t tot  

الزمن الكلي للسرعة الثابتة 
2t 

 

 

 

 

 

 

)(tfV   321تعطي لنا تغير السرعة بدلالة الزمن، نستطيع نجد المسافة  ,, xxx    من حساب مساحة

321  ,, SSS. 

(tVx nx 2 )        dtvx          dt vdx            
dt

dx
V 

)(( حيث 2 3  1àiS    مساحةx 



















)........(3(S3)......          )(
2

1

)........(2(S2)......           )(

)........(1(S1)......          )(
2

1

3max3

 2max2

1max1

toVx

toVx

toVx

 

 (3( + )2( + )1بالجمع )

st

s
V

x
t

smV

tVtttV

tttV

tot

8

8
20

160

/20
33

660

  )  ( 100160400

)  (22

2

max

2
2

max

max321max

321maxx3x2x1














 

S2 
S1 S3 

V(m/s) 

t(s) 
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 :لثانيالتمرين ا
24 ta  

9m         x2m/s,V           ,3لما   st 

 لدينا 

0

3

0

3

0

0

2

0

0

v

V 
3

1
  - 4

3

1
 -4t   V V dt  )4( V    V dt  

  dt    dV   

0



















ttV

ttaV

dtaVa
dt

dV
a

tt

t

v

 

 نكامل من جديد للحصول على العبارة الحرفية للإنتقال

 

 

tt

ttdtvx
0

00

3

0

0

 xdt  )V  
3

1
 4(      x        x   

00

24

00

42

 x t V  2t
12

1
- 

 x t V 
12

1
-2t 





tx

tx

 

للجسم، حسب المعطيات  0Vوالسرعة  0xبقي لنا الآن تحديد كل من الفاصلة الإبتدائية 

9m         x2m/s,V           ,3      stà 

m 
4

3
  x       x 3-(9) 2 (81) 

12

1
- 9

 x (3) (-1)  (3) 2 (3) 
12

1
- 9

m/s 1- V         V  (3) 
3

1
 - (3) 4 2

00

0

24

00

3







 

 ـكتب عبارتي السرعة والإنتقالنفي الأخير

1
3

1
 -4t  V

4

3
 t (t) 

12

1
- t2 

3

43





t

x

 

 

 :لثالتمرين الثا
2 VK 

0VV , 0 tحيث  tV)(( إيجاد عبارة السرعة اللحظية 1 à 
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  Hسرعة 

222

2222222222

                    

cossin

waVawV

wtwawtwaVyxV

HH

HHHH




 ثابثة  

H لها حركة دائرية منتظمة 

b)-  

whZHVz 
.

)( 

 

 ب zحركة دائرية منتظمة وكذلك وفق المركبة ب Hهي حركة النقطة  oxy)(على المستوي  Mحركة 

h  سطوانيةاحركة لولبية منه ال حركة مستقيمة منتظمة 

2)- 

 

zr UZUaOM

dt

OMd
MV

  

)(            HMOHOM




 

22

..

hawV

UhwUawUZUaV zz



 
 

 ثابتة Rالمعلم  OMنلاحظ أن سرعة 

الزاوية بين لشعاع  -

والمحور  MV)(السرعة 

)(oz 

 

 

 ثابثة : 

 تسارعالمركبات  -(3

r

z

Uaw

dt

Ud
hw

dt

Ud
aw

dt

Vd
M

2

)(a






 

 مركبات شعاعي السرعة والتسارع في المعلم الديكارتي-(4













































0

sin

  cos

        cos

  sin

    sin

       cos
2

2

z

y

x

z

y

x

a

wtawa

wtawa

hwV

wtawV

wtawV

hwtz

wtay

wtax

 

222  a            awhawV  

 Frenetأشعة معلم  -(5

 tUالمركبة المساسية 

 
               

a 
cos            

a 
cos

cos UU    ,      U  

2222

zzz

h

h

h

hw

VVhwUUhwUawV zzo


















Cinématique d’un Point Matériel                                                                حركيات نقطة مادية 

102 H.BEDBOUDI ENSET Skikda 

 

 

 

k  
h

j cos 
 

i sin 
222222 ha

wt
ha

a
wt

ha

a
U t










 

 NUالمركبة الناظمية 

)j cosi (cos
 

U    alors  

sin 

cos 
 

k  
h

j cos 
 

i sin 

  

1

0

0

U

UKU      UUK                ?

22
N

22

22

22

22

22

N

tNNt

wtwt
ha

a

wt
ha

a

wt
ha

a

ha

wt
ha

a

wt
ha

a

U N


















































































 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

22

k hj cos i sin

ha

wwtawwtaw

V

V
U t










Mouvement Relatif                                                                                                    ةنسبيالالحركة  

103 H.BEDBOUDI ENSET Skikda  

 الحركة النسبية )المركبة(: IV الفصل

Mouvement Relatif (Composée) 

 

I- :مقدمة 

 .متحركأو معلم مطلق ننسب حركة جسم دائما إلى جسم آخر أو معلم قد يكون ثابت ويسمى 

مطلقة إذا حركة الجسم بإمكانها أن تنقسم إلى حركتين الأولى بالنسبة لمعلم ثابت وتسمى هذه الحركة  -

 .نسبيةوالثانية بالنسبة لمعلم متحرك وتسمى الحركة 

 .بالمقادير المطلقةالسرعة والتسارع(  -في الحالة الأولى تسمى المقادير )شعاع الموضع -

 .المقادير النسبيةوفي الحالة الثانية تسمى 

والقطار أو آخر داخل  ثابت )مطلق( Rفي قطار، مراقب خارج القطار يعتبر كمعلم  ℳمسافر  مثال:

 .`Rار معلم متحرك طالقطار متحرك مع الق

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 الحركة في المعلم المطلق و النسبي :IV-1الشكل   
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R`(o`,x`,y`,z`)  نسبيمعلم 
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 المقادير الحركية المطلقة: -1

 :(Vecteur Position Absolue)أ( شعاع الموضع 

Oℳ⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = xi⃗ + yj⃗ + zk⃗⃗…………………(IV − 1) 

 (.Rأو مركبات شعاع الموضع المطلق في المعلم الثابت ) ℳإحداثيات النقطة  x,y,zحيث 

 (: (Vecteur Vitesse Absolueالمطلقة شعاع السرعةب( 

 Rهي سرعة الجسم بالنسبة للمعلم الثابت  

v⃗⃗a =
dOℳ⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗

dt
∕ R =

dx

dt
i⃗ +
dy

dt
j⃗ +
dz

dt
k⃗⃗ …………………(IV − 2) 

 (: (Vecteur Accélération Absolue ج( شعاع التسارع المطلق

 R هو تسارع الجسم المتحرك بالنسبة للمعلم الثابت

γ⃗⃗a =
dv⃗⃗a
dt
∕ R =

d2Oℳ⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗

dt
∕ R =

d2x

dt2
i⃗ +
d2y

dt2
j⃗ +
d2z

dt2
k⃗⃗ …………………(IV − 3) 

 

 :الحركية النسبيةالمقادير  -2

  :Vecteur Position Relative) ( شعاع الموضع النسبي (أ

 `Rيمثل موضع الجسم المتحرك بالنسبة للمعلم المتحرك 

O`ℳ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ = x`i`⃗⃗ + y`j⃗` + z`k⃗⃗ …………………(IV − 4) 

  :(Vitesse Relative Vecteur) شعاع السرعة النسبية (ب

 `Rسرعة الجسم المتحرك بالنسبة للمعلم 

v⃗⃗r =
dO`ℳ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗

dt
∕ R` =

dx`

dt
i`⃗⃗ +

dy`

dt
j`⃗⃗ +

dz`

dt
k`⃗⃗⃗ ⃗ …………………(IV − 5) 

 :(Accélérateur Relative Vecteur) شعاع التسارع النسبيج( 

 `Rهو تسارع الجسم بالنسبة للمعلم المتحرك 

γ⃗⃗r =
dv⃗⃗r
dt
∕ R` =

d2O`ℳ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗

dt
∕ R`

=
d2x`

dt2
i`⃗⃗ +

d2y`

dt2
j`⃗⃗ +

d2z`

dt2
k`⃗⃗⃗ ⃗ …………………(IV − 6) 

 

II- :تركيب السرعات 

Oℳ⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = xi⃗ + yj⃗ + zk⃗⃗

O`ℳ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ = x`i`⃗⃗ + y`j⃗` + z`k`⃗⃗⃗ ⃗
 

 شال:بتطبيق علاقة 

Oℳ⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = OO`⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + O`ℳ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  

v⃗⃗a =
dOℳ⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗

dt
∕ R =

dOO`⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗

dt
∕ R +

dO`ℳ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗

dt
∕ R…………………(IV − 7) 
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𝑂`ℳ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  

𝑣⃗𝑒  

dO`ℳ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗

dt
=
d[x`i`⃗⃗ + y`j⃗` + z`k⃗⃗]

dt
∕ R 

dO`ℳ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗

dt
=
dx`

dt
i`⃗⃗ +

dy`

dt
j`⃗⃗ +

dz`

dt
k`⃗⃗⃗ ⃗

⏟              
+ 𝑥`

𝑑𝑖`⃗⃗⃗

𝑑𝑡
∕ R + 𝑦`

𝑑𝑗`⃗⃗⃗

𝑑𝑡
∕ R + 𝑧`

𝑑𝑘⃗⃗`

𝑑𝑡
∕ R 

 

 في)لأن أشعة الوحدة للمعلم النسبي تتغير وضعيتها مع الزمن بالنسبة للمعلم المطلق بالتعويض 

 IV −  نجد:.7

v⃗⃗a =
dOO`⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗

dt
∕ R + v⃗⃗r + x`

di`⃗⃗

dt
∕ R + y`

dj`⃗⃗

dt
∕ R + z`

dk⃗⃗`

dt
∕ R

v⃗⃗a = v⃗⃗r +
dOO`⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗

dt
∕ R + x`

di`⃗⃗

dt
∕ R + y`

dj`⃗⃗

dt
∕ R + z`

dk⃗⃗`

dt
∕ R

⏟                            

 

 

 .(Vitesse d’entrainement )رجسرعة الأو  السرعة المكتسبةتسمى 

v⃗⃗a = v⃗⃗r + v⃗⃗e…………………(IV − 8) 

 علاقة تركيب السرعاتتسمى 

 أشعة الدوران اللحظية  

   : ى)حركة دائرية( تعط Rل بالنسبة  `Rأشعة الدوران اللحظية ل 

di⃗`

dt
=
di⃗`

dθ
.
dθ

dt
= ω⃗⃗⃗j`⃗⃗ = ω⃗⃗⃗ ∧ i⃗`              

  
dj`⃗⃗

dt
= ω⃗⃗⃗ ∧ j`⃗⃗                     

   
dk`⃗⃗⃗ ⃗

dt
=  ω⃗⃗⃗ ∧ k`⃗⃗⃗ ⃗ 

v⃗⃗a =
dOℳ⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗

dt
∕ R = v⃗⃗r +

dOO`⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗

dt
∕ R +  x`(ω⃗⃗⃗ ∧ i⃗`) + y`(ω⃗⃗⃗ ∧ j⃗`) + z`(ω⃗⃗⃗ ∧ k`⃗⃗⃗ ⃗) 

 

v⃗⃗a = v⃗⃗r +
dOO`⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗

dt
∕ R + ω⃗⃗⃗ ∧ (x`i`⃗⃗ + y`j⃗` + z`k`⃗⃗⃗ ⃗⏟          ) 

 

v⃗⃗a = v⃗⃗r +
dOO`⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗

dt
∕ R + ω⃗⃗⃗ ∧ O`ℳ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗

⏟              

v⃗⃗e

…………………(IV − 9) 

 

v⃗⃗e =
dOO`⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗

dt
+ ω⃗⃗⃗ ∧ O`ℳ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ …………………(IV − 10) 

v⃗⃗r 
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ωحيث    =
dθ

dt
 عة زاويةسر 

 

 :ملاحظات 

θ̇ ، فإن  ثابتة θإذا كانت  -1 =  .Rفي حالة إنسحاب بالنسبة للمعلم المطلق  `R، المعلم 0

,i⃗)، أشعة الوحدة ⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗`OOن تغيير ومهما يك -2 i`⃗⃗ ) ،(j⃗, j`⃗⃗ )، (k⃗⃗, k`⃗⃗⃗   .دائما بينهم.نفس الزاوية تكون، (⃗

فإن  ، ثابت⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗`OOإذا كان  -3
dOO`⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗

dt
= في حالة  `Rالمعلم هذا يعني أن متغيرة بالنسبة للزمن  θ و 0

 .Rدوران بالنسبة لــ 

ودوران انسحاب في حالة  `Rالمعلم هذا يعني أن متغيران بالنسبة للزمن  θو  ⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗`OOفي الحالة العامة  -4

 .R بالنسبة لـلمعلم

 

III- :تركيب التسارعات 

γ⃗⃗a =
dv⃗⃗a
dt
∕ R =

dv⃗⃗r
dt
∕ R +

dv⃗⃗e
dt
∕ R 

dv⃗⃗r
dt

R⁄ =
d

dt
[
dx`

dt
i`⃗⃗ +

dy`

dt
j`⃗⃗ +

dz`

dt
k`⃗⃗⃗ ⃗] R⁄  

 

dv⃗⃗r
dt
∕ R =

d2x`

dt2
i`⃗⃗ +

d2y`

dt2
j`⃗⃗ +

d2z`

dt2
k`⃗⃗⃗⃗

⏟                
+
dx`

dt

di`⃗⃗

dt
+
dy`

dt

dj`⃗⃗

dt
+
dz`

dt

dk`⃗⃗⃗ ⃗

dt

γ⃗⃗r

 

 

dv⃗⃗r
dt
∕ R = γ⃗⃗r + ω⃗⃗⃗ ∧ [

dx`

dt
i`⃗⃗ +

dy`

dt
j`⃗⃗ +

dz`

dt
k`⃗⃗⃗ ⃗

⏟              
v⃗⃗⃗r

] 

 

dv⃗⃗r
dt
∕ R = γ⃗⃗r + ω⃗⃗⃗ ∧ v⃗⃗r…………………(IV − 11) 

                                        
dv⃗⃗e
dt
∕ R =

d

dt
[
dOO`⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗

dt
∕ R + ω⃗⃗⃗ ∧ O`ℳ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ]

                                                   
dv⃗⃗e
dt

R⁄   =
d2OO`⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗

dt2
+
dω⃗⃗⃗

dt
∧ O`ℳ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ + ω⃗⃗⃗ ∧

dO`ℳ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗

dt
R⁄

                           

 

dO`ℳ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗

dt
R⁄ = v⃗⃗r + ω⃗⃗⃗ ∧ O`ℳ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗      حيث                          

dv⃗⃗e
dt
∕ R =

d2OO`⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗

dt2
+
dω⃗⃗⃗

dt
∧ O`ℳ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ + ω⃗⃗⃗ ∧ (v⃗⃗r + ω⃗⃗⃗ ∧ O`ℳ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ) 
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dv⃗⃗e
dt
∕ R =

d2OO`⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗

dt2
+
dω⃗⃗⃗

dt
∧ O`ℳ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ + ω⃗⃗⃗ ∧ v⃗⃗r + ω⃗⃗⃗ ∧ (ω⃗⃗⃗ ∧ O`ℳ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ) 

 

 

γ⃗⃗a = γ⃗⃗r + ω⃗⃗⃗ ∧ v⃗⃗r +
d2OO`⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗

dt2
+
dω⃗⃗⃗

dt
∧ O`ℳ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ + ω⃗⃗⃗ ∧ v⃗⃗r + ω⃗⃗⃗

γ⃗⃗a = γ⃗⃗r + 2ω⃗⃗⃗ ∧ v⃗⃗r⏟    

δ⃗⃗⃗c

+
d2OO`⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗

dt2
+ ω⃗⃗⃗ ∧ O`ℳ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ + ω⃗⃗⃗

⏟              
γ⃗⃗⃗e

γ⃗⃗a = γ⃗⃗r + γ⃗⃗c + γ⃗⃗e…………………(IV − 12)

 

 

γ⃗⃗c       :سارع كريوليست( Accélération de Coriolis )     

γ⃗⃗c = 2ω⃗⃗⃗ ∧ v⃗⃗r…………………(IV − 13) 

γ⃗⃗r ع نسبي   :       تسار 

γ⃗⃗r =
dv⃗⃗r
dt
…………………(IV − 14) 

γ⃗⃗e         : الجرتسارع 

γ⃗⃗e =
d2OO`⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗

dt2
+ ω⃗⃗⃗̇R

R`

∧ O`ℳ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ + ω⃗⃗⃗R
R`

∧ (ω⃗⃗⃗R
R`

∧ O`ℳ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ) …………………(IV − 15) 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ω⃗⃗⃗ = ω⃗⃗⃗R

R`

 شعاع الدوران اللحظي Rبالنسبة للمعلم المطلق  `Rهي سرعة دوران المعلم النسبي   
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 (Exercices)تمارين 

 التمرين الأول:

، لاحظ أن لقطرات المطر، حسب ما يراه عبر  km/h 100على طريق مستو بسرعة سائق سيارة  يسير

مع الشاقول. لما أوقف سيارته رأى أن المطر  °80الزجاج العرضي لسيارته، مسارات تصنع الزاوية 

 يسقط شاقوليا. 

 ؟km/h 100أحسب سرعة المطر بالنسبة للسيارة متوقفة و بالنسبة للسيارة و هي تسير ب 

 

 :لثانيالتمرين ا

من  A. تنطلق سفينة من نقطة U. سرعة الماء ثابتة و تساوي lحافتي نهر متوازيتان، تفصلهما مسافة 

 A. لكي تصل السفينة، تنطلق من Aالتي تقع على الجهة المقابلة للنقطة   Bحافة النهر لتصل الى نقطة 

 .  tخلال زمن معين   Bمع حافة النهر. تصل إلى النقطة φنع زاوية و التي تص Vبسرعة نسبية ثابتة 

 ؟φحدد السرعة النسبية و الزاوية  -

 t=25 min, U = 2m/s, l = 400 mيعطى: 

 

 

 :ثالثالتمرين ال

 .Km \h 1000تطير طائرة في اتجاه الشمال. حيث تكون سرعتها بالنسبة للرياح 

، و بزاوية Km \h 150يلاحظ إنسان على الأرض حركة الرياح في اتجاه الشمال الغربي بسرعة 

 بالنسبة للشمال. °30انحراف 

 في أي اتجاه يوجه الطيار الطائرة لكي يتجه حقيقة نحو الشمال؟ -1

 كم هي إذا سرعة الطائرة بالنسبة للأرض؟ -2

 

 :رابعالتمرين ال

. و في نفس اللحظة صفر تمر سيارة hفي اللحظة صفر يبدأ مصعد في النزول من أعلى عمارة ارتفاعها 

  vأمام العمارة بالتوازي لها بسرعة 

 ، أوجد مسار المصعد بالنسبة الى راكب السيارة؟vإذا كان المصعد ينزل بانتظام بسرعة  -1

 ؟vو بسرعة ابتدائية  γأجب عن نفس السؤال إذا كان المصعد ينزل بتسارع ثابت  -2

 

B 

A 

U  
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 :خامسالتمرين ال

( ذو قاعدة Rفي معلم ثابت ) Mإحداثيات متحرك  zyx uuuo  معطاة بدلالة الزمن: ,,,

242 3)(,2)(,14)( ttzttytttx ( و في معلم متحرك.’R  ذو قاعدة ) ''' ,,,' zyx uuuo   ،

')(2,')(52,')(73الإحداثيات معطاة ب:  242  ttzttytttx 

(، استنتج R’في المعلم ) v'بدلالة سرعته  )R(في المعلم  Mللمتحرك  vأوجد شعاع السرعة  -

 سرعة الجر.

 ( على التوالي، استنتج تسارع الجر.R’و ) )R(في المعلمين  'و  أوجد شعاعي التسارع  -

 (’R)بالنسبة للمعلم (R) استنتج حركة المعلم  -

 

 : سادسالتمرين ال

وفق  Cو نهايته  R(Oxyz)لمرجع  (ox)وفق المحور  Bتنتقل نهايته  (l)طوله  (BC)ليكن قضيب 

. أنظر الشكل )أقلب OH=Dهي :  (oy)عن  (Δ)، المسافة التي تفصل (oy)موازي للمحور  (Δ)محور 

 الصفحة(.

 .d=BA، و بالمسافة θ(oy , BC-)=من القضيب بالزاوية  Aيحدد موضع نقطة ما 

 .Rفي أساس  Cو  Aعن إحداثيات النقطتين  θعبر بدلالة  -(1

RAVماهي مركبات  -(2 )(/1و  )(/ RAV  في أساسR 1. حيثR   هو مرجع مبدأهB وفي حالة انسحاب ،

 .Rبالنسبة إلى 

 .Rبالنسبة الى  1Rأوجد السرعة الجرية ل  -(3

 هو عبارة عن قطع ناقص. Aبين أن مسار النقطة  -(4

تحدد قانون  أسقط المعادلة الشعاعية للقانون الأساسي على المحاور و استنتج المعادلة التفاضلية التي -

 r(t)الحركة 
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 :سابعالتمرين ال

و  OXو المحورين  O1O=، حيث R(OXYZ)و المعلم النسبي  1Z1Y1X1(O1Rنعتبر المعلم المطلق )

1X1O   متطابقين. موضع المعلمR(OXYZ)( 1بالنسبة للمعلمZ1Y1X1(O1R معرف بالزاوية

  ),( 11 OYYOt  . نعتبر قضيب طولهl  في حركة في المستويXOY  حيثibOA .b   ثابت و

هي  OXو الزاوية التي يصنعها القضيب مع المحور  موجب APAX ,. 

 أحسب:

 OPشعاع الموضع  -1

 PVr)(شعاع السرعة النسبية  -2

 PVe)(شعاع السرعة المكتسبة -3

 PVa)(شعاع السرعة المطلقة   -4

 و  Pae)(، المكتسب Par)(أشعة التسارع النسبي  -5

 Paa)(و المطلق Pac)(كوريوليس

 

 :منلثاالتمرين ا

 1Z1Oبحيث مبدأيهما و المحورين  R(OXYZ)و المعلم النسبي  1Z1Y1X1(O1Rنعتبر المعلم المطلق )

 . OXو  1X1O المحصورة بين المحورين يكونا متطابقين في كل لحظة. لتكن الزاوية  OZو 

أي   ttii    ثابت.حيث  1,)(

122على مسار دائري معادلته:   XOZفي المستوي  Mتتحرك نقطة مادية   zx  و يتحدد موضعها

ttMOZOبالزاوية    )(),( و   XOY يكون المستويان 0tثابت. عند اللحظة حيث 111

1Y1O1X  0(0(متطابقين(( t و تكون النقطة .M  عند النقطةA على 

المحور 0)0( t1Z1O     

 

 

 

 1Rبالنسبة ل  Rماهو شعاع الدوران الآني ل  -1

 بالطريقة المباشرة. Mأحسب السرعة و التسارع المطلق للنقطة  -2

 

Y1 
 



 

i
 

1i  

X 

X1 

Y 

Z1=Z 

1kk 

 

M 
θ 

A 

θ 

θ 



 P 
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X1 

Z 

Z1 
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 :تاسعالتمرين ال

تتحرك على الضلع  M. نقطة wيدور حول إحدى أضلاعه بسرعة زاوية ثابتة  2aمربع طول ضلعه  

tazالمقابل وفق القانون:    sin 

 أحسب باستعمال قانون تركيب السرعات و التسارعات في المعلم النسبي :

 السرعة المطلقة (1

 التسارع المطلق (2

 

 :عاشرالتمرين ال

. الساق (D)، تنزلق دون احتكاك على ساق mكتلتها  Mحلقة ذات أبعاد صغيرة جدا تعتبر كنقطة مادية 

)D(  تدور في مستوي أفقي)XOY(  حوا المحور العمودي)OZ(   بسرعة زاوية
dt

d
w


 

: زاوية  الدوران θحيث   rui, و ،ru  شعاع وحدة محمول على)D( .)أنظر الشكل( 

sin1(0(تعطى بالعلاقة الزمنية :  )D(على  Mحركة النقطة المادية  wtrr  

rurOMrثابت موجب و  0rحيث  . 

، و الحركة المطلقة حركتها بالنسبة المعلم (D)حركتها على المحور  M نسمي الحركة النسبية ل

 kjiO ,,,  

),(حدد بالنسبة للحلقة، في القاعدة  uu r 

 السرعة و التسارع النسبي؟ -1

 سرعة و تسارع الجر، و كذلك تسارع كوريوليس؟ -2

 

 

 

 :حادي عشرالتمرين ال

),,(في المستوي   zy uuOP  نضع قضيبAB  طولهa تقع  النقطة،A  على المحور yuO,، 

yuOAحيث    و ،  ABu y  )الشكل(. ,

 ؟Bسرعة و تسارع النقطة  Pحدد في المستوي  -1

يدور حول المحور   Pالمستوي السابق  -2 zuO,  بالنسبة للمعام الثابت),,,( 0000 zyx uuuOR 

M 
2a 

w
 

O X 

Y 

kw
 

Z 
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zyyنضع  uuu ),( 0 

 ؟Bحدد سرعة و تسارع الجر ، و كذلك تسارع كوريوليس للنقطة  -

 

 

 

 

 

 

 : ثاني عشرالتمرين ال

)الشكل(. في  0aعلى رقاص الثواني لساعة مثبتة على جدار عمودي بتسارع ثابت  Mتنتقل نقطة مادية 

معلم  Rثانية(. نعتبر  0الذي يشير ) )O )=00vالنقطة المادية موجودة في مركز الساعة  t=0اللحظة 

'),,(معلم ثابت.  R(Oxyz)الساعة على الجدار و المعرف ب   uuOR  معلم رقاص الثواني’OX .

),(نستعمل الإحداثيات القطبية ل  لتعريف مختلف الأشعة. Oyيتطابق مع  t=0 ,’OXعند  M . 

 

I- الدراسة في المعلم'R  

 .R'في المعلم   M ماهي طبيعة حركة -1

أوجد اتجاه و طويلة شعاع الدوران اللحظي  -2
R

Rw '  . 

:  Mحدد شعاع سرعة  -3
'R

MV 

 M )(tحدد المعادلة الزمنية لحركة  -4

. ماهي قيمة التسارع 20cmبعد دقيقة تصل النقطة المادية إلى نهاية الرقاص الذي طوله  -5

0a؟ 

II-  دراسةM في المعلمR  

 R’/Rحدد حركة  -1

 .t)(أعط معادلة الحركة  -2

باستعمال قانون تركيب السرعات و التسارعات. أعط عبارة شعاع السرعة   -3
R

MV  و

شعاع التسارع 
R

Ma  بدلالة , w0a  وt. 

 

 

zu  

0xu  

yu  

0yu

 

xu  

B 

A 
ψ 

ψ 

θ 

θ 
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j  

i
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x 
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 :ثالث عشرالتمرين ال

تتدحرج بسرعة ثابتة  Rعلى شعاع عجلة دراجة نصف قطرها V'تبدأ نقطة في الحركة بانتظام بسرعة 

V.  إذا علمت أن النقطة انطلقت من محيط العجلة اتجاه مركزها و ذلك عندما كانت النقطة في أعلى

 )الشكل( وضع لها على اطار العجلة

 عين حركة النقطة بحساب سرعتها و تسارعها. 

 

 

 

 

 

 

  :لرابع عشرالتمرين ا

 نعتبر المعلمين:

)1,z1,y1(O,x1R  و)2,z2,y2(O,x2R  المحوران)1Oz(  و)2Oz(  2متطابقان في كل لحظة. المعلمR 

)0(ثابتة و موجبة  0wبسرعة زاوية  )1Oz(يدور حول المحور  0 w تتحرك جزيئه .M  على المحور

)2Ox(  0بسرعة ثابتةv  200حيث ivv . 

يكون متطابق مع المحور  )2Ox(و المحور  00OM=r=لدينا:  )t=0s(في اللحظة الابتدائية عندما 

)1Ox(. 

 عين: tفي اللحظة 

 باستعمال طريقتين مختلفتين؟ 1Rبالنسبة للمعلم الثابت  Mشعاع سرعة الجزيئه  -1

بالنسبة  Mأشعة التسارعات النسبية، الجرية و الضافية )كوريوليس(، ثم استنتج تسارع الجزيئه  -2

 .1Rل 
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 : خامس عشرالتمرين ال

 wفي حركة دورانية منتظمة بسرعة زاوية  Y1(O, X1R,1(معلما مطلقا و المعلم  R(O,X,Y)ليكن  

 . (OZ)ثابتة حول المحور المشترك للمعلمين و العمودي عليهما 

)(1وفق العلاقة :   )1OX(تتحرك على المحور  Mنقطة  itrOM   

بحيث:      

t

betr



)( 

 b  و ثابتان 

)/(أو  rVأي : السرعة النسبية  1Rبالنسبة للمعلم  Mأحسب سرعة النقطة  -1 1RMV  و السرعة الجرية

eV  أو)( /1 RRMV. 

aRMاستنتج طويلة السرعة المطلقة  -2 VV / 

)/(و   OMأحسب الزوايا المحصورة بين  -3 RMV 
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 تمارينحلول ال

 

  :ثانيالتمرين ال

 السرعة النسبية: -

t

l
V

UVV

VUV

a

a

a







222 

222 UVV a   (théories de Fytharoth) 

smV

U
t

VU
t

V

/01,2

2

2

2
2

2

2
2






 

 الزاوية  -





5,713,0

.





tg

tu
tg

u

V
tg a 

 

 

 :ثالثالتمرين ال

 

 

 

 

aV .)سرعة الطائرة بالنسبة للأرض موجهة نحو الشمال )السرعة المطلقة 

eV .سرعة الرياح في إتجاه الشمال الغربي بالنسبة للأرض بالنسبة للأرض 

hkmVe /150 

rV  سرعة الطائرة بالنسبة للرياحhkmV /10001  

era)1(لدينا   VVV  

aV  

V  

U  

aV  

30 

rV  

eV  

θ 

θ 

Proj 
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Projection de (1) sur l’axe  EO.  

 sinsin rr

r

r

VVproj
V

Vproj
  

30sin30sin ee

e

e

VVproj
V

Vproj
  

07,0
1000

5,0150
sin30sinsin

30sinsin





x

V

V

VV

r

e

er





 

 30,4 

 

 :السابعالتمرين 

 :OPحساب شعاع الموضع  -1

jibPO

jiibPAAOPO




















sin)cos(

sincos




 

PVr)(شعاع السرعة النسبية  -2


: 

rr Vji
Rdt

OPd
PV








  cossin

/

)(
)( 

PVe)(حساب شعاع السرعة المكتسبة  -3



: 

 
kV

jibiO

POw
Rdt

OOd
V

e

e























sin

sin)cos(

/

1







 

aVحساب السرعة المطلقة  -4


 

kjiV

VVV

a

era













 sincossin 


 

حساب شعاع التسارع النسبي  -5
ra


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ji
Rdt

Vd
a r

r










)sincos()cossin(
/

222   

eaحساب التسارع المكتسب  -6


 

kja

jk

kik

OPiiOPiO

OPwwOP
dt

wd

Rdt

OOd
a

e

e








































sinsin

sinsin

)sin(sin

)(

)(
/2

2

2

1

2











 

 

 :وريوليسكحساب تسارع 

ka

jiiVwa

c

rc




















cos2

)cossin(22




 























cos2sin

sinsincos

cossin
22

2








cera aaaa 

 

 :منالتمرين الثا

بالنسبة لـ  Rشعاع الدوران الآتي لـ  -1
1R 

kkt
dt

d
k

dt

d
w





 )( 

aVالسرعة  -2


 

 

ktjtitV

jikiw
dt

id

kt
dt

id
titV

Rktit
dt

d

Rdt

MOd
V

ktitkiOMMO

a

a

a

























sinsincos

.

sin)sin(cos

/)cos()sin(
/

)cos()sin(cossin

1

1

1

1










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 aالتسارع -

ktjtit

ktitjtjtit

kt
dt

jd
tjt

dt

id
tit

Rdt

Vad

a

a

a



















coscos2sin)(

cossincos)cos(sin

sin)sin(sin)cos(sin
/

222

222

22

1







 

 

 عاشر:التمرين ال

ruwtrrOM ).sin1(0  

 تعطى كما يلي: rVالسرعة النسبية -1

rr

r

r UwtwrU
dt

dr

cteUdt

OMd
V )cos(.

/
0


 

 التسارع النسبي 

rcterU

r

r Uwtwr
dt

Vd
a


 )sin()( 2

0


 

 سرعة الجر -2

 UwtwrUr
dt

Ud
r

dt

OMd
V r

ctere )sin1(.)( 0  
 

 تسارع الجر

rrcter

e
UwtrwUr

dt

Ud
r

dt

Vd
ea )sin1() 22      

 تسارع كوريوليس:  -

rc V 2 





Uwtwr

Ukwtwr

c

rc

)cos(2

)cos(2

2

0

2

0




 

 :حادي عشرالتمرين ال

 B: سرعة  Pفي المستوى  -1
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 الموضوع:شعاع 







 



z

y

y

Ua

Ua
AB

UOA

ABOAOB






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cos
 

zy UaUaOB  sin)cos(  

 هي: Pفي النقطة  Bسرعة -
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P

B
r UaUa

dt

OBd
V  sin)sin( '

)(
  
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P

B UaaUaa
dt

Vd
)sincos)sincos( 22''

)(    

 :ة الجرسرع -2

)(في حركة دورانية حول المحور Pالمستوى  zOU  0للمعلم الثابتR: 

zz
R

P UU
dt

d
ww 


 )(
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 
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zzze

UaBV

UaUaUOBwBV


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


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Vd
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e )( avec ( et   constantes) 

))(cos( 2
yx UUa     

 تسارع كوريوليس -

 zyz

c

UaUaU

rVrB





cos)sin(2
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'  


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 نقطة ماديةالحريك ت:  Vالفصل

Dynamique du Point Matériel 

I- مقدمة: 

بدلالة الزمن، دون التطرق لمسببات  (إذا كان علم الحركيات يدرس )يصف( حركة جسم ما )نقطة مادية

الحركة، فإن علم التحريك يدرس )يعرف( حركة الجسم ومسببات تلك الحركة أي تحليل العلاقة بين القوة 

 وتغيرات حركة الجسم.

II- :القوانين الثلاثة لنيوتن 

 :(inertie’Principe dمبدأ العطالة )(  Lois de Newton ére1)القانون الأول لنيوتن:  -1

 إذا كان جسم مادي غير خاضع لأي قوة فإنه:

 .)إما في حالة حركة مستقيمة منتظمة )سرعة ثابتة 

 .إما في حالة سكون إذا كان من البداية ساكنا 

 ملة المعزولة )الحرة( تتحرك وفق مسار مستقيم بسرعة ثابتة.جال - :نص المبدأ

 شك لقوة.الجسيمات المتسارعة ليست حرة ولا معزولة إنما خاضعة بدون  -

مة الحرة: هذا المعلم بدوره يبما أن الحركة مفهوم نسبي، فلا بد من تحديد المعلم الذي تنسب له حركة الجس

 سرعة ثابتة(.بمة يينبغي أن يكون حرا )لذا يسمى بمعلم غاليلي أو عطالي وفيه تنتقل الجس

 :(Lois de Newton éme2)القانون الثاني لنيوتن:  -2

 هي: v تهوسرع m تهكمية الحركة لجسم ما كتل :(Quantité de Mouvement)كمية الحركة  -أ(

P⃗⃗ = m. v⃗ …………………(V − 1) 

 ( 𝑣له نفس إتجاه     𝑃⃗)حيث  

 

 

 كمية الحركة  :V-1الشكل    

 

 يصاغ مبدأ العطالة بإدخال مفهوم كمية الحركة كمايلي:

 ثابتة.الجسم الحر يتنقل في معلم غاليلي بكمية حركة  -

  كمية حركة الجسم المعزول أو الحر تكون ثابتة أو محفوظة خلال حركته -

m P⃗⃗  
𝑣  
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P⃗⃗ = m. v⃗ = Cte…………………(V − 2) 

𝑑𝑃⃗ 

𝑑𝑡
= o⃗  

 (:(Principe Fondamental de la Dynamique P.F.Dللتحريك  يالمبدأ الأساس -ب(

على هذا  التغير النسبي )بالنسبة للزمن( في كمية الحركة لجسم ما يساوي محصلة القوى المؤثرة

 الجسم المتحرك.

F⃗ =∑F⃗ ext

n

i=1

= 
dP⃗⃗ 

dt
=
d(mv⃗ )

dt
  

 :إذا كانت كتلة الجسم ثابتة فإن المبدأ الأساسي للتحريك يصبح -

F⃗ = m
dv⃗ 

dt
    ⇒  𝐹 = mγ⃗  …………………(V − 3) 

= F⃗إذا كانت محصلة القوى معدومة  - o⃗   فإن التسارعγ⃗ = 𝑜   وبالتالي حركة الجسم تكون

= 𝑣)عطالية  𝐶𝑡𝑒)  من القانون الثاني(.لنيوتن هو حالة خاصة ) القانون الأول حالة 

 

 كمية الحركة: ظمبدأ إنحفا -جـ

,m2ين تمينفترض وجود جس m1 حرتين غير خاضعتين إلا للتأثيرات المتبادلة بينهما 

 

 

 

 

 

 

 كمية الحركةمبدأ انحفاظ  :V-2الشكل    

  بما أن الجملة معزولة أي كمية الحركة ثابتة

P⃗⃗ 1(t) + P⃗⃗ 2(t) = o⃗  

VA⃗⃗ ⃗⃗  
A 

t 

A' 

t' 

VA′⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ 

t 

B 

VB⃗⃗⃗⃗  

VB′⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ 
t' 

B' 
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 (تجريبيا )يمكن التحقق منها  `tتساوي كمية الحركة في اللحظة  tأي أن كمية الحركة في 

dP⃗⃗ 1
dt

=
dP⃗⃗ 2
dt

= 0⃗  

P⃗⃗ A + P⃗⃗ B = P⃗⃗ A` + P⃗⃗ B` ⇒ P⃗⃗ A` − P⃗⃗ A = −(P⃗⃗ 𝐵` − PB) 

∆P⃗⃗ A = −∆P⃗⃗ B…………………(V − 4) 

مساوية  𝑡∆خلال مجال زمني  Aتفاعل جسمين )كتلتين( تكون كمية الحركة التي يفقدها الجسم  ثناءأ* 

 لكمية الحركة التي يكتسبها الجسم الثاني خلال نفس المجال الزمني )تبادل في كمية الحركة(.

 لةمن الجسمات في حالة تأثير متبادل في جملة معزو nإذا كان عدد  -

P⃗⃗ = ∑P⃗⃗ i

n

i=1

= P⃗⃗ 1 + P⃗⃗ 2 +⋯………+ P⃗⃗ n = Cte…………………(V − 5) 

 :)مبدأ الفعل ورد الفعل(   )Loi de Newton éme3)القانون الثالث لنيوتن  -3

 فإن 1m،2mكمية الحركة لجملة معزولة متكونة من جسمين  ظفاححسب مبدأ ان

∆P⃗⃗ 1 = −∆P⃗⃗ 2 

⟹ lim
∆𝑡→0

∆P⃗⃗ 1
∆𝑡

= − lim
∆𝑡→0

∆P⃗⃗ 2
∆𝑡

 

dP⃗⃗ 1
dt

= −
dP⃗⃗ 2
dt

{
 
 

 
 dP⃗⃗ 1
dt

= F⃗ 1

dP⃗⃗ 2
dt

= F⃗ 2

⟹ F⃗ 1 = − F⃗ 2…………………(V − 6) 

F⃗ 11 لقوة المؤثرة على:    اm  2والناتجة عن التفاعل معm 

F⃗ 2:     2 لقوة المؤثرة علىm  1والناتجة عن التفاعل معm 

 ن بالفعل والأخرى برد الفعل.تيتسمى إحدى القو
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III- قوانين القوى) (Les Lois de Force: 

 (:Force d’interaction à distance )المتبادلة قوانين القوى -1

  : ((La Force de gravitation Universelleقانون الجذب العام  (أ

تفصل بينهما  2mو 1mقانون الجذب العام لنيوتن الذي يفسر قوى التجاذب بين جسمين ذي كتلتين 

F⃗ 1حيث تنشأ بينهما قوتي تجاذب  dمسافة  = − F⃗ 2 

 

 

 

 قانون الجذب العام لنيوتن :V-3الشكل    

F⃗ 1 = F⃗ = G 
m1m2

d2
. u⃗  

F⃗ = G 
m1m2

d2
. u⃗ …………………(V − 7) 

 

𝐺ثابت G حيث  = 6,67. 10−11m3Kg−1s−2  

[G] = M−1L3T−2 

قوة الجذب من جسم موجود على سطح الأرض  يه :(Champ de pesanteur (* قوى الثقل

 والأرض

 

 

 

 

 

 قوة الجذب :IV-4الشكل    

F⃗ Mm = F⃗ m = −G 
m M

R2
. u⃗ …………………(V − 8) 

 R= 6400Kmنصف قطر الأرض 

𝐹2⃗⃗⃗⃗  𝐹1⃗⃗  ⃗ 
m1 m2 

d 

M 

R 

m 

z 

𝑈⃗⃗  
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 Mكتلة الأرض 

 mكتلة الجسم 

= F⃗قوة الثقل  m. g⃗ 0 

F⃗ = P⃗⃗ ⟹ G 
 M

R2
. u⃗ =. g⃗ 0    

 من سطح الأرض Zإذا كان جسم موجود على مسافة  -

g⃗ = g⃗ 0
R2

(R + Z)2
 

 

 :(Champ Electrique ( القوى الكهربائية -ب

 * قانون كولون 

 

  

 قانون كولون :V-5الشكل     

 

 rتفصلهما مسافة  `qو qهي القوى المتبادلة بين شحنتين 

K =
1

4πε0
= 9.  ( ثابت)109

|F⃗ | =
1

4πε0

q q`

M2
…………………(V − 9) 

|F⃗ | = q E⃗⃗  

E⃗⃗ =
1

4πε

 q`

r2
u⃗  

 

 : ((Champ Magnétiqueالقوى المغناطيسية  -ج

 طبيعيا.غنطة متنشأ عن تفاعل تيارين كهربائيين أو أجسام م

F⃗ q′−q 

q q′ 

F⃗ q−q′ 

r 
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IV-  قوى التلامسLes Forces de Contacte)): 

 : Réaction du support) ) رد فعل سطحأ( 

∑عند التوازن  F⃗ = 0⃗       

      

 رد فعل سطح :V-6الشكل        

R⃗⃗ + P⃗⃗ = 0⃗     ⟹    R⃗⃗ = −P⃗⃗ …………………(V − 10) 

𝑅⃗  القوة الناجمة عن جسمm رد فعل السطح تسمىموضوع فوق سطح أفقي 

 

 (:Les Forces de frottement) ب( قوى الإحتكاك

 :* قوة إحتكاك جسم صلب

 

 

 

 

 

 

 قوى الاحتكاك :V-7الشكل     

 القوى المطبقة:

R⃗⃗ 𝑁 :.)قوة السطح )رد فعل السطح 

F⃗ eقوة الجر : 

f    )قوة الإحتكاك )رد الفعل المماس : 

:  الإحتاك زواية 

P⃗⃗     قوة الثقل :R⃗⃗ = R⃗⃗ N + f  

f = μ. R⃗⃗ N…………………(V − 11) 

(S) p⃗  

R⃗⃗  

m 

P⃗⃗  

f  

R⃗⃗ N R⃗⃗  

F⃗ e α 
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f = μ. RN  

f = R⃗⃗ T 

μ  :السطح  بطبيعة قتعلي معامل الإحتكاك(Coefficient de Frottement) 

 حيث :

tgα =
f

RN
= μ …………………(V − 12) 

  (:Frottement Fluide) * قوى الإحتكاك الموانع

 تعطى قوى الإحتكاك في الموانع )غازات أو سوائل( لجسم ينتقل فيها سرعة ضعيفة نسبيا بالعلاقة 

F⃗ = −K μ. v⃗ …………………(V − 13) 

 Stocksقوة  

: K معامل مرتبط بالشكل الهندسي للجسم )في حالة جسم كرويK = 6πR. 

.)معامل اللزوجة )خاص بالموانع : 

: v⃗  سرعة الجسم داخل الموائع 

 : (Les Forces Elastique)  المرنةالقوى  (ج

 

 

 

 

 

 

 

 

 قوى المرونة :IV-8الشكل    

 

l0 
l 

T⃗⃗  

P⃗⃗  
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T⃗⃗ = −K(ℓ− ℓ0)u⃗ …………………(V − 14) 

: Kثابت مرونة النابض 

Tقوة مرونة النابض : 

 

V- عزم قوةMoment d’une Force)  (: 

 :عزم قوة بالنسبة لنقطة  -1

ℳ⃗⃗⃗ (F⃗ ) O⁄ = Oℳ⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ∧ F⃗ …………………(V − 15) 

ℳ⃗⃗⃗ (F⃗ )هو العزم بالنسبة لنقطة مقدار شعاعي Oبالنسبة لنقطة  Mالمطبقة في نقطة   F⃗عزم قوة  = F⃗ . d 

 عزم قوة بالنسبة لمحور: -2

هو المقدار الجبري لمسقط العزم بالنسبة لنقطة على  Oيمر بالنقطة  (∆)بالنسبة لمحور   F⃗عزم قوة 

 (∆)المحور 

ℳ⃗⃗⃗ (F⃗ ) (∆) =⁄ ℳ⃗⃗⃗ (F⃗ ) O⁄ . u⃗ …………………(V − 16) 

 

VI- الحرك العزم( يLe moment Cinétique :) 

 :العزم الحركي بالنسبة لنقطة وبالنسبة لمحور -1

 بالعلاقة  vويتحرك بسرعة  mلجسم كتلته  0يعرف العزم الحركي بالنسبة لنقطة   -

L⃗ O⁄ = Oℳ⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ∧ P⃗⃗ …………………(V − 17) 

P⃗⃗ = mv⃗  كمية الحركة 

 العزم الحركي بالنسبة لمحور -

L (∆)⁄ = L⃗ O⁄ . u⃗ …………………(V − 18) 

 في الحالة العامة حيث 

Oℳ⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = xi + yj + zk⃗  

P⃗⃗ = mvxi + mvyj + mvzk⃗  

 نحصل على عبارة العزم الحركي التالية: 
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L⃗ O⁄ = Oℳ⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ∧ P⃗⃗ = |
𝑖 −𝑗 𝑘⃗ 

𝑥 𝑦 𝑧
𝑚𝑣𝑥 𝑚𝑣𝑦 𝑚𝑣𝑧

| 

L⃗ O⁄ = |

yPz − zPy
zPx − xPz
xPy − yPx

| 

 

𝐏𝐳 ) (XOY* في حالة حركة مستوية ) = 𝟎): 

⁄L⃗ Oإتجاها = Cte           L⃗ O⁄  ⊥ (XOY)              

 

  L⃗ O⁄ = (xPy − yPx)k  له إتجاه ثابت 

 * في حالة حركة دائرية:

L⃗ O⁄ = r ∧ P⃗⃗  

 L⃗ O⁄    = r ∧ mv⃗  

L⃗ O⁄ = ru⃗ r ∧ m(rωu⃗ θ) 

L⃗ O⁄ = mr2ω(u⃗ r ∧ u⃗ θ) = mr
2ωk⃗ = mr2ω⃗⃗  

 

 * في حالة حركة منحنية:

L⃗ O⁄ = r ∧ P⃗⃗ = ru⃗ r ∧ m(
dr

dt
u⃗ r + r.

dθ

dt
U⃗⃗ θ) 

 

L⃗ O⁄ = mr2ω (u⃗ r ∧ u⃗ θ) 

L⃗ O⁄ = mr2ωk⃗  
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 نظرية العزم الحركي: -2

L⃗ O⁄ = Oℳ⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ∧ P⃗⃗  

d L⃗ O⁄

dt
=
d

dt
[Oℳ⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ∧ P⃗⃗ ] =  

dOℳ⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ 

dt
∧ P⃗⃗ + Oℳ⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ∧

dP⃗⃗ 

dt
 

                                       
d L⃗ O⁄

dt
 =  v⃗ ∧ mv⃗ + Oℳ⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ∧

dP⃗⃗ 

dt
= 0⃗ + Oℳ⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ∧ P⃗⃗  

d L⃗ O⁄

dt
 = Oℳ⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ∧ F⃗  

d L⃗ O⁄

dt
 = ℳ⃗⃗⃗ (F⃗ ) O⁄ …………………(V − 19) 

المؤثرة على هذا الجسم  هي عزم محصلة القوى الخارجية Oالتغير الزمني للعزم الحركي بالنسبة لنقطة 

 بالنسبة لنفس النقطة.

VII-  القوة المركزيةForces Centrales) : ) 

 عندما تكون

d L⃗ O⁄

dt
= 0            ⟸    ℳ⃗⃗⃗ (F⃗ ) O⁄ = 0⃗  

L⃗ O⁄ = 𝐶𝑡𝑒 

 تكون عزم القوى المطبقة يساوي صفر أي: ن العزم الحركي لنقطة مادية ثابتعندما يكو

 F⃗ = 0⃗    ⟹     P⃗⃗ = Cte    ⟹ v⃗ = Cte    يعني النقطة المادية معزولة 

  إذا كانت القوةF⃗  فإن  0 متجهة نحو النقطةF⃗ ⫽ Oℳ⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗  فإن هذه القوة تسمى قوة مركزية 

ℳ⃗⃗⃗ (F⃗ ) O⁄ = Oℳ⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ∧ F⃗ = 0⃗            ⟹   L⃗ O⁄ =  Cte…………………(V − 20) 

 .الحركة تتم في المستوييعني أن 
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 (Exercices)تمارين 

 

 التمرين الأول:

 Fتحت تأثير القوة  mكتلتها  M تتحرك نقطة مادية 

 معادلة حركتها في الحالات التالية:أحسب سرعة النقطة المادية و عبر عن  -

1- wtFF sin0  0(0مع( OM    0(0و( V 

2- VKF        0(0مع( OM   0(0و( VV   

3- OMKF        0(0مع( OMOM    00و //)0( OMVV  

 ثوابت موجبة. Kو  wشعاع ثابت،  0Fحيث 

 

 :ثانيالتمرين ال

هذه النقطة المادية توجد تحت تأثير قوة  )OXY(موجودة على المستوي الأفقي  mكتلتها  Mنقطة مادية 

OMKFجاذبة    حيث  .K  ثابت موجب، في اللحظةt=0s  تكون النقطةM  عندA(a,0)  و لها

  ).2α<π/<0  (. أين)OX(مع المحور  )α(صانعة زاوية  0Vسرعة ابتدائية 

 أ( أكتب المعادلات التفاضلية للحركة. (1

 ب( برهن أن المعادلات التفاضلية السابقة تقبل الحلول الآتية:

wtDwtCty

wtBwtAtx

sincos)(

sincos)(




 

حيث 
m

K
w  

      Dو C, B, Aج( عين الثوابت 

 . (α=π/2)( ماهي معادلة المسار في حالة 2

 أعطي طبيعته.

a=2m =5m/s0V ;  ;ت.ع:    حتى تكون الحركة دائرية. m ( عين قيمة الكتلة 3

K=0,025  
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 :لثالتمرين الثا

. يتحرك الجسم تحت تأثير ثقله αو بزاوية ميل عن الأفق تساوي 0Vبسرعة ابتدائية  mقذف جسم كتلته  

VKmgRو مقاومة الهواء   . 

 للجسم ثم استنتج البعد الأفقي الذي يبلغ عنده الجسم أعلى وضع له. hعين أعلى ارتفاع  -

 

  :رابعالتمرين ال

معامل الاحتكاك الحركي هو  .θ °35=  موضوعا على مستوي خشن مائل ب 8Nيبين الشكل جسما ثقله 

 g=10ms-2 ، نأخذ 0.40

 ماهي زاوية الميل اللازمة لكي ينتقل الجسم بسرعة ثابتة؟ -1

 ؟ θ °35=ماهي القوة الناظمية عند ميل  -2

 ؟θ °35=ماهي قوة الاحتكاك الحركي عند  -3

 ؟θ °35=ماهو التسارع عند ميل  -4

 

 :خامسالالتمرين 

طوله  f=0.2خشن معامل احتكاكه  ABحيث أن: الطريق  ABCتتحرك نقطة مادية على المسلك 

l=11m  أما الطريق ،BC  عبارة عن ربع دائرة مركزها( أملسO  و نصف قطرهاr=5m ) 

 . ABأوجد قوة الاحتكاك و تسارع الحركة على  .1

 . Bأوجد السرعة عند  .2

 .C، استنتج السرعة عند النقطة M’باستعمال المبدأ الأساسي للتحريك جد السرعة عند  .3

 . M’أوجد رد الفعل عند النقطة  .4

)=12m/sAm=10 Kg, v( 

 

 بدون احتكاك على السطح الممثل بالشكل Mتنزلق نقطة مادية 

 بدون سرعة ابتدائية.  Aابتداء من النقطة  المقابل 

 .Rو   h ,θبدلالة  Mأحسب سرعة  -1

 Nأحسب رد فعل السطح  -2

 بحيث ترسمh ماهي أدنى قيمة للارتفاع  -3

 (.Bإلى  Mمسارا مغلقا )من M النقطة 

 

θ 

A B 

M’ 

C 

M 

m 

θ 
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 :دساسالتمرين ال

: قوة أفقية، تعطى Fلثلاث قوى ممثلة على الشكل،  mتخضع كتلة 
6

,
4





  

 من أجل أن تكون محصلة القوى معدومة. gو  mبدلالة  Tو  Fأحسب طويلة القوى 

 

 

 

 

 

  :سابعالتمرين ال

و توجد بنهايته  Oليكن حبل مهمل الكتلة و عديم الامتطاط معلق من النهاية الأولى بجدار في النقطة 

 Fبقوة   OA=ABالواقعة في الوسط Aعلى الأرض. يقوم شخص بشد الحبل في نقطة  mالحرة كتلة 

يصنع زاوية  AB)انظر الشكل( , الحبل  OBعمودية على  10  مع المستقيمOB قبل أن تتحرك ،

NFتكون قيمة  mالكتة  340 مع العلم أن الحبل و القوة ،F  يوجدان معا في المستوي الشاقولي

17,010sin;98,010cos)تعطى  ) 

 .F, هل هذه القوة أقل أو تساوي أو أكبر من  mأحسب قيمة القوة المطبقة من طرف الحبل على الكتلة 

 

 

 

 

 :لثامنا التمرين

مرتبطتين بحبل مهمل الكتلة و عديم الامتطاط و الذي يمر عبر بكرة مهملة الكتلة )كما  2m ,1mكتلتين 

مع الأفق ومستوي هو موضح في الشكل(، الجملة موضوعة على مستويين، مستوي مائل يصنع زاوية 

 أفقي، تترك الجملة حرة بدون سرعة ابتدائية.

 مهملة، أحسب: تسارع الجملة وتوتر الحبل؟باعتبار قوى الاحتكاك  -1

، نلاحظ أن dو المستوي المائل، معامل الاحتكاك المحرك  1mنفرض وجود احتكاك بين الكتلة  -2

 الجملة تنزلق، أحسب: تسارع الجملة وتوتر الحبل؟
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 : تاسعالتمرين ال

مع الطاولة  A. معامل الاحتكاك ل 5Kgو  10Kgعلى )الشكل( هما على التوالي  Bو  Aكتلتا الجسمين 

 . نهمل كتلة البكرة كما نفترض الخيط مهمل الكتلة و عديم الامتطاط. 0,20هو 

 من التحرك. Aالتي تمنع  Cأوجد الكتلة الأصغرية ل  -

 .Cأحسب تسارع الجملة إذا رفعنا  -

 

 

 :العاشرالتمرين 

من السكون  mعلى مستوى أفقي. تنزلق جسيمة كتلتها  Oو مركزها  R=2mتوضع كرة نصف قطرها 

 الواقعة في أعلى نصف الكرة.  0Mتحت تأثير ثقلها من النقطة 

اكتب المعادلة التفاضلية لحركة هذه الجسيمة أثناء انزلاقها علما أن معامل الاحتكاك الانزلاقي  -1

 .αعلى سطح الكرة هو 

 الاحتكاك:بإهمال  -2

( تعطى بالعلاقة θ=0MO,OMالمعرفة بالزاوية ) Mبين أن السرعة المكتسبة عند النقطة  -أ

)cos1(2  Rgv 

 التي من أجلها تغادر الجسيمة سطح الكرة، ناقش النتيجة, 0θاستنتج عندئذ مقدار الزاوية  -ب

 الموافقة. 0vأحسب السرعة  -ج

 

 

 

 

 

 

 يطلب: 0vبالسرعة  Mعند مغادرة الجسيمة النقطة  -3

 .t, 0θ, 0g, R, vاللحظية للحركة بدلالة  vايجاد السرعة  -أ

  شدتي القوة المماسية و القوة الناظمية. -ب
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 : عشر لحاديالتمرين ا

، ينزلق الجسم  على مستوي مائل الذي يصنع زاوية m=0.1Kgنعتبره نقطة مادية، كتلته  Sجسم صلب 

=20°α  مع السطح الأفقي 

بدون سرعة ابتدائية. باعتبار قوى الاحتكاك  مهملة، حدد طبيعة حركة  Aيطلق الجسم من النقطة  (1

 )برر إجابتك( Sالجسم 

 .AB=2m، حيث Bأحسب الزمن الذي يستغرقه الجسم ليصل الى النقطة  (2

 : gµ، و باعتبار وجود قوى الاحتكاك حيث معامل الاحتكاك الحركي t=1.3s نعتبر هذه المدة (3

 في هذه الحالة. Sعين القوى المؤثرة على الجسم  (أ

 .gµاستنتج معامل الاحتكاك  (ب

 . 3m/sبسرعة  Aالى النقطة  Bالجسم الان ينطلق من النقطة  (4

 أين تنعدم سرعة الجسم : Cحدد موضع النقطة -

 أ( بإهمال  قوى الاحتكاك.

 .0.11gµ=ب( بوجود قوة احتكاك بمعامل 

 (2g=9.81 m/s)بأخذ 

 

 :عشر نيالتمرين الثا

)الشكل أسفله(, وذلك بدورانه حول  ABCبدون احتكاك على سطح مخروط  5.5Kgكتلته  Dينتقل جسم 

 . أحسب :mn 10tours/بسرعة زاوية  ’EEالمحور 

 السرعة الخطية على السطح. -أ

 الجسم.رد فعل السطح على  -ب

 توتر الخيط. -ج

 .g=9.8ms-1السرعة الزاوية اللازمة لكي ينعدم رد فعل المستوي. نأخذ  -د

 

 

 

 

  :عشر ثالثالتمرين ال

 : 6Kgيعطى شعاع الموضع لجسم كتلته 

)()23()4()63( 32 mktjtittr  

4.5m 

60° 

D 

E 

B 

C A 

E’ 
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 أوجد:

 المؤثرة على الجسم؟ Fالقوة  -1

 بالنسبة للمبدأ؟ Fعزم القوة  -2

 للجسم و عزمه الحركي بالنسبة للمبدأ؟ pكمية الحركة  -3

تأكد أن  -4
dt

pd
F   و أن

dt

Ld
؟ 

 

 :عشر رابعالتمرين ال

 « O»و مركزها  R( على مسار دائري أفقي نصف قطره mتتحرك نقطة مادية )كتلتها 

 AMو غير قابل للامتداد. أثناء الحركة  lطوله  AMبواسطة خيط  Aمتصلة بوضعية ثابتة  mالكتلة 

  OAمع المحور العمودي  αيشكل الزاوية 

تمثل السرعة الزاوية للكتلة w  حيث أن m, g, l, wبدلالة  Tو توتر الخيط  αأوجد الزاوية   -1

 المتحركة.

 أحسب كمية الحركة -2

  Aللنقطة  استنتج العزم الحركي بالنسبة -3

 أحسب عزم محصلة القوى المؤثرة على الكتلة ثم تحقق من نظرية العزم الحركي. -4

 

 :عشر خامسالتمرين ال

 بقوة من الشكل: Oنحو نقطة ثابتة  Mتتحرك في وسط مائع، تجذب النقطة  mكتلتها  Mلتكن نقطة 

   OMKF  

 مقاومة ناتجة عن الوسط من الشكل:ومن جهة أخرى تخضع هذه النقطة إلى قوة 

   vf  

 ثابتان موجبان. Kو  αحيث 

أحسب  -1
dt

Ld
 (L  يمثل العزم الحركي بالنسبة لO) 

uLLبين أن طويلة العزم الحركي هي دالة متناقصة بالنسبة للزمن ) -2   معCteu .) 

 بين أن الحركة مستوية. -3

 أكتب المعادلات التفاضلية للحركة. -4

أعطي الحلول في حالة إهمال قوة مقاومة الوسط، استنتج معادلة المسار علما أن في اللحظة  -5

t=0s  توجد النقطةM  في الموضعA(a, 0)  0وسرعتها الابتدائيةv  موازية للمحور)OY(. 
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 تمارينحلول ال
 

 :ثانيالتمرين ال

 

 أ. كتابة المعادلات التفاضلية للحركة -(1

  OMk mF 
 

 ( إذن:OXYالنقطة المادية موجودة على المستوى الأفقي )

ORP 
  

 (oxالإسقاط على المحور )

)1........(........................................0
m

k
x-kgxxm  x

 
 (oyبالإسقاط على المحور )

)2(..................................................0
m

k
y-kyym  y

 
 ( تقبل الحل المشار إليه في التمرين إذا كان الحل هو:1ب( البرهان على أن المعادلة )

tsin BtcostA    x(t)  
 

 وتكون 

wt Bwwt Aw(t)x sincos 22 
 

)()(2 tx
m

k
xt w 

 
 ( نحصل على1في المعادلة ) ẍ(t)و  x(t)إذا ما أدخلنا 

0 x
m

k
x

m

k

 
 (1للمعادلة ) ناسبالحل المقترح في التمرين هو الحل الم إذن

 بنفس الطريقة 

tsin Dtcost Cy(t) ww 
 

 

)()(sincos 222
..

ty
m

k
tywwtDwwtCwy 

 
 (2بالتعويض في المعادلة )

0)(
m

k
)(

m

k
 tyty

 
 (2للمعادلة التفاضلية ) مناسبيمثل الحل ال y(t)الحل  اذن

 Dو Cو Bو Aج( حساب التوابت
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2


   

aAax(0) 
 

wtBwwtAw(t)x cossin 
 

w

V
BBωV(o)x o

o




cos
cos 

 

0,0)0(  CY
 

wtDwwtDwwtCw(t)y coscossin 
 

w

V
DDωV(o)y o

o




sin
sin 

 
 معادلات الحركة تصبح                    أجل ( من2

wt
wV

y

wt
a

x

wt
V

ty

wtatx

o

o

sin
/

cos

sin)(

cos)(
















 

 المسار تكونوعليه فإن معادلة 

1
)/( 2

2

2

2


wV

y

a

x

o 

 هذه المعادلة تدل على أن المسار هو عبارة عن

 o(0,0مركزه ) -قطع ناقصة: 

 aنصف محور الكبير  -           

 /oVنصف محور الصغير  -             

 حتى تكون الحركة دائرية هي:m( القيمة التي يجب إعطاؤها للكتلة 3

2

2

0

2

02

oV

ka
m

k

m
V

w

V
a 










 

 ت.ع: 

gKgm 4004,0
25

4025,0




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 التمرين الثالث:

VkmgR 
 

 بتطبيق م.أ.ت:

mF 
 

 بالإسقاط على المحاور:


























)2...(..........

)1.....(..........0

)(

)(

gkgV
dt

dV

kgV
dt

dV

mPkmgVoy
dt

dV
mkmgVox

y

y

x
x

yy

x
x



 

 ( معادلة تفاضلية من الدرجة الأولى دون طرف حلها:1

kgt

x CeV  

 coscos0 oox VCVVt  

kgt

ox

kgt

x eVVCeV   .cos 

 ( معادلة تفاضلية من الدرجة الأولى بطرف حلها2

k
eCV kgt

y

1
1  

 

k
VCVVt ooy

1
sinsin0 1  à 

k
e

k
VV kgt

oy

1
)

1
sin(   
















k

kgt
e

k

VyV

kgt
eVVx

1
)

1
sin0(

cos0




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









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

2

1
sin

0

1

1

cos
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k

α(V
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C
kgt

e

kg

αV

x

 

à 0t 0x  kg

V
C
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1   
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)

1
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1
2 0

k
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





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


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1
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0

1

)1(

cos
0

cos
0
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0
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hyعند الذروة       0وyV     لنجدhtt  

0yV  0
1

)
1

sin( 0 


k
e

k
V

kgt


 

 )sin1ln(
1

0 kV
kg

th 
 

 فنجد: yنعوض في

 )1sinln(sin
1

002
  kVkV

gK
h

 

 

 



Dynamique du Point Matériel                                                                           نقطة ماديةال تحريك  

140 H.BEDBOUDI ENSET Skikda 

في   htلنجد البعد الأفقي نعوض  

x :فنجد 

 

 

 

 

  

)1sin(

2sin2

0








kV

V
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 :رابعالتمرين ال

 

 

 

 

 

 

زاوية الميل اللازمة لكي يقع الجسم لما تبلغ قوة الاحتكاك السكوني الأعظمية من أجل زاوية إقلاع  -1

 حينما يقلع الجسم: xPوالتي تسمى زاوية الاحتكاك وهي زاوية حدية فتتكافأ مع مركبة الثقل 

 66,388,0 000  tgtg

              
















0

max

0max

cos

.

sin







mgPN

Nf

mgPf

y

S

xS

 

 شدة قوة الاحتكاك الأعظمي -2

NfNf SS 13,3. maxmax   

 °35قوة التناظمية عند ميل  -3

NNmgPN y 1,4cos   

 قوة الاحتكاك السكوني عند  -4

NfmgPf SxS 87,2sin   

 :خامسالتمرين ال

 2,0f      الخشن BAالسطح  

m11   

mr       أملس BCالسطح  5 

 ABقوة الاحتكاك وتسارع الحركة على  -1

mNPF g   mF ext 

m 

θ 

N  f  

P  

θ 

A B 

M’ 

C 

M 

N  

P  

f  



Dynamique du Point Matériel                                                                           نقطة ماديةال تحريك  

142 H.BEDBOUDI ENSET Skikda 

xg mFx :)0( 

0 NPymgNP  

10102,0... xxgmfNfFf  

NF f 20 
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dV
a

SmVN

A

VABV

VABV

xVV

B

AA

B

xAB

/10:
)(2

)(2

2)(

2

2

0

2

22
















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
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
  
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
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

 

)cos1()(
2

1 2

'

2  grVV MB
 

160cos)10(2)10)(5(2)cos1(2 22   BM VrgV 

N  

NU  
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Sm /50cos100   

    :  Cاستنتاج السرعة  عند
2


  

0100)5)(10(22 22  BC VrgV 

SmVC /0 

 (:1: من )M'رد الفعل عند -4

cos
2

mg
r

V
mN  

NN  

 :ثاني عشرالتمرين ال

wrVحركة الجسم دائرية وعليه فإن السرعة الخطية للجسم هي  -(1  

 نحول السرعة الزاوية إلى جملة الوحدات الدولية

Srod
x

w /05,1
60

28,610
 

 1EE  نحسب نصف قطر الحركة الدائرية التي يقوم بها الجسم حول المحور

mr

rr

9,3

87,0.5,460sin



 
 

SmVxV                                  ومنه /1,49,305,1  

لجسم: الجسم يقوم بحركة دائرية منتظمة تحت تأثير قوى رد الفعل السطح على احساب شدة قوة  -(2

 . نقطة القوى على المحورين )أنظر الشكل(2mwمحصلتها قوة مركزية شدتها 

 

 

 

 

 

 

X 

Y 

xT  

yT  

xR  

yR  R  

X’ 

Y’ 

  

T
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irmwRTP
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

2

 
 

)1........(cossin:)0( 2rmwRTx   

)2..(..........0cossin:)0(   TRPy 

 (:2( و)1نحذف التوتر ما بين المعادلتين )













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cos

sin
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sin 22
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rmwR
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T

T









 

NRrwgmR 37).......3()cossin( 2   

 (2( أو )1توتر الخيط نستنتجه من المعادلة ) -3

NT
rmwR

T 4,46
sin

cos 2








 

42,43
cos

sin



 T

RP
T




 

 (3الفرق بين القيمتين ناتج عن القيم التقريبية التي نأخذها على الجسم نستنتجه من المعادلة )

0)cossin( 2   rwgmR 









coscossin

sin

cos

sin2



g
w

g

r

g
w  

Srodw /1,2 

 :لثالث عشرالتمرين ا

ktjtittr


)23()4()63( 32  

 القوة المؤثرة على الجسم -1

jtiFrmmF





.14436   

 عزم القوة بالنسبة للمبدأ -2
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




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23463 32
/
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tttt

kji

FrM O




 

kttjtittM O


)864288()72108()288432( 232

/  

 كمية الحركة الجسم -3

kjtitVmP


1872)3636( 2  

 العزم الحركي بالنسبة للمبدأ 







18723636

23463
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32
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
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)28872()727254()144144( 34223  

kjtitP


1872)3636( 2  

Fjti
dt

Pd 


 .14436 

 عشر: رابعلالتمرين ا

 الحركة تكون وفق حركة دائرية مستوية

),,(معلم اسطواني قاعدته kUU r


 

 الزاوية  -(1

rUROM  شعاع الموضع 

URwالسرعة                                    
dr

Ud
R

dr

OMd
V

r


 

rURw                                      التسارع
dr

Ud
Rw

dr

Vd 2


 

باستعمال المبدأ الأساسي للتحريك   mF 

mTP  
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U     URwVالحركة تتم وفق الشعاع   

 sinsin 


 R
R

UmRwPحيث  
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 نقطة مادية حركيات : III المحور

 Cinématique d’un Point Matériel 

I :مقدمة 

 تمهيد: -أ

الحركة والسكون مفهومان نسيان فالجبل ساكن بالنسبة للأرض ولكنه متحرك بالنسبة لمراقب بعيد عن 

 متحرك.الأرض والذي يرى الكرة الأرضية وكل ما عليها 

لأي حركة تعيين نظام مرجعي )معلم( والذي تحلل الحركة بالنسبة له، تتم هذه الدراسة  الدارس يجب على

 شعاعي  الشكلينعلى أحد 

   a⃗والتسارع   v⃗السرعة   Oℳ⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗أشعة الموضع  باستخدام شعاعي : -

 بتحديد معادلة الحركة وفق مسار معين. :جبري  -

 تعاريف: -ب

 قوى الإلى المسببات )ك الحركة دون التعرض دراسةعلم الحركة أو حركيات نقطة مادية هي

 مثلا....إلخ(.

يمكن إعتبار أبعاده معدومة نظريا مهملة عمليا مقارنة بالمسافة  النقطة المادية هي كل جسم مادي

 المقطوعة )المسار(.

 خلال زمن.المتحرك مجموعة النقاط )الأوضاع( المتتالية التي يستغلها هو مسار متحرك 

𝑡1 < 𝑡2 < 𝑡3 < 𝑡4 

 * يكون المسار ماديا )الطريق( وهميا )مسار القمر(

 

 

 

 

 مسار متحرك :III-1الشكل    

 

 

 

 

 

P(t1) 

P(t2) 
P(t3) 

P(t4) 

مسار 

)Trajectoire( 
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II– للحركة:المقادير الفيزيائية 

 :(Vecteur Position)شعاع الموضع  -1

,R(0 كارتيزيفي معلم فضائي  tفي اللحظة  ℳيعرف موضع نقطة مادية  i , j , k⃗ ) الشكل( II-2 )

 . Oℳ⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ شعاع الموضعب

 

 

 

  

 

 

 

 

 

 شعاع الموضع :III-2الشكل     

 

Oℳ⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = r (t)

Oℳ⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = xi + yj + zk⃗ 

‖Oℳ⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ‖ = √x2 + y2 + z2…………………(III − 1)

 

 

 ال( معادلة الزمنيةEquations Horaires): 

حركة وتكون في حالة  مستقلة عن الزمن x,y,zإذا كانت الإحداثيات  سكونفي  ℳالمادية  تكون النقطة

(mouvement إذا أصبحت هذه الإحداثيات )زمن ونرمز لها بـــ توابع للx(t), y(t),z(t).  تسمى هذه

 .للحركة المعادلات الزمنيةالدوال 

  المستطلة دارسة الحركة المستوية تتم بالإحداثيات  المستوية:الحركة 𝑅(0, 𝑖 , 𝑗 )  حيث يصبح الموضع

 Equationالمعادلة الكارتيزية للمسار  تسمى  x y(t)الدالة x(t) ,y(t)معرف بإحداثياتين هما 

cartésienne de la trajectoire)). 

 المسار بحذف الزمن ما بين المعادلتين الزمنيين.معادلة نحصل على 

 

 (:Vecteur Vitesseالسرعة )شعاع  -2

i  j  

k⃗  

r (t) 

M 

Z 

Y 

X 
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 السرعة هي المسافة المقطوعة خلال وحدة زمن 

 شعاع ( السرعة المتوسطةVecteur Vitesse moyenne) 

 III-3 الشكللاحظ 

 ℳ`يشغل فيها المتحرك الموضع التي  t'واللحظة  ℳ التي يشغل فيها المتحرك الموضع t بين اللحظة

 المتوسطة معرف بالعبارة التالية فإن شعاع السرعة 

𝑉⃗ 𝑚𝑜𝑦 =
ℳℳ ′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗

𝑡 ′ − 𝑡
, 

  𝑉𝑚𝑜𝑦 =
|ℳℳ′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗|

Δ𝑡
…………………(III − 2) 

 

 

 

 

 

 

 

 متوسطةشعاع السرعة ال :III-3الشكل   

 

 (: Vecteur Vitesse Instantanée* شعاع السرعة اللحظية )

شعاع  (Dérivéeمشتقة )أنه  tيعرف شعاع السرعة اللحظية لنقطة مادية أي شعاع السرعة في اللحظة 

 الموضع بالنسبة للزمن:

V⃗⃗ t = lim
t→t`

Oℳ⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ` − Oℳ⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ 

t − t`
= lim
∆t→0

∆Oℳ⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ 

∆t
=
dOℳ⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ 

dt
 

𝑉⃗ 𝑡 =
𝑑𝑂ℳ⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ 

𝑑𝑡
…………………(III − 3) 

∆t .يكون صغيرا جدا 

 ملاحظة:

 وموجه دائما نحو إتجاه الحركة. ℳيحمله المماس للمسار في النقطة  𝑉⃗ 𝑡* شعاع السرعة 

M(t) 

M(t’) 

v(t)⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ 

O 
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ℳ 

ℳ` 

𝑣  

𝑣 ` 

* في المعلم الكارتيري نستنتج العبارة الشعاعية للسرعة من العبارة الشعاعية للموضع وذلك بعملية 

 إشنقاق

Oℳ⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = r = xi + yj + zk⃗    ⟹ V⃗⃗ = ẋi + ẏj + żk⃗  

 * شدة شعاع السرعة اللحظية

𝑉 = √𝑥̇2 + 𝑦̇2 + 𝑧̇2…………………(III − 4) 

 

 :(Vecteur Accélération)شعاع التسارع  -3

 نعتبر التسارع مقدار تغيير السرعة خلال وحدة زمن.

 :(Vecteur accélération moyenne* شعاع التسارع المتوسط )

⃗⃗⃗⃗`Oℳو   Oℳ⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗المناسبتين لشعاعي الموضع `tو tإذا إعتبرنا لحظتين مختلفتين  ⃗⃗ ⃗⃗ وشعاعي السرعة اللحظية  ⃗ 

V⃗⃗   وV⃗⃗ ` الشكل( III-4فإن ) :شعاع التسارع المتوسط معرف بالعبارة 

a⃗ moy =
V⃗⃗ ` − V⃗⃗ 

t` − t
=
∆V⃗⃗ 

∆t
                

  amoy =
|∆V⃗⃗ |

∆t
…………………(III − 5) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 تسارع المتوسطلشعاع ا :III-4الشكل     
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 (:Vecteur accélération instantané) * شعاع التسارع اللحظي

 .اللحظية بالنسبة للزمن مشتقة شعاع السرعة اللحظي لحركة ما يعرف أنهشعاع التسارع 

a⃗ = lim
t`→t

V⃗⃗ ` − V⃗⃗ 

t` − t
= lim
∆t→0

∆V⃗⃗ 

∆t
=
dV⃗⃗ 

dt
=
d2Oℳ⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ 

dt2
 

a⃗ =
dV⃗⃗ 

dt
=
d2Oℳ⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ 

dt2
…………………(III − 6) 

 

     في الإحداثيات الديكارتية

 a⃗ =
d2X

dt2
i +
d2Y

dt2
j +
d2Z

dt2
k⃗  

 يكون شعاع التسارع موجها دائما نحو تقعر المسار ♦

a = √ẍ2 + ÿ2 + z̈2…………………(III − 7) 

 

 

 

 

 

 شعاع التسارع اللحظي :III-5الشكل     

 

. a⃗إذا كان  متسارعةتكون الحركة  ملاحظة: v⃗ > . a⃗إذا كان  متباطئةو 0 v⃗ < الحركة فيدل اتجاه ، أما 0

  v⃗ عليه إتجاه شعاع السرعة

} Oℳ⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗إذا كان شعاع الموضع هو  مثال:
x = 2t2

y = 4t − 5

z = t3
  . 

 استنتج شعاع السرعة والتسارع اللحظتين ثم أحسب شدة كل منهما. ♦

 الإشتقاق فنحصل على: تقوم بعملتيالجواب:

v⃗ = 4ti + 4j + 3t2k⃗        ⟶    a⃗ = 4i + 6tk⃗  

v = √16t2 + 16 + 9t4        ⟶     a = √16 + 36t2 

 

 

a⃗ (t) 

 

 المسار        
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X 
x x0 o 

II- :أنواع الحركة 

 إذا إعتبرنا المسار كمعيار لتصنيف الحركة فإنه لدينا نوعين من الحركة:

 حركة مستقيمة وأخرى منحنية )دائرية جيبية(

 :(Mouvement rectiligne) الحركة المستقيمة (1

 نقول عن حركة مستقيمة إذا كانت تتغير وفق خط مستقيم.

 :(Mouvement Rectiligne Uniformeالحركة المستقيمة المنتظمة ) -أ

مستقيما وشعاع سرعتها ثابتا وبالتالي تكون نقطة مادية في حالة حركة مستقيمة منتظمة إذا كان مسارها 

 فإن شعاع تسارعها معدوم.

t  كمعلم، ونحدد الشروط الإبتدائية  Oxنختار المحور : * المعادلة الزمنية = t0 ,    x = x0 

 الدين

v = ẋ =
dx

dt
⟹ dx = vdt = ∫ dx

x

x0

= ∫vdt

t

t0

 

x|x0
x = vt|t0

t   ⇒ x − x0 = v(t − t0) 

x = v(t − t0) + x0…………………(III − 8) 

t       من أجل = 0s 

 

x = vt + x0 

 

 

 

 (:Diagramme du Mouvement) مخططات الحركة  -

 (.II-6)الشكل  التسارع بدلالة الزمن و السرعة، والإنتقال مخططات الحركة هي التمثيل البياني لكل من

 

 

 

 

 

 المنتظمة لمستقيمةا مخططات الحركة :III-6الشكل   
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 :(Mouvement Rectiligne Uniformément Variéبانتظام )الحركة المستقيمة المتغيرة  -ب

 تكون حركة نقطة مادية مستقيمة متغيرة بإنتظام إذا كان المسار مستقيما والتسارع ثابتا.

 وإنطلاقا من التعاريف السابقة 0t=tو  0v=v بإعتبار الشروط الإبتدائية  :* السرعة الجبرية

a =
dv

dt
⇒ dv = adt ⇒ ∫ dv

v

v0

= ∫ adt
t

t0

⇒ v|v0
v = at|t0

t  

v − v0 = a(t − t0)    ⇒ v = a(t − t0) + v 0   

v = at + v0…………………(III − 9) 

 

 .بقوإنطلاقا مماس  0x=x   ،0t=t إذا أخذنا في :المعادلة الزمنية للحركة * 

v =
dx

dt
= a(t − t0) + v 0 ⇒ dx = (a(t − t0) + v0)dt ⇒ ∫dx

x

x0

= ∫(a(t − t0) + v0)dt

t

t0

 

x − x0 = ∫ a(t − t0)dt

t

t0

+ ∫v0dt

t

t0

=
1

2
a(t − t0)

2 + v(t − t0) 

=
1

2
a(t − t0)(t − t0) + v(t − t0) 

=
a(t − t0)

2

2
+ v(t − t0) + x0 

 =s0tو  0x=xلما

x =
1

2
at2 + vt+ x0…………………(III − 10) 

 

 : * العلاقة المستقلة عن الزمن

a =
dv

dt
…… . .①  

v =
dx

dt
 ⇒ dt =

1

v
dx 

 نجد: ①بالتعويض في
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a =
dv

dx
v

=
dv

dx
. v  ⇒ adx = v. dv 

∫adx

x

x0

= ∫vdv

v

v0

  ⇒ a(x − x0) =
1

2
(v2 − v0

2) 

2a(x − x0) = v
2 − v0

2…………………(III − 11) 

 مخططات الحركة -

 التسارع  الانتقال، السرعة و الحركة لكل مننلاحظ في الشكل الموالي مخططات 

 

 

 

 

 

 

 مخططات الحركة :III-7الشكل    

 

 Mouvement rectiligne à accélération)  (الحركة المستقيمة متغيرة التسارع -ج

variable: 

𝑎تكون حركة نقطة مادية مستقيمة ومتغيرة التسارع إذا كان المسار مستقيما والتسارع تابع للزمن،  =

𝑓(𝑡) 

 مثال:

a      ينتقل جسم نقطي وفق مستقيم بتسارع  = 4 − t2 

 الابتدائية: الشروط بأخذ أوجد عبارتي السرعة والإنتقال بدلالة الزمن و ♦

t = 3s    ,   v = 2ms−1,       x = 9 
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 الجواب: 

 vحساب  -1

v = ∫adt + v0

t

0

⇒ v = v0 +∫(4 − t
2)dt

t

0

v = v0 + 4t −
1

3
t3        ⇒          v = 4t −

1

3
t3 + v0

 

 نكامل من جديد للحصول على العبارة: الحرفية للإنتقال

x = ∫ vdt
t

0

+ x0  ⇒ x = ∫ (4t −
1

3
t3 + v0)

t

0

+ x0

x = 2t2 −
1

12
t4 + v0t + x0

x = −
1

12
t4 + 2t2 + v0t + x0

 

 للجسم v0والسرعة  x0يبقى لنا الآن تحديد كل من الفاصلة الإبتدائية

 حسب المعطيات لدينا 

t = 3s    ,   v = 2m/s,       n = 9m 

 

 في العبارة الأولى فنجد نعوض

2 = 4(3) −
1

3
(3)3 + v0 ⇒ 2 = 12 − 9 − v0

v0 = −1ms
−1

 

9 = −
1

12
(3)4 + 2(3)2 + (−1)(3) + x0

9 = −
1

12
(81) + 2 × 9 − 3 + x0    ⇒   9 +

27

4
− 18 + 3 = x0

−6 +
27

4
= x0    ⇒  

−24 + 27

4
= x0    ⇒ x0 =

3

4
m

 

 والإنتقال:في الأخير نكتب عبارتي السرعة 

x = 2t3 −
1

12
t4 − t +

3

4

v = 4t −
1

3
t3 − 1
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 :(Mouvement curviligne)الحركة المنحنية  -2

 

 

 

  

 

 

 

 

 

 

 الحركة المنحنية :III-8الشكل    

 

  rموضعه يتعين بالشعاع  ℳ0ة في النقط tليكن الجسم في اللحظة 

Oℳ⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ 0 = r  

 .     ℳيكون الجسم في الموضع  t'ي اللحظة ف ♦

Oℳ⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = r`⃗⃗  

Oℳ⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = r`⃗⃗ = x`. i + y`. j + z`. k⃗  

ℳ0ℳ⃗⃗⃗⃗⃗⃗يعين بالشعاع  ℳإلى  ℳ0الإنتقال من  ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ℳ0ℳ⃗⃗⃗⃗⃗⃗حيث    ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  = ∆r  

لدينا:  OABفي المثلث 

r`⃗⃗ = r + ∆r 

∆r = r`⃗⃗ − r 

∆r = (x` − x)i + (y` − y)j + (z` − z)k⃗ 
 

tخلال تغيير الزمن من  → t0  تنتقل النقطة منℳ0  إلىℳ (طع المسافة تق∆S) 

∆S هو طول القوس :ℳ0ℳ̂  الفاصلة المنحنيةوهي 

∆Oℳ⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = ℳ0ℳ̂ = r`⃗⃗ − r …………………(III − 12) 

 

 

 

O 

Z 

Y 

X 

𝑟  

𝑟 ′ 

Δ𝑟⃗⃗⃗⃗  

∆S 

ℳ0(t) 

ℳ (t’) 

A 

B 
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 نعرف السرعة المتوسطة:

v⃗ moy =
∆r 

∆t
=
∆x

∆t
i +
∆y

∆t
j +
∆z

∆t
k⃗ …………………(III − 13) 

 والسرعة اللحظية:

v⃗ ins = lim
∆t→0

v⃗ moy = lim
∆t→0

∆r 

∆t
 

𝑡∆لما  →  ℳ0قريبة جدا من  ℳالنقطة  0

 شعاع مماسي للمسار.السرعة اللحظية هي 

 

v⃗ ins =
dr 

dt

v⃗ ins =
dx

dt
i +
dy

dt
j +  

dz

dt
k⃗ 

‖v⃗ ins‖ = √(
dx

dt
)
2

+ (
dy

dt
)
2

+  (
dz

dt
)
2

…………………(III − 14) 

 

 * السرعة بدلالة الفاصلة المنحنية:

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 السرعة بدلالة الفاصلة المنحنية :III-8الشكل  

 

O 

Z 

Y 

X 

Δ𝑟⃗⃗⃗⃗  

∆S 
A 

B 

O’ S 
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" *O مبدأ المعلم و"" هوO`هو مبدأ المسار الحركة " 

Sالقوس  = O`Â 

t  :Sفي اللحظة  = O`Â 

`t  :Sفي اللحظة ` = O`B̂ 

 AB̂ يعطى بطول القوس B إلى Aالإنتقال من 

v⃗ = lim
∆t→0

∆r 

∆t
= lim
∆t→0

∆r 

∆s
.
∆s

∆t

= lim
∆t→0

(
∆r 

∆s
) . lim

∆t→0
(
∆s

∆t
)

lim
∆t→0

(
∆s

∆t
) =

ds

dt

lim
∆t→0

(
∆r 

∆s
) =

dr 

ds
=
dr

ds
. u⃗ T

 

 هو شعاع وحده مماسي للمسار u⃗ Tحيث 

lim
∆t→0

(
∆r 

∆s
) = u⃗ T 

s∆عندما → ABفإن المستقيم  0 = ∆s = ∆r 

v⃗ =
ds

dt
. u⃗ T…………………(III − 14) 

v⃗ = v. u⃗ T 

 للمسار تكون مماسية  v⃗ أي أن السرعة u⃗ T تكون وفق vومن هنا نستنتج أن 
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 * التسارع:

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 تسارعال :III-9الشكل    

= γ⃗التسارع:  v⃗ (t) 

v⃗ يتغير مقدارا وإتجاها : 

 : لأن الجسم يتباطئ ويتسارعمقدارا

 التسارع مماسي للمسار وينحني بإستمرار ومنه تغير السرعة   v⃗: لأن إتجاها

    * التسارع المتوسط:

γ⃗ 𝑚𝑜 =
∆v⃗ 

∆t
=
∆Vx
∆t
i +

∆Vy

∆t
j +
∆Vz
∆t
k⃗ …………………(III − 15) 

 التسارع اللحظي: *

γ⃗ ins = lim
∆t→0

∆v⃗ 

∆t
=
dv⃗ 

dt

γ⃗ ins =
dVx
dt
i +

dVy

dt
j +
dVz
dt
k⃗ 

‖γ‖⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗ = √(
dVx
dt
)
2

+ (
dVy

dt
)

2

+ (
dVz
dt
)
2

…………………(III − 16) 

 

 

 

 

III- :المقادير الحركية في مختلف الإحداثيات 

X 

O 

Z 

Y 

γ⃗  

𝑢t⃗⃗  ⃗ 

 

A 

O’ 

v⃗  
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 : (Les coordonnées Cartésiennes )الإحداثيات الكارتيزية: -1

, 𝑖)المزود بالأساس  R(o,x,y,z)ليكن المعلم  𝑗 , 𝑘⃗ ) المتعامد والمتجانس 

 :شعاع الموضع 

Oℳ⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = xi + yj + zk⃗  

 ℳإحداثيات النقطة  x,y,zحيث 

x الفاصلة :(Abscisse)  

yالترتيب : ( Ordonnée) 

z الإرتفاع :( Altitude) 

Oℳ⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = r = xi + yj + zk⃗ …………………(III − 17) 

  

 

 

 

 

 

 

 

 الاحداثيات الكارتيزية :III-10 الشكل  

 

 :شعاع السرعة 

v⃗ =
dOℳ⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ 

dt

v⃗ =
dx

dt
i +

dy

dt
j +
dz

dt
k⃗ 

v⃗ = ẋi + ẏj + żk⃗ 

…………………(III − 18) 

 

 

 

 :شعاع التسارع 

 

X 

Y 

Z 

x 

y 

z 

m 

M 
r  

i  

k⃗  

j  O 
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γ⃗ =
dv⃗ 

dt

γ⃗ =
d2x

dt2
i +
d2y

dt2
j +
d2z

dt2
k⃗ 

γ⃗ = ẍi + ÿj + z̈k⃗ 

…………………(III − 19) 

 

 :(Les Cordonnées de Frenet)الإحداثيات الذاتية:  -2

طويلة كل منهما  u⃗ Nو  u⃗ T مستقيم يمكننا إستعمال شعاعينعندما تكون الحركة غير خطية أي مسار غير 

 تساوي الواحد يكون:

u⃗ T.شعاع مماسي للمسار إتجاهه نفس إتجاه الحركة : 

u⃗ N: .شعاع وحده ناظمي عمودي على المسار ويتجه نحو تقعر المسار 

 .)تعرضنا إليها سابقا( طولا معينا على المسار في فترة معينة من الزمن: تمثل   s(t)الفاصلة المنحنية -

 

 

 

 

 

 

  

 الاحداثيات الذاتية :III-21 الشكل  

 

 القد وجدنا أن السرعة طويلته شعاع السرعة: -

v(t) =
ds

dt
 

 وبما أن شعاع السرعة يكون دائما مماسيا على مسار الحركة فإن: 

 

v⃗ =
ds

dt
. u⃗ T…………………(III − 20) 

 

 شعاع التسارع: -

Y 

X 

i  

j  

ut′⃗⃗ ⃗⃗   

dθ 

ut⃗⃗  ⃗ 

uN⃗⃗ ⃗⃗   
M(t) 

M′⃗⃗⃗⃗  

uN′⃗⃗⃗⃗⃗⃗  
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 لدينا:

γ⃗ =
dv⃗ 

dt
=
d

dt
[v. u⃗ T]

γ⃗ =
dv

dt
u⃗ T + v

du⃗ T
dt

 

نستطيع كتابة 
du⃗⃗ T

dt
]هي    

dU⃗⃗ T

dθ

dθ

dt
    ة سرعة زاوي حيث  [

dθ

dt
= w =

v

R
 

du⃗ T
dt

=
du⃗ T
ds

ds

dt
= v

du⃗ T
ds

 

ن  ع لنبحث 
du⃗⃗ T

ds
 III-21 الشكل حسب ،  

ds يث: من مساره ح ℳ`إلى  ℳن الحركة ينتقل المتحرك من م dt ةترفخلال ال = ℳℳ̂`  يكون

 (.ℳ`قريبة من  ℳمقدارا صغيرا )أي أن 

 تسمى مركز إتحاد المسار والمسافة O النقطة نلاحظ أن العمودين على المسار يلتقيان في

 R = Oℳ = Oℳ` في النقطة  المسار تسمى نصف قطر إنحناءℳ. 

 والذي يمثل الإنتقال الجزئي للمسار يكتب كمايلي: dsالطول 

ds = ℳℳ̂` = R. d 

فنجد: بقيمتها  dsنعوض 
du⃗⃗ T

ds
=

du⃗⃗ T

R.dθ
 

     حيث 

du⃗ t
dθ

= u⃗ N 

  لدينا 

γ⃗ =
dv

dt
u⃗ T +

v. v

R
u⃗ N

γ⃗ = v̇u⃗ T +
v2

R
u⃗ N…………………(III − 21)

 

γ⃗ = γTu⃗ T + γNu⃗ N 

 

γTحيث:  =
𝑑𝑣

dt
 التسارع المماسي         
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    γN =
𝑣2

R
 التسارع الناظمي      

 

 

 

 

 

 

 السرعة و التسارع في معلم فريني :III-31 الشكل  

 

 يمكن البرهان أن:   :ملاحظة

𝛾 𝑡 =
𝛾 . 𝑣 

𝑣
،       𝛾𝑁 =

|𝛾 ∧ 𝑣 |

𝑣
 

 بإستعمال الجداء السلمي والجداء الشعاعي )للبرهان(.

 (Les Coordonnées Polaires)الإحداثيات القطبية:  -3

، هنا كذلك يمكن تعيين الموضع اللحظي أو تعيين الحركة لهذا الجسم يينتمي المسار إلى مستو نحي

,r)بإستعمال الإحداثيات القطبية  θ) :حيث 

r نصف القطر القطبي :rayon polaire (r(t)  يمثل طويلة شعاع الموضع|𝑂ℳ⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ | 

θ الزاوية القطبية :Angle Polaire (θ (t)  الزاوية المحصورة بين المحور القطبيOx  وشعاع

 الموضع.

 

 

 

 

 

 

 

 الاحداثيات القطبية :III-41 الشكل   

 * في المعلم الديكارتي:

T 

N 

γ⃗ T 

γ⃗ N  

u⃗ T 

u⃗ N 

M 

(S) 

v⃗  

 

γ⃗  

 

X 

Y 

x 

y 

𝑖  

𝑗  𝑢⃗ 𝜌  

𝑢⃗ 𝜃  𝜃(𝑡) 
𝜃(𝑡) 

M(t) 

O 
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Oℳ⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = xi + yj = ρ cosθ. i + ρ sin θ. j = ρ (cos θ. i + sin θ. j ) 

cos)  حيث θ. i + sin θ. j ) u⃗ ρ = 

 المعلم القطبي  في :شعاع الموضع  *

Oℳ⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = ρu⃗ ρ…………………(III − 22) 

u⃗ ρ: شعاع وحدة محمول على شعاع الموضع 

u⃗ ρ = 
Oℳ⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ 

|Oℳ⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ |
=
Oℳ⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ 

ρ
 

 u⃗ ρ * لنحسب المشتق الأول لــ

 III-41 من الشكل

 du⃗ ρ

dθ
=
d

dθ
(cosθ. i + ρ sin θ. j ) 

 du⃗ ρ

dθ
= −sin θ. i + cos θ. j  

u⃗ θ = −sin θ. i + cos θ. j  

u⃗ ρ و u⃗ θ   القاعدة القطبيةعاعان متعامدان ويمثلان ش. 

 السرعة:* شعاع 

v⃗ =
dOℳ⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ 

dt
=
d

dt
[ρu⃗ ρ] =

dρ

dt
u⃗ ρ + ρ

du⃗ ρ

dt
 

du⃗ ρ

dt
=
du⃗ ρ

dθ
.
dθ

dt
= θ̇. u⃗ θ ⇒

d u⃗⃗⃗  ρ

dt
= θ̇ u⃗ θ

v⃗ = ρ̇u⃗ ρ + ρ. θ̇u⃗ θ…………………(III − 23)

 

 * شعاع التسارع:

γ⃗ =
dv⃗ 

dt
=
d

dt
[ρ̇u⃗ ρ + ρ. θ̇u⃗ θ]

                                                 =
dρ̇

dt
u⃗ ρ + ρ̇

du⃗ ρ

dt
+
dρ

dt
. θ̇u⃗ θ + ρ

dθ̇

dt
. u⃗ θ + ρθ̇

du⃗ θ
dt

γ⃗ = ρ̈u⃗ ρ + ρ̇(θ̇u⃗ θ) + ρ̇θ̇u⃗ θ + ρθ̈u⃗ θ + ρθ̇
du⃗ θ
dt
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du⃗ θ
dt

=
du⃗ θ
dθ

.
dθ

dt
=
d

dθ
[− sin θ i + cos θ j ]θ̇ = [− cos θ i − sin θ j ]θ̇

du⃗ θ
dt

= −[cos θ i + sin θ j ]θ̇ = −θ̇u⃗ ρ

du⃗ θ
dt

= −θ̇u⃗ ρ

 

γ⃗ = ρ̈u⃗ ρ + ρ̇θ̇u⃗ θ + ρ̇θ̇u⃗ θ + ρθ̈u⃗ θ + ρθ̇(−θ̇u⃗ ρ)

γ⃗ = (ρ̈−ρθ2̇)u⃗ ρ + (2ρ̇θ̇ + ρθ̈)u⃗ θ…………………(III − 24)
 

 السرعة الزاوية: ♦

θ̇ =
dθ

dt
 

 التسارع الزاوي و ♦

θ̈ =
d2θ

dt2
 

 التسارع الزاوي معدوم. θ̈ في حالة ما إذا كانت السرعة الزاوية ثابتة فإن ملاحظة:

 

 :(Coordonnées Cylindriques )الإحداثيات الإسطوانية: -4

( تلعبان دورا مميزا في تحديد موضع المتحرك )ذات قاعدة دائرية ozو ) ρكان المسار فضائيا حيث إذا 

( ,,zأو غير دائرية أو على سطح قطع مخروطي( من المستحسن إستعمال الإحداثيات الأسطوانية )

 حيث 

(,يمثلان الإحداثيات القطبية :)  

 :الزاوية القطبية (Angle Polaire ،) نصف قطر القطبي (Rayon Polaire) 

z( هو الإحداثية الديكارتية على المحور :Oz) (العلو Altitude)     
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 الاسطوانية الإحداثياتقاعدة  :III-61 الشكل   الإحداثيات الأسطوانية :III-51 الشكل        

 معادلات الحركة في الإحداثيات الأسطوانية

𝜌 = 𝜌(𝑡)

𝜃 = 𝜃(𝑡) = (𝑂𝑋, 𝑂𝑚)
𝑧 = 𝑧(𝑡)

 

 :* شعاع الموضع

Oℳ⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = om⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + mℳ⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗

Oℳ⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = ρu⃗ ρ + zk⃗ …………………(III − 25)
 

 

  * شعاع السرعة:

v⃗ =
dOℳ⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ 

dt
= ρ̇u⃗ ρ + ρθ̇u⃗ θ + żk⃗ …………………(III − 26) 

(k⃗ , u⃗ θ, u⃗ ρ) القاعدة الأسطوانيةهي 

 ملاحظة:

u⃗ ρ ∧ u⃗ θ = k⃗ 

k⃗ ∧ u⃗ ρ = u⃗ θ

u⃗ θ ∧ k⃗ = u⃗ ρ

 

 * شعاع التسارع:

γ⃗ = (ρ̈ − ρθ̇2)u⃗ ρ + (2ρθ̇ + ρθ̈)u⃗ θ + z̈k⃗ …………………(III − 27) 

X 

Z 

M 

Y 

x 

y 

z 

O 

 

u⃗ ρ 
m 

i  

r  k⃗  

j  

 

Z 

X 

Y 

m 

M 

 z u⃗ θ 

 

z خط الإحداثية 

 

u⃗ ρ 

O 

 خط الإحداثية    

 

 خط الاحداثية 

 خط الإحداثية 

 خط الإحداثية 

k⃗  
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 : (Coordonnées Sphériques)الإحداثيات الكروية -5

,r)الإحداثيات الكروية θ, φ)  

[∞, 0] 𝑟
[2π, 0] θ
[π, 0] φ

 

 

 

  

 

 

 

 

 

  

 قاعدة الإحداثيات الكروية :III-71 الشكل  

 

 

r = ‖Oℳ⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ‖

θ = (OX,Om)
φ = (OZ, Oℳ)

 

 (Oxyالمستوي ) ىعل ℳهومسقط  m حيث

⧵⧵ Oℳ⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗شعاع الوحدة  u⃗ r 

u⃗ θ( أي الدائرة الموازية للمستوي( مماسي لخط العرض :Oxy في النقطة )ℳ) 

u⃗ φ مماسي لخط الطول المار بالنقطة :ℳ  وفي إتجاه تزايد الزاوية𝜑 

 

 

 

 

 

Z 

X 

r 
𝜑 خط الإحداثية 

𝜑 

  

 

Y 

θ 

M 

u⃗ 𝑟 

φ 

u⃗ θ 

u⃗ φ 

m 

𝑟 خط الإحداثية 

𝜑 

  

 

𝜃 خط الإحداثية 

𝜑 

  

 

O 
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 :* شعاع الموضع

 

 

 

 

 

 

 

 

 الإحداثيات الكروية :III-81 الشكل  

 

Oℳ⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = xi + yj + zk⃗  

{

x = ρ cos θ
y = ρ sin θ

z = ‖Oℳ⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ‖ cosφ

 

ρ = f(r)

ρ = ‖Oℳ⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ‖ sinφ = r sinφ
 

Oℳ⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = r sinφ cos θ i + r sinφ sin θ j + r cosφ k⃗ 

Oℳ⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = r(sinφ cosθ i + sinφ sin θ j + cosφ k⃗ ⏟                      )

u⃗ r نعلم   أن

Oℳ⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = ru⃗ r…………………(III − 28)

 

u⃗ r = sinφ cos θ i + sinφ sin ϑ j + cosφ k⃗ 

u⃗ θ = −sin θ i + cos θ j 

u⃗ φ = u⃗ θ ∧ u⃗ r

 

 

u⃗ φ = [−sin θ i + cosθ j ] ∧ [sinφ cos θ i + sinφ sin θ j + cosφ k⃗ ]

U⃗⃗ φ = sin θ
2 sinφ k⃗ + sin θ cosφ j − sinφ cos θ2 k⃗ + cos θcosφi 

U⃗⃗ φ = cosφ cos θ i + cosφ sin θ j − sinφ k⃗ 

 

X 

Y 

Z 

x 

z 

m 

M 
r 

i  

k⃗  

j  
O 

θ 

φ 

ρ 
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u⃗ r = sinφ cos θ i + sinφ sin ϑ j + cosφ k⃗ 

u⃗ θ = −sin θ i + cos θ j 

u⃗ φ = cosφ cos θ i + cosφ sin θ j + cosφ k⃗ 
 

  u⃗ rشعاع وحدة قطري 

  u⃗ θشعاع وحدة عرضي 

  u⃗ φشعاع وحدة طولي 

 :ع السرعةشعا* 

v⃗ =
dOℳ⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ 

dt
=
d

dt
[r. u⃗ r] =

dr

dt
u⃗ r + r

du⃗ r
dt

du⃗ r
dt

=
d

dt
[cosφ cos θ i + cosφ sin θ j + cosφ k⃗ ]

                        

 

du⃗ r
dt
  = φ̇ cosφ cosθ i − θ̇ sinφ sin θ i + φ̇ cosφ sin θ j 

+ θ̇ sinφ cos θj − φ̇ sinφ k⃗  

 

du⃗ r
dt

= φ̇u⃗ φ + θ̇ sinφ u⃗ θ 

v⃗ = ṙu⃗ r + rφ̇u⃗ φ + rθ̇sinφu⃗ θ…………………(III − 29) 

 :تسارعع الشعا* 

γ⃗ = r̈u⃗ r + ṙ
du⃗ r
dt
+ ṙφ̇u⃗ φ + rφ̈u⃗ φ + rφ̇

du⃗ φ

dt
+ ṙθ̇sinφu⃗ θ + rθ̈sinφu⃗ θ

+ rθ̇φ̇cosφu⃗ θ + ṙθ̇sinφ
du⃗ θ
dt

 

du⃗ φ

dt
= −φ̇ sinφ cos θ i − θ̇ cosφ sin θ i − φ̇ sinφ sin θ j + θ̇ cosφ cos θj − φ̇ cosφ k⃗ 

du⃗ φ

dt
= −φ̇u⃗ r + θ̇ cosφ u⃗ θ

 

u⃗ θ = u⃗ r ∧ uU⃗⃗⃗⃗  ⃗φ ⇒  
du⃗ θ
dt

=
du⃗ r
dt
∧ u⃗ φ + u⃗ r ∧

du⃗ φ

dt
 



Cinématique d’un Point Matériel                                                                حركيات نقطة مادية 

75 H.BEDBOUDI ENSET Skikda 

du⃗ θ
dt

= (φ̇u⃗ φ + θ̇ sinφ u⃗ θ) ∧ u⃗ φ + u⃗ r ∧ (−φ̇u⃗ r + θ̇ cosφ u⃗ θ)

= −θ̇ sinφ u⃗ r − θ̇ cosφ u⃗ φ

 

du⃗ θ
dt

= −θ̇(sinφ u⃗ r + cosφ u⃗ φ) 

 منه نجد التسارع

γ⃗ = (r̈ − rφ̇2 − rθ̇2 sinφ2)u⃗ r + (2ṙφ̇ + rφ̈ − rθ̇
2 sinφ cosφ)U⃗⃗ φ

+ (2ṙθ̇ sinφ + 2rφ̇θ̇ cosφ + rθ̈ sinφ)U⃗⃗ θ………………(III − 30) 

 

 

  خاصة:حالات 

 : الحركة الدائرية ♦

 

 

 

 

 

 

 

 

 الحركة الدائرية :III-91 الشكل   

 

 "O" ومركزه "Rيتحرك على خط دائري نصف قطره " ℳنفرض أن جسما 

Oℳ⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = ρu⃗ ρ                          (ρ = R)

Oℳ⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = Ru⃗ ρ
= xi + yj 

 

{
x = R cos θ
y = R sin θ

…………………(III − 31) 

 

X 

Y 

θ 

O i  

u⃗ ρ u⃗ θ j  

v⃗  
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 :شعاع السرعة 

v⃗ =
dOℳ⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ 

dt
=
d

dt
(Ru⃗ ρ)

v⃗ = Rθ̇u⃗ θ…………………(III − 32)

 

 يثح

ω = θ̇ =
dθ

dt
  

 rad/sالزاوية للحركة ووحدتها  السرعة

 

 ملاحظة:

= ω⃗⃗( ozعمودي على مسار الحركة أي في إتجاه المحور )  ω⃗⃗نستطيع إختيار شعاع السرعة الزاوية 

ωk⃗  

v⃗ = ω⃗⃗ ∧ Oℳ⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗  

 :شعاع التسارع 

γ⃗ =
dv⃗ 

dt
=
d

dt
[Rθ̇u⃗ θ] = Rθ̈u⃗ θ + Rθ̇

d

dt
u⃗ θ

γ⃗ = Rθ̈u⃗ θ − Rθ̇
2u⃗ ρ…………………(III − 33)

 

 

u⃗ N الذاتية         وفق الإحداثيات  = u⃗ θ                             u⃗ N = −u⃗ ρ 

γ⃗ = Rθ2̇u⃗ N − Rθ̈u⃗ ρ 

𝛾𝑁 = Rθ̇
2
= R(

𝑉2

𝑅2
) =

𝑉2

𝑅
 التسارع الناظمي في الحركة الدائرية                    

𝛾𝑡 = Rθ̈ = R
d

dt
 (
v

R
) =

dv

dt
 التسارع المماسي في الحركة الدائرية                   

θ̈ =
d2θ

dt
 التسارع الزاوي       

 ملاحظة:

ωعندما تكون السرعة الزاوية  = θ̇ = cte   تسمى الحركة حركة دائرية منتظمة وفي هذه الحالة

 التسارع الزاوي يكون معدوم.

 

 الحركة الجيبية: -
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نقول عن جسم أنه في حالة حركة جيبية إذا تغيرت وضعيته دوريا حول وضعية معينة تسمى  تعريف: -أ(

 وضعية التوازن.

 دراسة الحركة:-ب(

 (oxنأخذ حالة حركة جيبية لجسم على المستقيم )

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 الحركة الجيبية :III-20 الشكل   

 

xمعادلة الحركة تعطى بـــ:  = a sin(ωt + α) 

x1وضعية الجسم تتغير بين = x2و  1 =  وهذا مرورا بوضع التوازن   1−

xm = a )المطال الأعظمي )السعة الأعظمية 

(𝜔𝑡 + 𝛼) )طور الحركة )الصفحة 

ω =
2π

T
 نبض الحركة  

T =
1

f
 دور الحركة 

𝑓)تواتر الحركة )عدد الإهتزازات : 

vالسرعة:  =
dx

dt
= aωcos(ωt + α) 

التسارع: 

𝛾 =
𝑑𝑣

𝑑𝑡
= −𝑎𝜔2 sin(𝜔𝑡 + 𝛼)

𝛾 = −𝜔2 𝑎 sin(𝜔𝑡 + 𝛼)⏟        

              𝑥
𝛾 = −𝜔2𝑥

 

x1 = a 

x2 = −a 

π

2
 

π 

3π

2
 

2π 

X 
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بالتعويض نجد: 
d2x

dt2
+ωx = 0 

معادلة تفاضلية من الدرجة الثانية وبدون طرف حلها مع الشروط الإبتدائية تعطينا معادلة الحركة الجيبية 

 السابقة.

 الحركة الجيبية على قطعة دائرية:* 

معادلة النواس البسيط في حالة حركة إهتزازية توافقية )جيبية( على قطعة دائرية مثلا النواس تعطى 

 الحركة على الشكل:

θ = θm sin(ωt + φ)
S = Sm sin(ωt + φ)

…………………(III − 34) 

 : يثح

𝜃 الزاويةالسرعة : سعة 

𝑆سعة القوس الدائري اللحظي : 

𝜃𝑚السعة العظمى للزاوية : 

v =
dS

dt
= ωSm sin(ωt + φ)

𝛾T =
dv

dt
= −ω2Sm sin(ωt + φ)

𝛾N =
V2

R
=
ω2Sm
R

cos2(ωt + φ)

…………………(III − 35) 

 نصف قطر الدائرة Rمع

 

 

 

 

 

 

 الحركة الجيبية على قطعة دائرية :III-20 الشكل  

 

 

R 

O 

A’ A 

OM 

φ 

am 
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 (Exercices)تمارين 

 

 التمرين الأول:

ثم تتناقص  160m. تتدحرج بسرعة ثابتة على مسافة 200mتنطلق سيارة بتسارع ثابت على مسافة 

 .33sقبل أن تتوقف. المدة الزمنية الكلية للمسار هي  50mسرعتها على 

 .tأرسم منحنى تغير السرعة بدلالة الزمن  -1

 ماهو الزمن الذي استغرقته السيارة و هي تتدحرج بسرعة ثابتة.  -2

 

 :ثانيالتمرين ال

24ينتقل جسم نقطي وفق مستقيم بتسارع  ta   

أوجد عبارتي السرعة و الانتقال بدلالة الزمن و متخذا الشروط الابتدائية  -
mxsmvst 9;/2;3  

 

 :ثالثالتمرين ال

 vثابت موجب، و  kحيث   = 2kv-γفي وسط مقاوم، فيخضع لتسارع  0vيدخل متحرك بسرعة ثابتة 

 السرعة اللحظية

  0V=Vفان  t = 0sاذا كان في اللحظة   v(t)أكتب عبارة السرعة اللحظية  -(1

بأخذ مبدأ الأزمنة و الفواصل لحظة و موقع المتحرك عند دخوله للوسط،، و باعتبار أن الحركة  -(2

 X(t)أكتب المعادلة الزمنية للحركة ’ مستقيمة

 Kx-e0V=V تكتب على الشكل  0Vفان السرعة Xبين أنه بعد قطع المسافة  -(3

 

 :رابعالتمرين ال

 في الفضاء كما يلي: Mتعطى الإحداثيات الديكارتية لنقطة مادية 











































0)(

)cos1()(

)sin()(

);

0)(

4)(

2)(

);

0)(

3)(

1)(

) 2

tz

tRty

ttRtx

c

tz

tty

ttx

b

tz

tty

ttx

a 



 

 و مثل منحاها؟ Mأوجد معادلة مسار النقطة   -1
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 ؟Mللنقطة   aو التسارع   vحدد السرعة  -2

 

 :خامسالتمرين ال

ktjtieaيعطى تسارع نقطة مادية في الفضاء بالعلاقة:  t )(cos3)(sin5  
، t=0s. في اللحظة 

 .1− ;2 ;1)، وسرعتها تقدر ب  )(3 ;0 ;1)تكون النقطة المادية في الموضع 

  ؟tحدد سرعة و موضع النقطة المادية في أي لحظة  -

 

 :سادسالتمرين ال

 معطاة بالعلاقة التالية Mمركبات شعاع السرعة بدلالة الزمن لنقطة  مادية 











ttV

tV

y

x

44

4

3
 

  0M )2 ,1(، المتحرك موجود في النقطة  t=0sفي اللحظة 

 ، ماهي طبيعة الحركة؟ مثلها بيانيا؟ y=f(x)أوجد معادلة المسار  (1

 أحسب مركبات التسارع؟ (2

 ؟ t = 1sمثل على المسار أشعة السرعة و التسارع في اللحظة  (3

 

 :سابعالتمرين ال

 هي: tفي اللحظة  Mاحداثيات جزيئة 

     

0

sin

)cos1(2







Z

wtAy

wtAx

 

A وw .ثابتان موجبان 

 أوجد معادلة المسار في الإحداثيات الديكارتية حدد طبيعة الحركة -1

 O(0,0)في النقطة الخاصة  Mأعطي العبارة الشعاعية للسرعة اللحظية ثم طويلتها، استنتج سرعة  -2

 .tأحسب المركبات المماسية و الناظمية للتسارع و كذلك نصف قطر انحناء المسار في اللحظة  -3

 

  :ثامنالتمرين ال

 تعطى مركبات سرعة متحرك بدلالة الزمن بالعلاقات التالية:
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xfy)(، أوجد معادلة الحركة )0,1(يكون المتحرك عند النقطة  t=0عند اللحظة    و مركبات التسارع 

)(tx  و)(ty. 

 :تاسعالالتمرين 

و قاعدته  Oمبدأه   XOY ينسب المستوي إلى معلم متعامد و متجانس   ji, تتغير الإحداثيتان .x وy 

متحركة في المستوي  Mلنقطة  jiO  مع الزمن حسب القانون:     ,,









)()(

)(

ttbty

tctx
 

  .c = 2 S.I, b = 4 S.I, τ  = 1 S.Iحيث: 

 المسار، ومثله في المعلم الديكارتي؟ حدد طبيعة -1

 ؟ tفي لحظة vحدد مركبتي شعاع السرعة  -2

. أكتب المسافة المقطوعة بين dtو  tلعنصر متناهي الصغر بدلالة  dsأكتب عبارة الفاصلة المنحنية  -3

 على شكل دالة تكاملية؟ t=2sو  t=osاللحظتين 

بين أن تسارع المتحرك ثابت، أحسب  المركبات المماسية  -4
Ta  و الناظمية

Na استنتج نصف قطر .

 ؟t=0 .5sانحناء المسار في اللحظة 

 

 :عاشرالتمرين ال

 (، حسب العلاقة التالية(Oxنقطة مادية تتحرك وفق المحور 

)()(
2

btebt
b

g
tx  مع العلم أن ،g  وb .ثوابت 

 .0vأعط عبارة سرعة المتحرك و حدد سرعته الابتدائية  -1

 .bمن أجل قيم موجبة ل v=f(t)أرسم منحنى المسار  -2

 .v(t)بدلالة السرعة   a(t)أوجد عبارة التسارع  -3

 

  :حادي عشرالتمرين ال

، tينتقل في هذا المستوي. في اللحظة  Mو متحرك  xOy، معلم متعامد و متجانس (P)ليكن في المستوي 

احداثياتاه معرفتان ب: 
2

sin22,
2

cos2
t

y
t

x  

tv

t

t
v

y

x

2

12





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 ماهو مساره؟ -1

. ماهي العلاقة tلهذا المتحرك في اللحظة  aو شعاع التسارع  vأحسب احداثيات شعاع السرعة  -2

 ؟ ماهي المدة اللازمة حتى يمر المتحرك من نفس الموضع من المنحنى؟aو  OMالموجودة بين 

01بين اللحظتين  -3 t  و42 t حدد مواقع المتحرك و كذا إحداثيتي ،v  حتى تكون طويلة التسارع
4

5

. 

 

 :عشر ثانيالتمرين ال

 حيث مركبات تسارعها هي كالأتي: XOYتتحرك نقطة مادية في المستوي 

     
2

2

0.0

8.0









ms

ms

y

x




 

msVxفي مبدأ المعلم و مركبات سرعتها هي  M، تكون النقطة t=0sعند اللحظة  0  وmsVy 8.0 ،

 أوجد:

 Mمسار النقطة  -1

 t=1sسرعتها في اللحظة  -2

 t=1sتسارعها و نصف قطر انحناء المسار عند النقطة المطابقة للحظة  -3

 

  :عشر لثالتمرين الثا

 في السطح كمايلي  Mتتحرك نقطة مادية 

                                         1
3


t
x                               و

3

2t
y  

 Mأوجد و أرسم مسار حركة  -1

 أوجد مركبات و طويلة كل من شعاعي السرعة و التسارع -2

  t=0s. ماهي قيمته عند اللحظة tأحسب  نصف قطر انحناء المسار في اللحظة  -3

 

 :عشر رابعالتمرين ال

 معرفة بالقانون: xOyفي المستوي  Mحركة نقطة مادية 

 
 








ty

tx

5,0sin2

5,0cos2
 

 عين
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 طبيعة المسار؟ (1

 مركبات شعاع السرعة؟ (2

عبارة السرعة  (3
dt

ds
 ؟ Mللنقطة  sوكذلك الفاصلة المنحنية  

 (t=0s  ،s=0)في اللحظة 

 ؟Frenetالمركبات الناظمية و المماسية للتسارع في معلم  (4

 استنتج نصف قطر الانحناء للمسار؟ (5

   :عشر خامسالتمرين ال

23لهذه النقطة ب s(t)نقطة مادية تتحرك على دائرة, تعطى الفاصلة المنحنية  2)( ttts   حيثs(t) 

2/216تسارع النقطة المادية يساوي  st=2بالثانية. لما  tمقاسة بالمتر و  sm 

 أحسب نصف قطر انحناء الدائرة. -

 

  :عشر سادسالتمرين ال

و قاعدته  Oمبدأه   XOY ينسب المستوي إلى معلم متعامد و متجانس   ji, تتغير الإحداثيتان .x وy 

متحركة في المستوي  Mلنقطة  jiO مع الزمن حسب القانون:  ,,
2

cos2
t

x   و
2

sin2
t

y . 

 حدد طبيعة المسار. -1

 .vحدد مركبتي شعاع السرعة  -2

حدد عبارة السرعة  -3
dt

ds
، بأخذ الشرط tفي اللحظة  Mالمنحنية لنقطة  sو كذا عبارة الإحداثية  

 .t=0لما  s=0الابتدائي 

 (.Frenetحدد المركبتين المماسية و الناظمية  للتسارع في المعلم الذاتي ) -4

 قطر الانحناء.استنتج نصف  -5

tبتسارع زاوي  Mالمسار باقي على حاله في حين تتأثر النقطة  -6
dt

d
2,0..

2

2




. في أي لحظة 

 ، علما أنها انطلقت من السكون، ماهي المسافة التي قطعتها.10ms-1سرعة  Mتبلغ النقطة  

 

 :عشر بعساالتمرين ال

  AM=dوطول القطعة  OA=AB= lفي مستوي ثابت، اذا كان  wبسرعة ثابتة  OAيدور قضيب 

(d<1) 

 Mأوجد معادلة مسار النقطة  -(1

Y 

A 

M 
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 Mللنقطة  التسارع   و Vأحسب السرعة  -(2

 أحسب التسارع المماسي و العمودي و نصف قطر الانحناء  -(3

 

 : عشر ثامنالتمرين ال

 في الإحداثيات القطبية بالمعادلات التالية Mتعطى حركة نقطة مادية 









tt

atr
OM





)(

)cos1()(
 عدد ثابت و موجب aحيث   

 في الإحداثيات القطبية Mأحسب السرعة و التسارع للنقطة  -1

 و الموجه في اتجاه الحركة. Mشعاع وحدة مماسي لمسار المتحرك في الموضع  Tليكن  -2

TTماذا يمثل الشعاع  -أ )..( 

ماذا يمثل المقدار  -ب
v

v
 

 

 :عشر تاسعالتمرين ال

 في المرجع القطبي كالتالي: Mلتكن  معادلات حركة نقطة مادية 

 









wt

Sin



 1
  

 ثابت موجب wطويلة شعاع الموضع، والنبض  OMحيث 

 .M( أرسم مسار النقطة 1

      ( أوجد شعاعي السرعة و التسارع في المرجع القطبي، و أحسب طويلتهما.                                                             2

 .t=π/2( وضح نوعية الحركة عند اللحظة 3

 .t=0s. ماهي قيمته عند اللحظة R( أوجد عبارة نصف قطر انحناء المسار 4

 

 : العشرونالتمرين 

 معرفة كمايلي: Mفي الإحداثيات القطبية، المعادلات الزمنية لحركة نقطة مادية 
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






















tr

trtr

4
)(

)
4

sin()( 0






 

 π≤t≤0ثابت موجب    0rحيث 

(r  بالمتر، وt  بالثانية وθ )بالراديان 

 ؟M( مثل مسار النقطة 1

 ؟Mأ( عين شعاع السرعة و التسارع للنقطة  (2

 السرعة و شعاع التسارع؟ب( أوجد الزاوية بين شعاع  

 ج( أحسب نصف قطر انحناء المسار؟. 

 (؟ x, y( إلى  الإحداثيات الديكارتية ) r, θ( أكتب معادلات المرور من الإحداثيات القطبية )3

 ( أوجد معادلة المسار في الإحداثيات الديكارتية؟ 4

 

 :عشرونالالواحد و التمرين 

 نقطة مادية ترسم منحنى ممثل في الشكل المقابل و المعرفة بالمعادلة القطبية:  Mلتكن 

                








wt

err




 ( ثوابت موجبة  0w,r)     حيث                  0

 

),(مثل على الشكل أشعة القاعدة القطبية  -1 uur لنقطة ماديةM ؟ 

 وكذلك طويلتهما؟ rو  wبدلالة  M للنقطة  aو التسارع  vأوجد شعاعي السرعة  -2

 ؟t=0 عند اللحظة  S=0مع العلم أن  Sأحسب الفاصلة المنحنية  -3

 ؟rvمع المركبة القطبية  vالتي تصنعها السرعة  αكم هي الزاوية  -4

),(( أشعة المعلم الذاتي 1مثل على نفس الشكل )س  -5 NT uu  للنقطة الماديةM ؟ 

 نصف قطر انحناء المسار؟ ρأوجد المركبات الذاتية للتسارع و استنتج  -6
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  :وعشرون ثانيالتمرين ال

في  v( حيث المركبات القطبية لشعاع سرعتها O)انطلقت من المبدأ  Pالنقطة  XOYلتكن في المستوي 

2و  tK12جملة الإحداثيات القطبية هي على التوالي : 

2tK ،1K  2وK .ثابتان 

 بدلالة الزمن. θ(t)و  r(t)ماهي عبارة  -(1

 .r=f(θ)أوجد المعادلة القطبية للمسار  -(2

 أحسب بدلالة الزمن المركبات القطبية لشعاع التسارع. -(3

 

  :عشرونالو ثالثالتمرين ال

 :  2θr=K  (، فإذا كان,θrالمعرفة بالإحداثيات القطبية ) Mلتكن النقطة المتحركة 

 .π ≥ θ ≥0و       K=3أعط مسارا تقريبيا للحركة من أجل  -1

 ؟Vأحسب شعاع السرعة  -2

cteمع العلم أن  π= θ/  2عند    Mعين شعاعي السرعة و التسارع للنقطة  -3
dt

d
w 


. 

 ماهو الموضع الذي يكون فيه شعاع التسارع ناظمي. -4

 

 :عشرونالو  رابعالتمرين ال

 الإحداثيات القطبية لمتحرك معطاة بالبيانات التالية

 ماهي مراحل الحركة، و ماطبيعة  -(1

 الحركة في  كل مرحلة بين

  t= 0s  وt=6s 

 أرسم مسار المتحرك؟ -(2

 مثل على المسار أشعة السرعة -(3

 t=4sو   t=1sو التسارع في اللحظة 

 :و العشرون خامسالتمرين ال

 .O( المار من مركزها Δحول المحور ) wتدور بسرعة زاوية  Rكرة نصف قطرها 
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و  OM)الزاوية بين  λتتحرك على الخط العرضي للكرة  Mلنقطة مادية  vحدد السرعة الخطية  -1

 المستوي العرضي للكرة(

 .Mللنقطة  aاستنتج طول التسارع  -2

و نصف قطرها  Oتتحرك على سطح الأرض )الأرض كروية مركزها  Mفي حالة النقطة  aو  vأحسب  -3

R). 

 . T=24hو مدة دوران الأرض  R=638 Km ،=45° λ  :يعطى

 :و العشرون سادسالتمرين ال

 )الشكل( (OX)بدون احتكاك على محور أفقي  Rتتدحرج عجلة نصف قطرها 

 موجودة على إطار العجلة   Mنقطة  إحداثيات θو  Rأوجد بدلالة  -(1

 ( Oمنطبقة على المبدأ  M)عند بداية الحركة كانت 

  Mأحسب سرعة و تسارع النقطة  -(2

 الأرض Mفي اللحظة التي تلمس فيها   a و vأعط قيم  -(3

باعتبار أن حركة مركز العجلة حركة مستقيمة منتظمة بسرعة  -(4
0v 

و  Rو احسب طويلته بدلالة  Oنابذ نحو المركز  aالتسارع  * بين أن
0v 

* أحسب عدديا هذا التسارع في حالة نقطة من دولاب عجلة سيارة في طريق سريع ذات سرعة 

130Km/h (R=35cm ) 

 

 :و العشرون بعساالتمرين ال

 ينتقل متحرك في الفضاء وفق القانون :















bttZ

CoswtRtY

RSinwttX

)(

)1()(

)(

 

 .ثوابت موجبة  ,w  R, bحيث

 أحسب:

 سرعة المتحرك. -1

 التسارع. -2

 حدد مسار المتحرك ثم ارسمه. -3

 

 

 Y 

C0 • 

O 

• C 

R • M 

X 
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 :و العشرون ثامنالتمرين ال

 في الفضاء وفق القانون: Mينتقل متحرك 

 thztaytax   ,sin,cos 

 a, w  ثوابت موجبة 

 . )XOY(في المستوي  Mهي مسقط النقطة  Hنفرض أن  -1

 هي حركة دائرية منتظمة. Hبين أن حركة  (أ

 ؟ مثله.Mعلى أي سطح من المسار تكون حركة النقطة  (ب

)/(أوجد مركبات السرعة  -2 RMv   في جملة الإحداثيات الاسطوانية، أحسب طويلتها. ماذا تلاحظ؟ أوجد

)/(الزاوية بين شعاع السرعة  RMv و المحورOz (αماذا تلاحظ؟ .) 

)/(أوجد مركبات التسارع  -3 RMa .في جملة الإحداثيات الاسطوانية 

 حدد مركبات شعاعي السرعة و التسارع في المعلم الديكارتي. -4

),,(في القاعدة  -5 kji  عبر عن أشعة وحدة المعلم الذاتي ،NT uu ,. 

 أحسب نصف قطر انحناء المسار.  -6

 

 :و العشرون تاسعالتمرين ال

في جملة الإحداثيات الكروية   uuur . Rعلى سطح كرة نصف قطرها  Mتتحرك نقطة مادية  ,,

إحداثيتها الكرويتان هما:  radOMOZ
6

,


                           2wt     

 ثابت موجب wمع 

 انطلاقا من شعاع الموضع في الإحداثيات الكروية : (1

أ/ أوجد السرعة و التسارع لهذه النقطة في القاعدة   uuur ,, 

 ب/ أحسب طويلتي السرعة و التسارع؟               ج/ استنتج التسارع الناظمي

 انطلاقا هذه المرة من عبارة شعاع الموضع في الإحداثيات الديكارتية (2

أ/ أوجد السرعة و التسارع في القاعدة (3 kji ، ثم أحسب من جديد طويلتهما و تأكد من تطابقهما مع نتائج  ,,

 ب/1السؤال 
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تمارينحلول ال
  

 التمرين الأول:

 tمنحنى تغير السرعة بدلالة الزمن  -1

        Iالطور 
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335t tot  
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2t 

 

 

 

 

 

 

)(tfV   321تعطي لنا تغير السرعة بدلالة الزمن، نستطيع نجد المسافة  ,, xxx    من حساب مساحة

321  ,, SSS. 

(tVx nx 2 )        dtvx          dt vdx            
dt

dx
V 

)(( حيث 2 3  1àiS    مساحةx 







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
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 :لثانيالتمرين ا
24 ta  

9m         x2m/s,V           ,3لما   st 

 لدينا 

0

3

0

3

0
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 -4t   V V dt  )4( V    V dt  
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ttV
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 نكامل من جديد للحصول على العبارة الحرفية للإنتقال
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12
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للجسم، حسب المعطيات  0Vوالسرعة  0xبقي لنا الآن تحديد كل من الفاصلة الإبتدائية 

9m         x2m/s,V           ,3      stà 

m 
4

3
  x       x 3-(9) 2 (81) 

12

1
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 x (3) (-1)  (3) 2 (3) 
12

1
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m/s 1- V         V  (3) 
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 - (3) 4 2
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 ـكتب عبارتي السرعة والإنتقالنفي الأخير

1
3

1
 -4t  V

4

3
 t (t) 

12

1
- t2 

3

43





t

x

 

 

 :لثالتمرين الثا
2 VK 

0VV , 0 tحيث  tV)(( إيجاد عبارة السرعة اللحظية 1 à 
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33                                               طبيعة المسار: خط مستقيم    xy   1xt) a 

3)1(        حركة مستقيمة  xy 
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 :لعاشرالتمرين ا
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 نقاط ماديةجملة تحريك   VII : الفصل

Dynamique des Points Matériels  

 

 * مقدمة:

إلى حركة أو تحريك الجسيمات  أهميةفي الفصول السابقة درسنا حركة وتحريك الجسم الواحد، دون إعطاء 

 المجاورة له.

تفاعل أو تأثير متبادل فيما بينها، لكن في الواقع وفي الحياة العملية بإمكاننا أن نجد عدة جسيمات في حالة  -

 أو تتحرك الواحدة بالنسبة للأخرى أو جميعها بالنسبة لمجموعة )جملة( أخرى.

ع يمكن إعتباره كمجموعة كبيرة من الجسيمات ذات كتل صغيرة بحيث ئكمثال: كل جسم صلب أو ما -

فيمكن أن نستنتج أن الجسيمات مجموع هذه الكتل تساوي كتلة الجسم وما دام الجسم صلب متماسكا بذاته 

 مات.يالتي تكون الجسم في تفاعل متبادل بينها. وهذا التفاعل يتمثل في قوى التجاذب بين هذه الجس

مات يمكن أن تكون منفصلة )مثل المجموعة الشمسية التي تتكون من الشمس، الأرض...( يجملة الجس

 لصلب، السائل....إلخ.ويمكن أن تكون متصلة متماسكة فيما بينها مثل الجسم ا

 مات على بعضها )من نفس الجملة( تسمى قوى داخلية.يالقوى التي تؤثر بها الجس -

من القانون الثالث لنيوتن )مبدأ الفعل ورد الفعل( نستنتج أن محصلة القوى الداخلية تساوي صفرا لأنها  -

 تنعدم مثنى مثنى.

عليها من أجسام أو جسيمات لا تنتمي إلى نفس  يمكن لجسيمات الجملة أن تكون خاضعة لقوى مؤثرة -

 ة هذه القوى تسمى قوى خارجية.نيالجملة ولكن تنتمي إلى جملة ثا

 لخارجية تساوي صفرا نقول أن هذه الجملة عبارة عن جملة معزولة )حرة(.اكانت محصلة القوى  إذا

 حركة مركز العطالة )مركز الثقل(: -1

 شعاع موضع مركز العطالة: -أ

تتحرك بالنسبة لمعلم ، mm; …………….;2,m1mكل واحدة  ةمجموعة من الجسيمات كتللتكن 

 ( يعرف مركز عطالة الجملة بالشعاع:O,x,y,zعطالي)

OC⃗⃗⃗⃗  ⃗ =
m1Oℳ⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ 1 +m2Oℳ⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ 2 +⋯… . .+mnOℳ⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ n

m1 +m2 +⋯…………+mn
 

 أو:

𝑂𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ =
∑ 𝑚𝑖𝑂ℳ⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ 𝑖
𝑛
𝑖=1

∑ 𝑚𝑖
𝑛
𝑖=1

…………………(VII − 1) 

m بوضع = m1 +m2 +⋯…………+mn = ∑ mi       
n
i=1 

 الكتلة الإجمالية الكلية للجملةوالتي تسمى 
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Oℳ⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ 𝑖  يمثل شعاع الموضع للجسمi  موضع الجسم(i (بالنسبة للمعلم العطاليO,x,y,z) 

 

 

 * إحداثيات مركز العطالة هو:

OC⃗⃗⃗⃗  ⃗

{
 
 

 
 xc =

∑ mixi
n
i=1

m

yc =
∑ miyi
n
i=1

m

zc =
∑ mizi
n
i=1

m

…………………(VII − 2) 

 

 شعاع سرعة مركز العطالة:  -ب

 من الجملة  iسرعة الجسم  v⃗ iحيث 

V⃗⃗ i =
dOC⃗⃗⃗⃗  ⃗

dt
=
∑ miv⃗ i
n
i=1

m
…………………(VII − 3) 

 

v⃗ C =
m1v⃗ 1 +m2v⃗ 2 +⋯……… . .+mnv⃗ n
m1 +m2 +⋯………… . .+mn

 

 

 شعاع تسارع مركز العطالة: -ج

γ⃗ c =
dvc⃗⃗  ⃗

dt
=
1

m
∑miγ⃗ i…………………(VII − 4) 

 

 

سمى مركز العطالة يعندما تكون القوى الخارجية المؤثرة على الجملة هي قوى الجاذبية الأرضية  :ملاحظة

OC⃗⃗⃗⃗ويرمز له بــ  مركز الثقل ب  ⃗ = OG⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

 

 :نظرية حركة مركز العطالة   -2

 :كمية الحركة الكلية لجملة الجسيمات "الدفع الخطي" )بالنسبة لمعلم عطالي( -أ

 كمية الحركة الكلية للجملة كمايلي: تعرف 

P⃗⃗ = ∑miv⃗ i

n

i=1

= m1v⃗ 1 +m2v⃗ 2 +⋯………… . . +mnv⃗ n 

P⃗⃗ = m∑
miv⃗ i
m

n

i=1

= mv⃗ c 
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P⃗⃗ = mv⃗ c…………………(VII − 5) 

 

تساوي كتلة كل الجسيمات ويوضع في مركز  تهلجسم كتلساوي كمية الحركة تكمية الحركة الكلية لجملة  -

 العطالة ويتحرك بسرعة مركز العطالة.

 

 :ملاحظة

 ( هي:`c,x`,y`,z) كمية الحركة الكلية لجملة جسيمات في معلم غير عطالي -

Omi
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗⃗ = OC⃗⃗⃗⃗  ⃗ + Cmi

⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ 

Vi⃗⃗⃗  = Vc⃗⃗  ⃗ + Vi`⃗⃗⃗⃗  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 حركة مركز العطالة: VII-1الشكل   

 

    :حيث 

Vi`⃗⃗⃗⃗ =
dOmi
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗⃗ 

dt
 

P⃗⃗ =  ∑miv⃗ i
i

=∑mi(v⃗ c + v⃗ i`) = mv⃗ c +∑miv⃗ i` 

⇒∑miv⃗ i` = 0⃗    ⟹ P`⃗⃗  ⃗ = 0⃗  

P`⃗⃗  ( تساوي صفرا.`O,x`,y`,zمية الحركة الكلية بالنسبة للمعلم )ك  ⃗ 

Z` 

Y` 

X` 

Z 

Y 

X 

O 

C 

m1 

m2 

m3 

mi 
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 نظرية حركة مركز العطالة: -ب

F⃗ jتحت تأثير قوى خارجية محصلتها  v⃗ jلتكن جملة جسيمات تتحرك كل واحدة منها بسرعة 
e

وقوى  

F⃗ j.داخلية محصلتها 
i

 

 حسب المبدأ الأساسي للتحريك، كمية الحركة الكلية للجملة:

dP⃗⃗ 

dt
=
d

dt
∑mjv⃗ j
j

 

dP⃗⃗ 

dt
=∑

d

dt
(mjv⃗ j) =∑(F⃗ j

e

j

+ F⃗ j
i) 

dP⃗⃗ 

dt
=∑F⃗ j

e

j

+∑F⃗ j
i

j

 

 

 

 محصلة القوى الداخلية لجملة جسيمات تساوي صفر -

∑F⃗ j
i = 0

j

 

 ومنه:

dP⃗⃗ 

dt
=∑F⃗ j

e

j

…………………(VII − 6) 

 لجملة جسيمات يساوي محصلة القوى الخارجية.  P⃗⃗ إذن التغيير في كمية الكلية -

 وعليه يمكن تطبيق المبدأ الأساسي للتحريك على جملة جسيمات. -

∑في حالة جملة جسيمات معزولة عن التأثير الخارجي أو حرة معناه) - F⃗ j
e
= 0⃗ ) 

           
dP⃗⃗ 

dt
= = P⃗⃗ومنه     0 0 

 بتةفي حالة الكتلة الإجمالية ثا -

P⃗⃗ = mv⃗ c 

m
dv⃗ c
dt

=∑F⃗ j
e

j
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⇒ mγ⃗ c =∑F⃗ j
e

j

…………………(VII − 7) 

 ثابتة.وهي عبارة مشابهة لما تحصلنا عليه في حالة تحريك جسم واحد ذي كتلة 

 نص النظرية:

تحريك مركز العطالة لجملة جسيمات مثلما يتحرك جسم ذو كتلة تساوي ي (O,x,y,z)عطالي في معلم 

∑الكتلة الكلية للجملة تحت تأثير قوى خارجية محصلتها  F⃗ j
e

j  والتي تساوي محصلة القوى الخارجية التي

 تؤثر على الجملة.

 

 نظرية العزم الحركي: -3

 الزاوي(: الدفعالعزم الحركي لجملة جسيمات ) -أ

 هو الشعاع التالي:Oالعزم الحركي لجملة جسيمات بالنسبة لنقطة  -

L⃗ o⁄ =∑Oℳj
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  

j

∧ mjv⃗ j =∑L⃗ o⁄

j

 

Oℳjحيث 
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ أما العزم الحركي بالنسبة  التوالي،وكمية الحركة على  jيمثلان شعاع الموضع للجسم mjv⃗ jو  

 من الفضاء. Aللنقطة 

L⃗ A⁄ =∑Aℳj
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  

j

∧ mjv⃗ j 

Aℳj
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  = AO⃗⃗⃗⃗  ⃗ + Oℳj

⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗   

L⃗ A⁄ =∑(AO⃗⃗⃗⃗  ⃗ + Oℳj
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ) ∧ mjv⃗ j 

 

L⃗ A⁄ =∑AO⃗⃗⃗⃗  ⃗ ∧ mjv⃗ j +∑Oℳj
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ∧ mjv⃗ j 

 حيث أن:

∑Oℳj
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ∧ mjv⃗ j = L⃗ o⁄  

 منه:

L⃗ A⁄ = L⃗ o⁄ + AO⃗⃗⃗⃗  ⃗ ∧ mv⃗ c…………………(VII − 8) 
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 نظرية العزم الحركي: -ب

L⃗ o⁄ =∑Oℳj
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ∧ mjv⃗ j

j

 

dL⃗ 
o⁄

dt
=∑

dOℳj
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  

dt
∧ mjv⃗ j

j

+∑Oℳj
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ∧

dmjv⃗ j

dt
 

dL⃗ 
o⁄

dt
=∑Oℳj

⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ∧
dP⃗⃗ j

dt
 

 حيث     

dP⃗⃗ j

dt
=  F⃗ j

e + F⃗ j
i 

F⃗ jنضع:      
i = ∑ F⃗ jk

i
j≠k 

𝐹 𝑗𝑘حيث 
𝑖  القوة التي يؤثر بها الجسمK  من نفس الجملة الجسيمات على الجسمj. 

d L⃗
 
o⁄

dt
=∑Oℳj

⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  

j

∧ (F⃗ j
e +∑F⃗ jk

i )

j≠k

 

d L⃗
 
o⁄

dt
=∑𝑂ℳ𝑗

⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗

𝑗

∧ 𝐹 𝑗
𝑒 +∑𝑂ℳ𝑗

⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ ∧∑𝐹 𝑗𝑘
𝑖

𝑗≠𝑘

 

𝐹 𝑗حيث أن عزم القوة 
𝑒 :هو 

∑𝑂ℳ𝑗
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗

𝑗

∧ 𝐹 𝑗
𝑒 = ℳ 𝑜⁄ (𝐹 𝑗

𝑒) 

 

I = Oℳ1
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ ∧ (F⃗ 12 + F⃗ 13 +⋯……+ F⃗ 1n) + Oℳ2

⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ ∧ (F⃗ 21 + F⃗ 23 +⋯……+ F⃗ 2n)

+ ⋯………Oℳn
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ∧ (F⃗ n1 + F⃗ n2 +⋯……+ F⃗ n,n−1) 

 حيث:

F⃗ jk = −F⃗ kj )مبدأ الفعل ورد الفعل بين جسمين( 

I = (Oℳ2
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ − Oℳ1

⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗) ∧ F⃗ 21 + (Oℳ3
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ − Oℳ1

⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗) ∧ F⃗ 31 +⋯……+ (Oℳn
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  − Oℳn−1

⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  )

∧ F⃗ nn−1 

I = ℳ1ℳ2
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ ∧ F⃗ 21 +ℳ1ℳ3

⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ ∧ F⃗ 31 +⋯…………ℳnℳn−1
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ ∧ F⃗ nn−1 

 

ℳjℳkحيث
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ ∕∕ F⃗ jk 
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 بين الجسمين(الواصل )لأنه معلوم أن القوة الداخلية بين جسمين إثنين نكون موازية للمستقيم 

⟹   ∑Oℳj
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ∧∑F⃗ jk

j≠k

= 0⃗     

⟹   
dL⃗ 

o⁄

dt
= ℳ 𝑜⁄ (𝐹 𝑗

𝑒) =∑Oℳj
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ∧ F⃗ j

e  …………………(VII − 9)   

 نص النظرية:

يساوي محصلة العزوم لكل  Oمشتق العزم الحركي الكلي بالنسبة للزمن لجملة جسيمات بالنسبة لنقطة 

 القوى الخارجية بالنسبة لنفس النقطة.

 

 نظرية الطاقة الحركية لجملة جسيمات: -4

 تعريف الطاقة الحركية الكلية: -أ

( الطاقة الحركية الكلية هي مجموع الطاقات O,x,y,zلتكن مجموعة جسمات تتحرك في معلم عطالي )

 الحركية لجميع الجسيمات                   

Ec =∑
1

2
mjvj

2

j

…………………(VII − 10) 

 :نظرية الطاقة الحركية الكلية -ب

 حسب المبدأ الأساسي للتحريك

mj

dv⃗ j

dt
= F⃗ j

e + F⃗ j
i 

 : dℓ⃗⃗⃗⃗من أجل إنتقال عنصري 

dP⃗⃗ = V⃗⃗ j. dt 

mj

dv⃗ j

dt
dℓ⃗⃗⃗⃗ = (F⃗ j

e + F⃗ j
i)dℓ⃗⃗⃗⃗  

mj. v⃗ j. dv⃗ j = F⃗ j
e. v⃗ j. dt + F⃗ j

i. v⃗ j. dt 

d [
1

2
mj. vj

2] = F⃗ j
e. dℓ⃗⃗⃗⃗ + F⃗ j

i. dℓ⃗⃗⃗⃗  

 هذه العلاقة تمثل التغير الجزئي للطاقة الحركية لجسم واحد.

 أما التغير الجزئي للطاقة الحركية الكلية للجملة:
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dEc =∑dEcj
j

=∑F⃗ j
e. dℓ⃗⃗⃗⃗ 

j

+∑F⃗ j
i. dℓ⃗⃗⃗⃗ 

j

 

 نحصل على: Bو Aبالتكامل بين

Ec(B) − Ec(A) =∑∫ F⃗ j
e. dℓ⃗⃗⃗⃗ 

B

Aj

+∑∫ F⃗ j
i. dℓ⃗⃗⃗⃗ 

B

Aj

 

Ec(B) − Ec(A) = ωAB
e +ωAB

i …………………(VII − 11) 

𝜔𝐴𝐵
𝑒  الجسم من عمل محصلة القوى الخارجية عند إنتقالA  الىB 

𝜔𝐴𝐵
𝑖 الجسم من  عمل محصلة القوى الداخلية عند إنتقالA  الىB 

 نص النظرية:

يساوي مجموع أعمال القوى الداخلية منها  Bو Aالتغيير في الطاقة الحركية لجملة جسيمات بين نقطتين  -

 .Bو Aوالخارجية التي تؤثر على الجسمات بين النقطتين 

 

 فاظ الطاقة الكلية:حإن -5

 الطاقة الكامنة الداخلية: -أ

Epمحصلة القوى الداخلية مشتقة من طاقة كامنة  نفرض أن
i أي 

F⃗ i = −grad⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗ Ep
i  

wA−B(F⃗ i) =∑∫F⃗ j
i. dℓ⃗⃗⃗⃗ 

j

= −∫ dEp
i

B

A

 

wA−B
i = Ep

i (A) − Ep
i (B) 

Ec(B)   بالنعويض في نظرية الطاقة الحركية  − Ec(A) = wA−B
e +wA−B

i  نحصل على:   

Ec(B) − Ec(A) = Ep
i (A) − Ep

i (B) +∑∫ F⃗ j
e. dℓ⃗⃗⃗⃗ 

B

Aj

 

[Ec(B) + Ep
i (B)] − [Ec(A) + Ep

i (A)] =∑∫ F⃗ j
e. dℓ⃗⃗⃗⃗ 

B

Aj

 

Eℳالمقدار = Ec + Ep
i  يسمى الطاقة( الذاتية أو الأصليةEnergie Propre) .لجملة الجسيمات 

∆EMP = wA−B
e …………………(VII − 12) 

 يساوي عمل القوى الخارجية المؤثرة على الجملة.Bو Aإذن التغيير في الطاقة الذاتية للجملة بين نقطتين  -
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 الطاقة الكامنة الخارجية: -ب

من بين القوى الخارجية المؤثرة على جسيمات الجملة قوى مشتقة من طاقة كامنة )أي محافظة( نرمز لها 

F⃗ jcبــ 
e  وأخرى غير محافظةF⃗ jN

e. 

F⃗ j
e = F⃗ jc

e + F⃗ jN
e  

F⃗ jc حيث أن:
e = −grad⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗ EPJ

e  

 ومنه فإن عمل القوى الخارجية يكتب كمايلي:

wA−B
e =∑∫ F⃗ jN

e . dℓ⃗⃗⃗⃗ 
B

Aj

+ [Ep
e(A) − Ep

e(B)]…………………(VII − 13) 

إذن عمل محصلة القوى بين نقطتين يساوي التغيير في الطاقة الكامنة الخارجية زائد عمل القوى الخارجية 

 غير محافظة.

 ملاحظة:

F⃗ jN القوى الخارجية غير المحافظة  في حالة إنعدام -
e = فإن عمل القوى الخارجية المؤثرة على الجملة   0⃗

 يساوي التغيير في الطاقة الكامنة.

 مبدأ إنحفاظالطاقة الكلية للجملة: -ج

Ep = Ep
i + Ep

e 

 من نظرية الطاقة الحركية

Ec(B) − Ec(A) = Ep
i (A) − Ep

i (B) + Ep
e(A) − Ep

e(B) +∑∫ F⃗ jN
e . dℓ⃗⃗⃗⃗ 

B

Aj

 

[Ec(B) + Ep(B)] − [Ec(A) + Ep(A)] =∑∫ F⃗ jN
e . dℓ⃗⃗⃗⃗ 

B

Aj

 

⇒       Eℳ(B) − Eℳ(A) =∑∫ F⃗ jN
e . dℓ⃗⃗⃗⃗ 

B

Aj

…………………(VII − 14) 

 التغير في الطاقة الميكانيكية بين نقطتين يساوي عمل القوى الخارجية غير المحافظة إن كانت موجودة. -

 في حالة إنعدام هذه الأخيرة نحصل على مبدأ إنحفاظ الطاقة الكلية  -

Eℳ(B) − Eℳ(A) = Eℳ(B) أي                      0 = Eℳ(A) 

 

 (Exercices)تمارين 
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 التمرين الأول:

و  A’على مستوى أفقي في  )  h2< h1h  (2 و 1hمن ارتفاع  2mو  1mكتلتهما  Bو  Aيسقط جسمان 
’B. 

  a =’B’Aإذا كانت 

 أطلقا عند نفس اللحظة. Bو  A. نفرض أن C* أدرس حركة مركز العطالة 

 

 التمرين الثاني:

 و سرعتهما  2mو  1mجسمان كتلتهما 

    iVV 11  

     jViVV  sincos 222  

 .(OX)الزاوية مع الحور  αحيث 

 .Cماهي حركة مركز العطالة -1

 .Cماهي سرعة كل جسم في المعلم  -2

 .Cماهي الطاقة الحركية في المعلم  -3

 .Rو المعلم  Cتحقق من العلاقة بين الطاقة الحركية في المعلم  -4

 

 التمرين الثالث:

و مركبات شعاع  2Kg= 2=3Kg, m3mو 1Kg1m=كتلتها  3Mو  1M ،2Mثلاثة نقاط ماديةلتكن جملة 

 الموضع لكل نقطة هي:

jtiOM  33                     ktjtOM 32                             kitOM 321  

 للجملة. Pعين كمية الحركة الإجمالية  -1

و لاحظ أن العلاقة  cvو استنتج السرعة  Cعين إحداثيات مركز العطالة  -2

cvmmmP )( 321  .محققة 

ثم تحقق من  C في المعلم Lو  cEو كذلك  Lو العزم الحركي  cEأحسب الطاقة الحركية  -3

 .Lو  Lو كذلك من العلاقة بين  cEو  cEالعلاقة بين 

 : رابعالتمرين ال
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rC 

O 

me mp C e p 

re rp 

 A ،2Mعلى  ABC (1Mتقع على رؤوس المثلث  m2, m1m ,3كتلتها   M2,M1M ,3ثلاث نقاط مادية  

 (Cعلى  B ،3Mعلى 

 .Gأكتب العبارة الشعاعية لمركز العطالة  -1

 : Aالى الموضع  3Mو  Cالى الموضع  2Mو  Bإلى الموضع  1Mتنتقل  -2

 .Gʹماهو موضع مركز العطالة الجديد  -أ

 .Gمنطبق مع  Gʹفي أي حالة يكون  -ب

 ابت.ثالعطالة ، في أي حالة يبقى مركز vإذا كان التنقل يتم بحركة خطية منتظمة سرعتها  -3

 

 :الخامس التمرين

مراقب  (C)جملة جسيمين )إلكترون و بروتون( في ذرة الهيدروجين حيث  أدناه يبين الشكل 

 ( مراقب مخبري )معلم عطالي(. تعطى الطاقة Oداخلي )معلم مركز الثقل( و )

الكامنة للجملة بالعبارة: 
pe

P
rr

K
E 


  حيثK ثابت موجب 

 

 

 

 

 

 

 

 أكتب قانون حفظ الطاقة الكلية للجملة. .1

peepعين الطاقة الكلية للجملة بدلالة السرعة النسبية  .2 vvv


   و سرعة مركز الثقل
CV


و شعاع  

peepالموضع النسبي  rrr


. 

بين أن الدفع الزاوي للجملة بالنسبة لمراقب مخبري هو:  .3

SVMrvµrVmmrL CCepepCpeC


 هي الكتلة المختزلة  µحيث  )(

CMLSللجملة و 


  هو الدفع الزاوي بالنسبة لمركز الكتلC. 

 

 

 التمارينحلول 
y 

A0 

C0 
B0 

h2 
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 التمرين الأول:

 

 تطبيق م. أ. ت على مركز العطالة


i

iFdr

pd 
 

حيث أن 
p


 هي كمية الحركة 

و  Cمركز الثقل 


i
iF  هي محصلة كل القوى المؤثرة على أي عنصر من الجملة والناشئة من خارج

 .Bوالجسم A الجملة )القوى الخارجية(، بالنسبة لهذه الجملة فإن القوى الخارجية هي ثقلي الجسم 

  jgmmjgmjg
dr

d
m

v
mm

c )( 212121




 
 ومنه تكون حركة مركز الثقل










gcy

cx

c 




0









2

1

kgtV

kV
V

cy

cx

 

السرعة الإبتدائية للجسمين منعدمة ومنه فإن السرعة الإبتدائية لمركز الثقل منعدمة كذلك، ومنه  

=02=k1K 












4

2

3

2

1
kgty

kx

OC
c

c











gtV

V
V

cy

cx
c

0

 

 في اللحظة الإبتدائية يكون الجسمين في الموضعين













2

0

0

0

hy

ax
B

B

B













1

0

0

0

hy

ax
A

A

A

 

 في الموضع:ويكون مركز الثقل إذن 













)/())/()(

)/()/()(

2122112121

2112121

0

000

000

mmhmhmmmymymy

mmammmxmxmx
C

BAc

BAc

 

 ولهذا يكون موضع مركز الثقل أثناء الحركة












)/()(
2

1

)/(

212211

2

211

mmhmhmgty

mmamx

C
c

c

 

 

 

 

 

 

 التمرين الثاني:
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 حركة مركز العطالة: -1

)(

cos
,

sincos

21

2211

21

2211

222

11

mm

VmVm
V

mm

VmVm
V

jViVV

iVV

cxc


















 

)(

sin

21

22

mm

Vm
Vcy





 

 وبتكامل السرعة وإستعمال الشروط الإبتدائية

=02=y2=0          x1>y1T=0, x 

(o)=0c(o)=ycx 

 نحصل على إحداثيات مركز العطالة

)(

)sin(

)(

)cos(

21

22

21

2211

mm

tVm
y

mm

tVmVm
x

c

c













 

 

 ومنها معادلة المسار

cc x
VmVm

Vm
y





cos

sin

2211

22




 

 ومنه فإن حركة مركز العطالة حركة خطية منتظمة.

( بتطبيق قانون تركيب السرعات حيث سرعة الجر cسرعة الجسمين بالنسبة لمعلم مركز العطالة ) -2

 مركز العطالة.هي سرعة 

  jViVVmmmVVV c  sin)cos()/((' 22121211 
 

  jViVVmmmVVV c  sin)cos()/((' 21221122 
 

 (cالطاقة الحركية للجملة في المعلم ) -3

2

22

2

11 '
2

1
'

2

1
VmVmEci 

 

   
2

21

22

2

2

12

2

12

22

2

2

21

2

21

)(2

sin)cos(sin)cos(
'

mm

VVVmmVVVmm
E ci








 

)cos2(
)(2

' 21

2

21
2

21

21 VVVV
mm

mm
E ci 




 

2
21

21

21 )(
)(2

' VV
mm

mm
E ci 




 

 التأكد من العلاقة: -4

2

21 )(
2

1
' ccici VmmEE 

 



Dynamique des Points Matériels                                                                  تحريك جملة نقاط مادية 

193 H.BEDBOUDI ENSET Skikda 

2

22

2

11
2

1

2

1
VmVmEci 

 

)(2

)(
)(

)(2
)(

2

1
'

21

2
22112

21

21

212

21
mm

VmVm
VV

mm

mm
VmmE cci









 

  ciEVmVm 
2

22

2

11
2

1

 
 التمرين الثالث:

 

 كمية الحركة الإجمالية  -1

)3()2(
)1( PPPP 

 

ii
dt

OMd
mVmP 2)2(1

1

111)1( 
 

kjkj
dt

OMd
mVmP 62)3(2

2

222)2(


 

j
dt

OMd
mVmP 3

3

333)3(


 

kjiP 62 
 

 إحداثيات مركز العطالة تعطى بالعلاقة -2

)(
1

332211 OMmOMmOMm
m

OC 
 

kgmmmm 6321 
 

 ومنه

 )3(3)3(2)62(
6

1
jtiktjtkjiOC 

 

 ktjtit )63()92(2(
6

1


 
 ومنه فإن سرعة مركز العطالة

 kji
dt

OCd
V c 62

6

1


 
 وبالمقارنة مع كمية الحركة في السؤال السابق نلاحظ أن 

c321cc V)mm(mVmV6P 
 

 الطاقة الحركية في المعلم الثالث -3

(3)E(2)E(1)EE cccc 
 

2J4
2

1

2m

P
Vm

2

1
(1)E

1

2

12

11c 
 

10J
2.2

40

2m

P
(2)E

2

2

2
c 
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J
2

3

2m

P
(3)E

3

2

3
c 

 

13,5J
2

27
Ec 

 
 الطاقة الحركية في معلم مركز العطالة-(3

 من أجل ذلك نحسب أولا كمية الحركة لكل نقطة في معلم العطالة.

kj
6

1
i

3

5
VmP)VV(mP' c1c11 (1)(1)


 

k4j
3

7
i

3

2
VmP)VV(mP' c2c22 (2)(2)


 

k3j
5

2
iVmP)VV(mP' c3c33 (3)(3)


 

 ثم نحسب الطاقة الحركية لكل نقطة

J
72

137

2.1

137/36

2m

P'
(1)E'

1

2

1
c 

 

J
36

197

2.2

197/9

2m

P'
(2)E'

2

2

2
c 

 

J
24

65

2.3

65/4

2m

P'
(3)E'

3

2

3
c 

 

10,08J
12

121
E'c 

 

J
12

41

2.6

41

2m

P
mV

2

1 2
2

c 
 

c

2

cc EJ
2

27
mV

2

1
E' 

 
 العزم الحركي في المعلم الثابت -

)3()2()1( LLLL 
 

k9j6

k9POM

oPOM

j6POM

33)3(

22)2(

11)1(
















L

L

L

L

 

 العزم الحركي في معلم مركز العطالة

 من أجل ذلك نحسب أولا شعاع الموضع لكل نقطة في معلم مركز العطالة

k)
2

5
(tj

6

t
i)

2

3
t

3

5
(OCOMCM 11 

 

k)
2

1
(2tj

6

7t
i)

2

3

3

t
(-OCOMCM 22 

 

k)
2

1
(tj

6

5t
i)

3

t

2

3
(OCOMCM 33 

 



Dynamique des Points Matériels                                                                  تحريك جملة نقاط مادية 

195 H.BEDBOUDI ENSET Skikda 

k
2

15
j4-i

2

1
'

k
4

15
j4i

4

5
P'CML'

k
2

7
j

3

17
i

2

7
P'CML'

k
4

1
j

3

17
i

12

5
P'CML'

(3)3(3)

(2)2(2)

(1)1(1)






















L
 

)POC('L

k9j6')POC(

k
2

3
j10i

2

1
POC












L

L 
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 التصادم VIII : الفصل

Le Choc 

 

 :مدخل 

 عندما يلتقي جسمين وتتغير سرعتهما نقول أنهما إصطداما أو وقع تصادم بينهما. -

زمن التصادم هو الوقت الذي يبقى فيه الجسمين في تفاعل أو في تلامس، ويكون عامة زمن  -

 )وقتا( قصيرا جدا.

بينهما خلال مدة زمنية قصيرة حيث يستعمل هذا التفاعل بين جسمين معزولين ويتبادلان التأثير  -

 نعلم بدقة قانون التفاعل التفاعل كثيرا في الفيزياء لمعرفة البناء الذري والنووي للمادة حيث لا

فقط بين الحالتين الإبتدائية والنهائية ولا نهتم بما يحدث  قارنفحكمهما. في هذا الفصل سيالذي 

 خلال التفاعل.

 دم بين جسمين:تعريف وخواص التصا -1

التصادم بين جسمين هو ذلك التأثير المتبادل بينهما خلال فترة زمنية قصيرة جدا وفي موضع معين من 

 الفضاء.

 .المذنباتيطبق هذا التعريف على جسمين مجهرين أو على 

ية( يمكن أن نعطي التعريف التالي: التصادم بين جسمين نأما بالنسبة للأجسام الجهرية )العيا -

تكونا ان الجسمين عند لحظة معينة والتي لم ددالتماس بين المساحتين التين تح ن هونيعيا

 من أهم خواصه:التصادم و تتلامسان مباشرة قبل ولا تتلامسان مباشرة بعد 

 يستغرق مدة قصيرة من الزمن. -

 محدد في موضع معين من الفضاء. -

لكبير في السرعة إلى نوع التأثير يستلزم تغييرا كبيرا في سرعة الجسمين ويرجع هذا التغيير ا -

دراسة هذا النوع من التأثير يتطلب معرفة القوى  (،Interaction de Contact)بالتماس 

المطبقة أثناء التفاعل ومدة هذا التفاعل، دراسة هذا النوع من التفاعل معقدة جدا. لذا نكتفي بدراسة 

 حوصلة التغيرات في كمية الحركة والطاقة الحركية للجملة المدروسة.

 

 دراسة تأثير بين جسمين مجهرين: -2

 pE(r)تعرف الطاقة الكامنة للتأثير بين الجسمين  1m ،2mكتلتهما على التوالي  2Mو 1Mنعتبر جسمين 

 المسافة التي تفصل بين الجسمين. rالتفاعل قصير المدى بينهما، حيث 

 

 

 

 

 

 

 

 تصادم جسمين :VIII-1الشكل     

A’ 

V1
⃗⃗  ⃗’ 

V2
⃗⃗⃗⃗ ’ 

V1
⃗⃗  ⃗ M1 

M2 

A’ 

 منقطة التفاعل
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التصادم )فترة صغيرة جدا( حيث يمكن القول أن ليس هناك إنتقال للجسيمات )أو الجسمين( خلال  -

 ]القوى الخارجية معدومة[

F⃗ e = −grad⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗Ep
e …………………(VIII − 1) 

E𝑝منه الطاقة الكامنة الخارجية 
𝑒  للجملة تبقى محفوظة(Cte  ،لا تتغير خلال التصادم )ثابتة

وبالتالي فإن التغير في الطاقة الكامنة الخارجية مباشرة قبل وبعد التصادم يساوي صفرا أي 

E𝑝𝑎𝑣

𝑒 − E𝑝𝑎𝑝

𝑒 = 0 

 Rبما أن جملة الجسمين معزولة فإن الدفع الخطي )كمية الحركة( للجملة بالنسبة لمعلم عطالي

 محفوظة أي

P⃗⃗ av = P⃗⃗ ap …………………(VIII − 2) 

 

 

 الدفع الخطي للجملة فبل التأثير P⃗⃗ 𝑎𝑣حيث 

 الدفع الخطي للجملة بعد التأثير. P⃗⃗ 𝑎𝑝و 

F⃗ 12حسب م. أ. ت  + F⃗ 21 =
dP⃗⃗ 

dt
=

d

dt
(P⃗⃗ av + P⃗⃗ ap)  من مبدأ الفعل ورد الفعلF⃗ 12 = −F⃗ 21 

d

dt
(𝑃⃗ 𝑎𝑣 + 𝑃⃗ 𝑎𝑝)           ⇒ 𝑃⃗ 𝑎𝑣 + 𝑃⃗ 𝑎𝑝 = Cte…………………(VIII − 3) 

 

∑بعبارة أخرى  P⃗⃗ 𝑖𝑎𝑣i = ∑ P⃗⃗ 𝑖𝑎𝑝𝑖 

 

جال الجاذبية مثلا( تصبح الجملة غير معزولة ولكن م) جملة المتفاعلة تخضع لقوى خارجيةإذا كانت ال

 فعليا يبقى الدفع الخطي )كمية الحركة( محفوظا.

 من م. أ. ت

dP⃗⃗ 

dt
= F⃗ 𝑒𝑥𝑡 ∆P⃗⃗ = ∫ F⃗ 𝑒𝑥dt

𝑡+𝜏

𝑡

…………………(VIII − 5) 

 

يمثل مدة التفاعل وهي قصيرة جدا أمام كل فترة تميز التجربة. إذا كانت شدة محصلة القوى  𝜏حيث 

 الخارجية محدودة

∆P⃗⃗ = 0⃗         ⇐  ∆P⃗⃗ = F⃗ 𝑒𝑥(𝑡 + 𝜏) − F⃗ 𝑒𝑥(𝑡) ≃ 0 

 

 مما يجعلنا نعتبر دائما في مثل هذه التصادمات حفظ الدفع الخطي.

شتق من كمون بحيث تكون الطاقة تجملة نعتبر كذلك في مثل هذه التصادمات قوى التأثير الداخلية لل

 الميكانيكية للجملة محفوظة

E𝑀 = E𝑐 + E𝑝 = Cte…………………(VIII − 6) 
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في بعض التجارب يمكن لأحد الجسمين أو كلاهما الإنقسام لذا نعمم مبدأ حفظ الطاقة الميكانيكية إلى حفظ 

 الطاقة الكلية للجملة.

{
𝐸𝑝𝑖𝑛 = 𝐸𝑝 + ∑𝐸𝑝𝑖𝑛𝑖

𝑖

𝐸𝑇حيث = 𝐸𝑐 + 𝐸𝑝𝑒𝑥
+ 𝐸𝑝𝑖𝑛 = 𝐶𝑡𝑒

الطاقة الداخلية للجملة ∶ 𝐸𝑝𝑖𝑛

} 

∑𝐸𝑐𝑖

𝑎𝑣

+ ∑𝐸𝑖𝑛𝑡𝑖

𝑎𝑣

= ∑𝐸𝑐𝑖

𝑎𝑝

+ ∑𝐸𝑖𝑛𝑡𝑖

𝑎𝑝

…………………(VIII − 7) 

 

إذا بقي عدد ونوع الجسمات التي تدخل في تأثير متبادل ثابتا ولم يتغير يدعى هذا النوع من التصادم: 

 ومن مميزات التصادم المرن

∑𝐸𝑖𝑛𝑖

𝑎𝑣

= ∑𝐸𝑖𝑛𝑖

𝑎𝑝

 

⇒ ∑𝐸𝑐𝑖

𝑎𝑣

= ∑𝐸𝑐𝑖

𝑎𝑝

 

 فيمايلي نلخص المعادلتين التين تميز التصادم المرن:

 لدفع الخطي للجملة محفوظ -

 

P⃗⃗ av1
+ P⃗⃗ av2

= P⃗⃗ ap1
+ P⃗⃗ ap2

…………………(VIII − 8) 

 

 الطاقة الحركية للجملة محفوظة. -

P⃗⃗ av1

2m1
+

P⃗⃗ av2

2m2
=

P⃗⃗ ap1

2m1
+

P⃗⃗ ap2

2m2
…………………(VIII − 9) 

 

 يلي:حل هاتين المعادلتين يعطينا ما 

V⃗⃗ ap1
=

(m1 − m2)V⃗⃗ ap1
+ 2m2V⃗⃗ av2

m1 + m2

V⃗⃗ ap2
=

(m2 − m1)V⃗⃗ av2
+ 2m1V⃗⃗ av1

m1 + m2

…………………(VIII − 10) 

 

 تعطى قوانين الحفظ مايلي: Cأما في معلم مركز الكتل

 الدفع الخطي محفوظ -

P⃗⃗ cav1
+ P⃗⃗ cav2

= P⃗⃗ cap1
+ P⃗⃗ cap2

= 0⃗  

 الطاقة الحركية محفوظة -

P⃗⃗ 2cav1

2m1
+

P⃗⃗ 2av2

2m2
=

P⃗⃗ 2cap1

2m1
+

P⃗⃗ 2cap2

2m2
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P⃗⃗ 1cومن كون  = −P⃗⃗ 2c التصادم نجدقبل وبعد 

P⃗⃗ 2cav1

2
[
1

m1
+

1

m2
] =

P⃗⃗ 2cap2

2
[
1

m1
+

1

m2
] 

 نستنتج مايلي:

P⃗⃗ 2cav1
= P⃗⃗ 2av2

= P⃗⃗ 2cap1
= P⃗⃗ 2cap2

 

 أي

  Pcav1
= Pcav2

= Pcap1
= Pcap2

= P = μv…………………(VIII − 11) 

 

𝜇.الكتلة الكلية للجملة : 

 خلال التصادم المرن بطويلة كمية حركته. cيحتفظ كل جسم في معلم مركز الكتل 

 

 جسمين:دراسة التصادم بين  -3

 

دل )التفاعل( بين جسمات مجهرية ندرس في هذه الفقرة التصادم بين أجسام ابعدما درسنا التأثير المتب

 عيانية.

، اللذان لم يكونا يتلامسان tنعلم أن التصادم بين جسمين هو التماس بين سطحيهما عند لحظة  -

 مباشرة قبل ومباشرة بعد هذه اللحظة.

جدا أمام كل مدة تميز تحليل هذا التصادم. ينتج عن هذا أن تجريبيا لحظة التصادم صغيرة  -

 التصادم محدد موضعه في الفضاء.

 

 حوصلة كمية الحركة والدفع الزاوي:* 

 نذكر بمعادلات حوصلة كمية الحركة والدفع الزاوي التي رأيناها في الفترة السابقة.

dP⃗⃗ 

dt
= F⃗ ext            → ∆P⃗⃗ = ∫ F⃗ exdt

t+τ

t

dt 
o⁄

dt
= ℳ⃗⃗⃗ 

O
⁄ F⃗ ex       → ∆t = ∫ ℳ⃗⃗⃗ 

O
⁄ F⃗ exdt

t+τ

t

…………………(VIII − 12) 

 

 

 مثل ما رأينا سابقا: كون مدة التصادم قصيرة جدا فإذا كانت الجملة معزولة والإندفاع الخطي.

∆P⃗⃗ = ∫ F⃗ 𝑒𝑥𝑡dt
𝑡+𝜏

𝑡
 مهمل يكون الدفع الخطي والدفع الزاوي محفوظين. 
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صادما تمعزولة  شبهيكون التصادم بين جسمين، يكونان جملة معزولة أو  التصادم المرن والغير مرن:* 

 مرنا عندما تكون الطاقة الحركية للجملة محفوظة.

E𝑐𝑎𝑣 = E𝑐𝑎𝑝    ⟶ ∆E𝑐 = 0…………………(VIII − 13) 

 

 في كل الحالات الأخرى نقول أن التصادم غير مرن.

تكسيرها إلى قطع أو رفع  وبتشويهها أإن الطاقة الحركية المفقودة تسمح بتغيير طبيعة الجمل  -

 درجة حرارتها.

 وتتميز مثل هذه التصادمات بالتغير في الطاقة الحركية قبل وبعد التصادم

Q = Ecf − Eci 
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 (Exercices)تمارين 

 

 : ولالأالتمرين 

 في حالة سكون ولها نفس الكتلة. Bجسيمة  AVو سرعتها  Amكتلتها  Aتصدم جسيمة 

 بين أنه إذا كان الصدم بينهما مرنا فان سرعتيهما بعد الصدم مباشرة تكونا متعامدتين. -

 

 التمرين الثاني:

، نفرض أن M=1Kgفي حالة سكون كتلتها  Aمع كرية   v=2ms-2و سرعتها  2Mتصدم كرية كتلتها 

VVBموازيتان للسرعة الابتدائية  BV/و  AV/'السرعتين  . 

 BV/و  AV/'أحسب السرعتين 

 إذا كان الصدم مرنتا. -1

 إذا كان الصدم لينا )الكرتان متلاصقتان(. -2

 استنتج في هذه الحالة أن الطاقة الحركية غير محفوظة. -3

 

 : التمرين الثالث

 ساكنة. 2mتدخل في صدم تام المرونة مع كتلة  1Vذات سرعة  1mكتلة

على الاتجاه الأصلي  90°خلال الصدم إذا قفزت بزاوية  1mماهي الطاقة )القدرة( التي تفقدها الكتلة  -*

 .2mبعد الاصطدام مع 

مع العلم أن 
m

P
EC

2

2

  

 

 : رابعالتمرين ال

 ساكنة. 2mبكتلة  1vذات سرعة ثابتة  1mتصطدم كتلة 

و  1v,2, m1mباعتبار أن الصدم تام المرونة، ماهي الطاقة الحركية لكل من الكتلتين بدلالة  -1

 .1mمع الاتجاه الأصلي للكتلة  2mالتي يشكلها اتجاه حركة  الزاوية 

بعد  1mالتي يشكلها اتجاه حركة  و الزاوية  أوجد علاقة بسيطة بين  m1m=2إذا كانت  -2

 .1mالصدم مع الاتجاه الأصلي للكتلة 
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  :خامسالتمرين ال

 ساكنة. 2mبكتلة  1vذات سرعة ثابتة  1mتصطدم كتلة 

 و الزاوية  1v,2, m1mباعتبار أن الصدم تام المرونة، ماهي الطاقة الحركية لكل من الكتلتين بدلالة  -1

 .1mمع الاتجاه الأصلي للكتلة  2mالتي يشكلها اتجاه حركة 

بعد الصدم  1mالتي يشكلها اتجاه حركة  و الزاوية  أوجد علاقة بسيطة بين  m1m=2إذا كانت  -2

 .1mمع الاتجاه الأصلي للكتلة 

 

 : سادسالتمرين ال

. وضعت هذه الجملة على طاولة أفقية لتأتي lطوله  2M1Mمثبتان على رأسي قضيب  2mو  1m كتلتان 

),(حيث   0Vبسرعة ثابتة 3mكتلة  210 MMV 3، وتصطدمm  2بالكتلةm  3فتأخذm  اتجاها عموديا

3لاتجاهها الأصلي و سرعتها بعد الصدم  
'V . 

 .2mو  1mللجملة المتكونة من الكتلتين  Cماهي حركة مركز العطالة  -

 

 :سابعالتمرين ال

 .معلقتان كما هو موضح في الشكل 2mو  1m كرتان كتلتهما 

ثم تترك بدون سرعة ابتدائية، بعد الصدم بالكرة الثانية تزاح هذه الأخيرة أي  αتزاح الكرة الأولى بزاوية 

 .βالكرة الثانية بزاوية 

مرن. أدرس اتجاه شعاعي السرعة أحسب سرعتي الكرتين مباشرة بعد الصدم في حالة صدم  -1

 بدلالة الكتلتين.

 .βأحسب الزاوية  -2

 

 

 

 

 

 

 

l α 

m2 m1 
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تمارينحلول ال
  

 التمرين الأول:

  

 

 

 

 

 

 

 من أجل إنخفاظ كمية الحركة الإجمالية قبل وبعد الصدم فإن 

211 P   PP 

112أي أن  P  PP 

cos P2P -PP 11 90ربيع                 وبالت

2

1

2

1

2

2
P 

أي 
2

1

2

1

2

2 PP P 

 من أجل إنخفاظ الطاقة الحركية فإن

111 c

21

1

1

2

1

21

1

1

2

1

1

2

1
ccc

21

12

1

2

1

1

2

1

21

21

2

1

2

2

12

1

2

1

21

2

1

2

2

2

1

2

1

1

2

1

E 
m  m

m 2
  

m 2
 

m  m

m 2
  

m 2
 - 

m 2
  E - E  E 

m  m

mm
  

m 2
  

m 2

m m

mm
 

2
  

m 2
  )PP ( 

m 2

1
  

m 2
          

m 2m 2m 2









































 











PPP

PP

PPP

PPP

 

 

 التمرين الثاني:

 

 إنخفاظ كمية الحركة( تصادم مرن 1

BAB

BAB

V M 2  V M V M 2

P  P P








 

 Aإلى  Bكل السرعات متوازية، فالإسقاط على المحور الموجة 
)1(..............................V 2  V V 2 BAB   

 

 إنخفاظ الطاقة الحركية

m2 m1 

m1 

m2 

 قبل الصدم

 بعد الصدم
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)2..(........................................V    
2

1
 V 

V M 2
2

1
   M 

2

1
 V M 2 

2

1

E  E 

2

B

2

A

2

B

2

B

2

A

2

B

BdACCB













V

V

E

 

                                               ( 1من ) BBA V    2 V   V 

                    (1من )  *.............................. V V V 2     4 V 
2

BBB

2

B

2

A   V 

                     (2من )

  **  ............................. V    2 V

V   V  
2

1

2

B

2

B

2

A

2

B

2

B

2

A









V

V
 

   

0V  V V 4  V 3

V 2  V V 4    2  V  

V V V 2     4   V    2 

2

BBB

2

B

2

BBB

2

B

2

B

2

B

2

BBB

2

B

2

B

2

B













VV

VV

* = ** 

 من المعادلة من الدرجة الثانيةVB حساب 

2

B

B

2

B

2

V 4  

V (3) 4 - V 16  

 c a 4 - b  







 

)2.........(........................................V   V

6

V 2 V 4
  

a 2

 b-
  V

)1......(........................................V 
3

 1 
  V

6

V 2 - V 4
  

a 2

- b-
  V

BB1

BB

B2

BB1

BB

B1
























 

BBA( 2من الحل ) V   V  0  V    الحل مرفوض لأن تغيير يعني أن الكريةB  مرت عبر الكرية

A. 

                          (1من )

BA

BBBBA

V 
3

4
 V

V 
3

 1 
  V        V 

3

1
 - V 2 V

















 

BV   وAV   موجه والشعاعان لهما نفس جهة الشعاعBV 

 

 

 كمية الحركة( التصادم بين الكريتان تبقى متلاصقتين بعد الصدم لهما نفس السرعة إنخفاظ 2

BB

ABB

BABAB

V 
3

2
  V  

V 3  V 3 - V2

V2  V V2    VV













AV

 

 ليس هناك إنخفاظ في الطاقة الحركة -3
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2

B

2

B

2

Ac

2

B

2

Bc

V M
3

2
  V 2M 

2

1
  V 2M 

2

1
 E

V M  V 2M 
2

1
 E








 قبل الصدم 

cc E - E
 تحولت إلى حرارة في هذا الصدم 

 ت. ع:

.....(2)..........m/s....... 
3

4
   2 

3

2
   V  V

m/s 
3

2
   2 

3

1
V

...(1)....................m/s....... 
3

8
   2 

3

4
V

1Kg M                              m/s 2  V  V

BA

B

A

B















 

 

 :لسابعالتمرين ا

 

 حساب سرعتي الكرتين مباشرة بعد الصدم

 مؤثرة على الجملة يسمح لنا بتطبيق مبدأ إنخفاظ كمية الحركةغياب قوى خارجية 

 كمية الحركة الإبتدائية = كمية الحركة النهائية

112211كمية الحركة الإبتدائية V m  V m  V m  

V m  V m كمية الحركة النهائية  2211
 

V m  V mV m ..............................(1)إذن 221111
 

 إنخفاظ الطاقة الحركيةالصدم مرن يسمح لنا كذلك بتطبيق مبدأ 

)2......(....................V m  V m V m 

V m 
2

1
 V m

2

1
 V m 

2

1

2

22

2

11

2

11

2

22

2

11

2

11




 

 قبل الصدم 1mسرعة الكتلة  1Vحساب 

 1mمبدأ إنخفاظ الطاقة الكلية بالنسبة للكرة

)cos - (1  g  V

) cos - (1  g m h  g m  V m  
2

1

1

11

2

11








 

 على( على محور أفقي لحظة الإصطدام نحصل 1بإسقاط المعادلة )
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21مهم تكون قيم الكتلتين  V 1 يكون لهما نفس إتجاه 2V السرعة   m   وm 
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 الجسم الصلب :IX الفصل

Le Corps Solide 

I- :تعريف الجسم الصلب 

الجسم الصلب هو كل جسم ) جملة جسيمات( تبقى المسافة بين أجزائها ) الجسيمات المكونة لها( ثابتة.  -

 أبعاده ثابتتين خلال حركته مهما كانت القوى المؤثرة عليه.أي هو الجسم الذي يبقى شكله و 

في الواقع لا يوجد جسم صلب مثالي ينطبق عليه هذا التعريف و ذلك نظرا للتشوهات المجهرية التي  -

تلحق بالأجسام الصلبة و الاهتزازات الدائمة لذراته، غير أن المجال المجهري لهذه التشوهات و 

باعتبار هذا الأخير عبارة عن مجموعة  ،صد الدراسة العيانية لحركة الجسم الصلبالاهتزازات يسمح لنا ق

 نقاط مادية ملتحمة فيما بينها.

II- :حركة الجسم الصلب غير القابل للتشوه 

نرفقه بمعلم R لدراسة هذا الجسم بالنسبة لمعلم عطالي (S)نعتبر جسما صلبا غير قابل للتشوه 

(o`, x`, y`, z`)R`  انظر( الشكلمتصل به IX-1 .) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 حركة الجسم الصلب: IX-1 الشكل    

 

 

 

 

X 

Y 

Z 

O 

X` 

Z` 

Y` 
O` 

(R`) 

(S) 
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 * حقل السرعة للجسم الصلب:

نعين سرعتي  R حركة كيفية بالنسبة للمعلم (S) جسملل .(Sمن الجسم الصلب ) Bو  Aنعتبر نقطتين 

 كما يلي: Bو Aالنقطتين 

VB⃗⃗⃗⃗ = Vo`⃗⃗⃗⃗  ⃗ + w⃗⃗⃗ ∧ O`B⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = VA⃗⃗⃗⃗                   و           ⃗  V⃗⃗ o` + w⃗⃗⃗ ∧ O`A⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

 : Aالنقطة من سرعةBنستنتجها من طرح سرعة النقطة  Bبالنسبة للنقطة A أما سرعة النقطة 

VA⃗⃗⃗⃗ − VB⃗⃗⃗⃗ = w⃗⃗⃗ ∧ (O`A⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗ − O`B⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗) = w⃗⃗⃗ ∧ BA⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

 :اتأو حقل السرع اتو نحصل أخيرا على قانون توزيع السرع

VA⃗⃗⃗⃗ = VB⃗⃗⃗⃗ + AB⃗⃗⃗⃗  ⃗ ∧ w⃗⃗⃗ …………………(IX − 1) 

نلاحظ من هذه العلاقة أن سرعة نقطتين من جسم صلب واحد يمكن أن لا يملكان نفس السرعة ) لهما 

 نقطتين تبقى ثابتة أيال رغم أن المسافة بين (سرعتان مختلفتان

𝑑‖𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗‖

𝑑𝑡
= 0⃗  

 من هذه العبارة نستنتج كذلك علاقة جد مهمة لدراسة حركة الأجسام الصلب:

dAB2⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗

dt
= 2AB⃗⃗⃗⃗  ⃗.

dAB⃗⃗⃗⃗  ⃗

dt
= 2AB⃗⃗⃗⃗  ⃗(VB⃗⃗⃗⃗ − VA⃗⃗⃗⃗ ) = 0 

{
 
 

 
 AB⃗⃗⃗⃗  ⃗ = AO⃗⃗⃗⃗  ⃗ + OB⃗⃗⃗⃗  ⃗

VA⃗⃗⃗⃗ =
dOA⃗⃗⃗⃗  ⃗

dt
,   VB⃗⃗⃗⃗ =

dOB⃗⃗⃗⃗  ⃗

dt
 

dAO⃗⃗⃗⃗  ⃗

dt
= −VA⃗⃗⃗⃗ }

 
 

 
 

…………………(IX − 2) 

 

 

 أي أن كل نقطتين من جسم صلب تحقق العلاقة التالية:

AB⃗⃗⃗⃗  ⃗. VA⃗⃗⃗⃗ = AB⃗⃗⃗⃗  ⃗. VB⃗⃗⃗⃗  
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 الحركة الانسحابية: *

 .R حركته بالنسبة لمعلم عطالي خلالهي كل حركة يبقى فيها كل مستقيم من الجسم الصلب موازيا لنفسه 

AB⃗⃗⃗⃗ الشعاعيبقى   نستنتج ما يلي:،ثابتا خلال الحركة المنحنية للجسم  ⃗ 

dAB⃗⃗⃗⃗  ⃗

dt
= 0⃗ ⇒ VA⃗⃗⃗⃗ = VB⃗⃗⃗⃗ …………………(IX − 3) 

 

= w⃗⃗⃗  معدومة )سرعة دوران الجسم( أي أن السرعة الزاوية 0⃗  

 

 

 

 

 

 

 الحركة الانسحابية: IX-2 الشكل     

 .R  له حركة انسحابية نفس السرعة و نفس التسارع بالنسبة للمعلم العطالي (Sكل نقاط جسم صلب )

 (.IX-2ليست الحركة الانسحابية لجسم صلب بالضرورة خطية )الشكل  ملاحظة:

 :(∆)الحركة الدورانية لجسم صلب حول محور ثابت  *

كل حركة تبقى فيها نقطتان من الجسم الصلب ثابتتان تدعى حركة دورانية بالنسبة لمستقيم المار من هاتين 

النقطتين و نسمى هذا المستقيم محور الدوران. كل نقاط الجسم الصلب التي تنتمي لهذا المحور تبقى ثابتة 

 .IX-3 أنظر الشكل←خلال الحركة ) لها سرعة معدومة(

 

 

 

 

 الحركة الدورانية :IX-3 الشكل     

Z 

Y 

X 

t1 
t2 t3 

A 

B 

A 

B 

A 

B 
(S) (S) (S) 

(S) 

I1 

I2 

C1 

C2 

A 

B 



Le Corps Solide                                                                                                          الجسم الصلب 

210 H. BEDBOUDI ENSET Skikda 

 Rنعتبر في هذا المثال أسطوانة نصف قطرها  :تطبيق: دراسة حركة انسحابية و دورانية لجسم صلب*

تتدحرج بدون انزلاق على مستوي أفقي. بما أن الأسطوانة لا تنزلق يعني أن كل نقاط الأسطوانة التي 

 تلمس السطح ثابتة )سرعتها معدومة( لحظة تماسها مع السطح، نعرف إذا ما يلي:

ما تدعى حركة دورانية حول تلك النقطة و كل حركة تكون فيها سرعة إحدى نقاط الجسم ساكنة في لحظة 

 تدعى النقطة مركزا آنيا )لحظيا( للدوران.

  :نلاحظ في هذا المثال

 

 

 

 

 

 حركة انسحابية و دورانية :IX-4 الشكل    

 

مجموع النقاط التي تلمس السطح ساكنة، هي على شكل مستقيم، ندعوه محورا آنيا للدوران و بذلك  -1

 حول هذا المحور. الحركة دورانيةتعتبر 

حركة دورانية نستنتج أن لهذا الجسم الصلب حركة مركبة  ةحركة انسحابيلمحور الدوران الآني هذا  -2

 (.IX-4)الشكل  زائد حركة انسحابية

  Cو Bو  A( و نختار ثلاث نقاط OYعمودي على المحور )* لدراسة حركة هذه الأسطوانة نرسم مقطع 

 .IX-5 كما هو موضح في الشكل

 

 

 

 

 

 

 حركة انسحابية و دورانية دراسة :IX-5 الشكل    

 

Z 

X 

Y (∆) 

C 

VA⃗⃗⃗⃗  

X 

A 

B 

C 

M 

VM⃗⃗⃗⃗  ⃗ VC⃗⃗⃗⃗  

ur⃗⃗  ⃗ 

uθ⃗⃗⃗⃗  

Z 
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 نجد:  Bو Aعلى نقطتين  اتنطبق قانون توزيع السرع

VB⃗⃗⃗⃗ = VA⃗⃗⃗⃗ + BA⃗⃗⃗⃗  ⃗ ⩘ w⃗⃗⃗   حيثw سرعة دوران الاسطوانة لكن نعلم أن النقطة B   ساكنة عند هذه اللحظة

 أي:

0⃗ = VA⃗⃗⃗⃗ + BA⃗⃗⃗⃗  ⃗ ⩘ w⃗⃗⃗  

 و منه:

VA⃗⃗⃗⃗ = −BA⃗⃗⃗⃗  ⃗ ⩘ w⃗⃗⃗ …………………(IX − 4) 

 

VA⃗⃗⃗⃗ = −BAk⃗ ∧ wj = 2Rwi   ، أما سرعة النقطةC اتها كذلك باستعمال قانون توزيع السرعبسحن 

 نجد: Bو Cعلى نقطتين 

V⃗⃗ C = −BC⃗⃗⃗⃗  ⃗ ∧ w⃗⃗⃗ = −BCk⃗ ∧ wj = Rwi …………………(IX − 5) 

 

 بنفس الطريقة:على سطح الاسطوانة و نحسب سرعتها ℳنختار الآن نقطة  كيفية 

V⃗⃗ ℳ = −Bℳ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ ⩘ w⃗⃗⃗ = −(BC⃗⃗⃗⃗  ⃗ + Cℳ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  ⃗) ⩘ w⃗⃗⃗  

= BC⃗⃗⃗⃗  ⃗ ⩘ w⃗⃗⃗ − Cℳ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ ⩘ w⃗⃗⃗  

V⃗⃗ ℳ = VC⃗⃗⃗⃗ + Rωu⃗ θ…………………(IX − 6) 

𝐵ℳ⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗  (V⃗⃗ ℳهذه السرعة عمودية على شعاع  = −Bℳ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ ⩘ w⃗⃗⃗ .) 

, و هكذا يمكن تحليل Rwu⃗ θو المركبة الدورانية  𝑉⃗ 𝐶و نلاحظ أنها مركبة من جزأين المركبة الانسحابية

 الحركة الى نوعين:

V⃗⃗ θ*الحركة الدورانية بالنسبة لمحور الاسطوانة  = Rwu⃗ θ 

= VC⃗⃗⃗⃗*حركة انسحابية لمركز كتل الاسطوانة  Rwi  
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III- :عزم العطالة 

 الطاقة الحركية لجسم صلب يدور حول محور ثابت. *

الذي نعتبره يمر من مركز ثقل الجسم، بسرعة زاوية ثابتة   ∆)حول المحور ) (Sعندما يدور الجسم ) -

w فإن للنقطتينℳ1  وℳ2 :سرعتين خطيتين مختلفتين كون المسافتينd1 = I1ℳ1  وd2 = I2ℳ2 

 (، IX-6)الشكل  غير متساويين 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 عزم العطالة :IX-6 الشكل

 لهذا الجسم الصلب يجب جمع على كل النقاط المكونة للجسملحساب الطاقة الحركية الدورانية 

Ec =
1

2
∑miVi

2

i

 

 حيث السرعةالخطية

Vi = wdi 

 فتصبح عبارة الطاقة الحركية:

Ec =
1

2
∑mi

i

w2di
2 =

1

2
w2(∑midi

2

i

)…………………(IX − 7) 

(∆)I يتعلق الحد = (∑ midi
2

i بالنسبة  عزم عطالة الجسمبشكل و توزيع المادة داخل الجسم و يدعى  (

 تصبح عبارة الطاقة الحركية  (∆)للمحور 

Ec =
1

2
I(∆)w

2…………………(IX − 8) 

 

 

 

(S) 

I1 

I2 

C1 

C2 

ℳ1 

ℳ2 

 
I 

ℳ 

dr 
r 

O 
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 :∆)عطالة جسم صلب بالنسبة للمحور الثابت )عزم  *

 بأنه القيمة الموجبة ∆)( بالنسبة لمحور )Sنعرف عزم العطالة لجملة جسيمات )جسم صلب( )

I∆ =∑ℳiIiℳi
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  

2

i

= [∑ℳidi
2

i

]…………………(IX − 9) 

𝑑𝑖حسب  
(، VII-6 )الشكل ∆)بالنسبة للمحور ) imاالتي كتلتها  ℳ𝐼هو مربع مسافة النقطة المادية 2

بالنسبة لجسم صلب حيث نعتبر توزيع الجسيمات فيه مستمرا تأخد عبارة عزم العطالة بالنسبة للمحور 

 الصيغة التالية: ∆))

I∆ = ∫r
2 ρdτ…………………(IX − 10) 

المسافة  rعنصر الحجم و يحسب التكامل على كل حجم الجسم الصلب و  dτ: الكثافة الحجميـة و 𝜌يث ح

.و المحور ) 𝑑𝜏بين موضع عنصر الحجم  في بعض الحالات حيث يوجد تناظر معين يمكن استعمال  ∆)

 الكثافة الخطية أو الكثافة السطحية للمادة فتكون الصيغة العامة لعزم العطالة كالتالي:

 I(∆) = ∫ r
2 dm 

dmحيث:  = λdℓ: في حالة التوزيع الخطي 

dm = σds:  أحسب عزم عطالة قضيب، مهمل السمك و متجانس  مثال:.في حالة التوزيع السطحي

 المار من مركزه و عمودي عليه. ∆)بالنسبة للمحور ) 𝑚كتلته  ℓطوله 

 

 

 

 لحساب عزم العطالة:نلاحظ التناظر الخطي موجود في القضيب لهذا نستعمل الكثافة الخطية  -

I∆ = ∫ ℓ2
ℓ
2

−
ℓ
2

λdℓ = λ. 2
ℓ3

8.3
=
λℓ2

12
 

m     نحسب = ℓλ        ومنه 

I∆ =
1

12
mℓ2 

 

 

+
ℓ

2
 

−
ℓ

2
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IV-نظرية المحاور المتوازنة أو نظرية هويغنز (huyghens): 

حساب عزم العطالة في المثال السابق أو عبارات عزوم العطالة لبعض الأجسام الصلبة يتطلب معرفة 

 الكتل حتى يسهل حسابها.محاور تناظر تمر من مركز 

حساب عزم العطالة لجسم صلب بالنسبة لمحور كيفي يمكن أن يكون صعب و معقدا لذا نلجأ إلى نظرية 

 Cو يمر من مركز الكتل  ∆)بالنسبة الى محور كيفي موازي لمحور ) `Iتسهل حساب عزم العطالة

 (IX-7 )الشكل

 

 

 

 

 

 

 

 عزم العطالةبالنسبة لمحور كيفي :IX-7 الشكل     

I` = ∫ r`2dm = ∫(d⃗ + r )
2

dm 

I` = d2∫dm+∫dmr2 +∫dm2r . d⃗  

d⃗ .  

I` = Md2 + I(∆) + 2d⃗ ∫(OC⃗⃗⃗⃗  ⃗ + Cℳ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  ⃗) dm 

I` = I(∆) +ℳd2 + 2ℳd⃗ . OC⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 2d⃗ ∫Cℳ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  ⃗dc 

 

 

 

 

(∆) (Δ`) 

d⃗  

r  

r ` 

ℳ 

C 

O 

(S) 
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 من تعريف مركز الكتل لدينا 

Oℳi
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  = OC⃗⃗⃗⃗  ⃗ + Cℳi

⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗   

OC⃗⃗⃗⃗  ⃗ =
∑miOℳi

⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  

ℳ
+
∑mi(OC⃗⃗⃗⃗  ⃗ + Cℳi

⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  )

ℳ
=
∑miOC⃗⃗⃗⃗  ⃗

ℳ
+
∑miCℳi

⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  

ℳ
 

OC⃗⃗⃗⃗  ⃗ =
ℳOC⃗⃗⃗⃗  ⃗

ℳ
+
∑miCℳi

⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  

ℳ
 

⇒∑miCℳi
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  = O⃗⃗  

∫dmCℳ⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 0⃗  

. d⃗فان  d⃗ عمودي على شعاع ∆)المحور ) بماأنو  OC⃗⃗⃗⃗  ⃗ =  نحصل في الأخير على عبارة التالية: 0

I` = I∆ +ℳd2…………………(IX − 11) 

 يتنص هذه النظرية أن عزم عطالة جسم صلب لمحور كيفي يساوي عزم عطالته بالنسبة لمحور مواز

 للأول و يمر من مركز الكتل زائد جداء كتلة الجسم الصلب في مربع البعد بين المحورين.

V- الدفع الزاوي لجسم صلب يدور حول محور ثابت : 

 .ℳiنحسب الدفع الزاوي للنقطة  IX-6الشكل في

L⃗ 1 = Oℳ⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ∧ m1v⃗ 1 = (OI⃗⃗⃗⃗ 1 + I1ℳ⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ) ∧ m1dw⃗⃗⃗  

L⃗ 1 = m1d. OI1⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ∧ w⃗⃗⃗ + m1d. I1ℳ⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ∧ w⃗⃗⃗  

L⃗ 1 = m1(Iℳ1
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ )

2
w⃗⃗⃗ = m1d

2 

 اما الدفع الزاوي الكلي

L⃗ =∑L⃗ i = (∑(mi. d
2)) w⃗⃗⃗ = I(∆)w⃗⃗⃗  

L⃗ = I(∆)w⃗⃗⃗ …………………(IX − 12) 
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VI-نظرية الدفع الزاوي لجسم صلب يدور حول محور ثابت: 

ينص المبدأ الأساسي للحركة الدورانية على أن التغير في الدفع الزاوي لجملة جسيمات يساوي مجموع  

 عزوم القوى الخارجية المؤثرة على الجملة:

dL⃗ O⁄

dt
= ℳ⃗⃗⃗ O(ext⁄ ) 

 وبما أن

L⃗ = I(∆)w⃗⃗⃗  

 نجد

ℳ⃗⃗⃗ O(ext⁄ ) =
dI(∆)w⃗⃗⃗ 

dt
= I(∆)

dw⃗⃗⃗ 

dt
 

 يساوي: التسارع الزاوييث أن ح

dw⃗⃗⃗ 

dt
= α⃗⃗  

 تصبح عبارة نظرية الدفع الزاوي

ℳ⃗⃗⃗ O(ext⁄ ) =  I(∆)α⃗⃗ …………………(IX − 13) 

يساوي جداء عزم عطالة الجسم الصلب بالنسبة  لمحور  Oمجموع عزوم القوى الخارجية بالنسبة للنقطة 

 م.للجستسارع الزاوي اليمر من هذه النقطة في  (∆)
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 (Exercices)تمارين 

 

 التمرين الأول:

 نعتبر التركيب الممثل في الشكل و المتكون من:

بالنسبة  α°30=قابل للانزلاق على مستوي مائل بزاوية  m=200gكتلته  Sجسم صلب  -

 للمستوي الأفقي بدون احتكاك .

 ثابت. Δتماثلها الأفقي  حول محور قابلة للدوران r=8cmمتجانسة طويلة شعاعها  Cأسطوانة  -

. نأخذ Sخيط غير قابل للامتداد، مهمل الكتلة، ملفوف على الأسطوانة ربط طرفه الحر بالجسم  -

فينزلق بدون سرعة ابتدائية انطلاقا من  t=0sعند اللحظة  S، نحرر2g=10 m/sالجاذبية 

 Sللجسم  Gلمركز الكتل   Gxعلى السكة في كل لحظة بالفواصل  S. نعرف موضع Oالموضع 

),,(في المعلم  jiO. 

2/2.1بتسارع ثابت  Aنحو  Oمن  Sينزلق  - sma   و يمر منA  بالسرعةsmVA /7.1 

 ، ثم أكتب المعادلة الزمنية لهذه الحركة.Sحدد مع التعليل طبيعة حركة  -1

 .Aمن  Sعند مرور  Gxأوجد قيمة  -2

 توتر الخيط. T، أوجد قيمة Sبتطبيق المبدأ الأساسي للتحريك على  -3

 ,rبدلالة  Δبالنسبة للمحور  Cعزم ثقل  ΔI، أوجد علاقة Cبتطبيق المبدأ الأساسي للتحريك على  -4

T,a.ثم أحسبه ، 
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 :لثانيالتمرين ا

 نعتبر التركيب الممثل في الشكل و المتكون من:

 موضوعة على سكة أفقية M=1Kgعربة كتلتها  -

 200g= 2Mو   300g1M=كتلتيهما  2Sو  1Sجسمين  -

يمكن كل واحدة أن تدور حول محور  Rو نفس نصف القطر  m=100gبكرتين لهما نفس الكتلة  -

2ثابت أفقي بدون احتكاك و عزم عطالة كل واحدة  

2

1
MRJ  بالنسبة لمحور الدوران 

 قابلين للامتداد مهملي الكتلة و لا ينزلقان على مجرى البكرة.غير  2fو  1fخيطين  -

نعتبر أن حركة العربة على السكة تتم بالاحتكاك و أن قوى الاحتكاك تكافئ قوة شدتها 
20

P
f   و أن

 منحاها عكس منحى الحركة

 ئية ، أحسب تسارعها؟اختيرت نقطة مبدأ المعلم بدون سرعة ابتدا Oتنطلق العربة من النقطة  -1
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 : الثالثالتمرين 

و كتلتها مهملة، تحمل في طرفيها  r=0,5cmنصف قطرها  Cوشيعة عبارة عن أسطوانة صغيرة 

و كتلة كل واحد  R=5cmمتماثلان نصف قطرهما   2Dو  1Dقرصين )على شكل أسطوانة( 

m=0,1Kg القرصان و الأسطوانة لهم نفس محور الدوران ،Δ على الأسطوانة .C  يمكن لف بدون

 انزلاق و لا احتكاك خيط ذو كتلة مهملة.

 أحسب التسارع الخطي للجملة أثناء حركتها الشاقولية؟ -1

 أحسب توتر الخيط؟     -2

 2g=9.8 m/sيعطى 
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 حلول التمارين

 التمرين الأول:

1-  

 

 

 

 

 

  

 

 

فمسار مركز ثقل الجسم  0حسب المعطيات عندما نحرر المجموعة بدون سرعة ابتدائية من الموضع  -

S 2/2,1مستقيم وأن التسارع sma  ثابت فإن طبيعة حركةS حركة مستقيمة متغيرة بانتظام يمكن أن

smVنستنتج أنها متسارعة لكون السرعة تزداد خلال الحركة من  /0   إلىsmVA /7,1 

 * المعادلة الزمنية:

00

2

2

1
xtVatx   0حسب الشروط الابتدائية للحركة عند اللحظةt  00عندها x  00و Vو

2/2,1 sma  

26,0 tx  

 Aمن Sعند مرور Gxقيمة -2

 Aو  0نطبق العلاقة المستقلة عن الزمن بين 

)(2 0

2

0

2 xxaVV GA   

00 V et 00 x  

mx
a

V
xaxV GGGA 2,1

2
2

2

12   

R  

 

P  

 

T  

 

'T  

 

  
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),,(في معلم  S: نطبق م.أ.تعلى البكرة والجسم Tقيمة التوتر -2 jio


وباختيار المنحنى )كما  

 فيالشكل( وأن الاحتكاكات مهملة.

amTRP....الجسم في إزاحة مستقيمة  Sنطبق العلاقة الأساسية للديناميك على الجسم  


 

سقط العلاقة في المعلم 








)2........(0cos

)1......(sin





mgR

maTmg
 

mamgT                     ( نستنتج أن: 1من العلاقة )  sin 

)sin( agm   

NT                                           ت. ع:  76,0 

علاقة  -4
)(I نطبق العلاقة الأساسية على البكرة، وبما أن البكرة في دوران حول المحور ،)( ،

  


)()( IFM i 

'''القوى المطبقة على البكرة:    .. TRP


 





)()(

'

)()(

)(

0)()(









ITM

RMPM
 

 حسب المنحنى الذي تم اختيار على الشكل

a

rT
IIrT

'

)(

'   

 بحيث أن: فإن تدور بـ xبـ  Sعندما ينتقل الجسم 

a

RT
I

R

a
Ra

RwV

Rx

2'

)( 











 

TTوبما أن الخيط غير قابل للامتداد والانزلاق '

 

a

rT
I

2'

)(  
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 :لثالتمرين الثا

 نطبق المبدأ الأساسي للديناميك الجملة في حالة دوران حول المحور  -1

   .0/ JTM


 

إذن  xتسارع الجملة أثناء حركتها الشاقولية إذا كانت المسافة المقطوعة على الشاقول هي  نسمي 

rx  :ومنه 




 r
dt

d
rr

dt

d

dt

xd


2

2

2

22

)(
2

 

ومنه
r

JTM


.0/ 


 

22

21

21

2

mRJmR
JJ

JJJJ

DD

CDD

















 

0CJ لأن كتلة الأسطوانة مهملة 

Tحساب توتر الخيط 


: 




mgmT 22  

 مرجه للأسفلنسقط هذه المعادلة على محور شاقولي 

)(2

22









gmT

mTmg

 

m2الكتلة الإجمالية للجملة : 

r
JrTTM


  ./


 

 كل بقيمته على التوالي في المعادلة أعلاه نحصل على: Jو Tنعوض

2

22

2

/196,0

2

2

sm

rR

r
g









 

Tطويلة توتر الخيط  -2


 هي 

NgmT 92,1)(2   

T


 

gm2  

  )(  
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