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 مقدمة

 

لمقيامس  العليام لساامتذ  سللمادار والموحاد تتضمن هذه المطبوعة دروس وأمثلة وفق البرنامم  الاورار 

مضايمت ري رابعاةموجهة لطلبة أقسام  السا ة ال (Probabilités et Statistiques 2) 2 الإحصمءالاحتمملات و

كملاة وها  عبامر  عان ت ، وإلا  لاا المساتويمت بام تخص تتصصامتهم،أاتمذ تعلاي  اامنو  وأااتمذ تعلاي  متواا 

السااهولة وقاد حرناا م فا  تقادي  هااذه المطبوعاة علاا  الإي امر و - 1احتماملات وإحصاامء -لبرنامم  السا ة الثملثااة 

  حتاا  يتساا  بعيااداع عاان البااراهين المعقااد  والمسترااالة، وذلاا  بساايطة وتبساي  المااامهي  المدعمااة ب مثلااة تطبيقيااة

 .للطلبة ااتيعمب محمور المقرر الدراا 

ها  الاذ  يما  أ الشاعم  العشاوا  نساتهلهم باصاا  ،أامااية فصاو  ااخ  وقد قسُمت هاذه المطبوعاة إلا 

م ية ب وعيهاالماام نهاات  فيااس بدرااااة وتقاادي  حملااة  منااة ألا وهاا  الث م يااة العشااوا  التعاامريو والمباامدس اياماااية

أنااوا   والثاامن  ألا وهاا اصاااالنماار بعاادهم إلاا   .وأ ياارا نتطاارى إلاا  ااااتبدا  المت ياارات المتقطعااة والمسااتمر 

 ذههاا ينالتقاامرب فاا  الاحتمااملات نتطاارى فيااس إلاا  أربعااة أنااوا  ماان التقاامرب لماام ناادرس العخقااة التاا  تاارب  باا

 .المرلزية ، وأ يرا نمر إل  نمريمت ال همية والمتمثلة ف  قمنون ايعداد الكبير  ونمرية ال هميةاينوا 

لاذ  ي قسا  أو الاااتدلال  االاصا الثملث واي ير ف  هذه المطبوعة هو مد ا إل  الإحصمء الاااتقرا   

 ضيمت.بدوره إل  جزأين أامايين همم التقدير الإحصم   وا تبمر الار
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 ولالفصل الأ

 

 العشوائي شعاعال

 

اعننع التنني والمتغيننتاا العشننوائيث و يننعد الوعننع واوالاعاااننا ا  تماليننث   فنني الةنن ث الةالةننث درسنن ا

ئي  إذ أ  فن  لامنند دراسنث الشنعاع العشنوائي دو  فانغ المتغينت العشنوا. التكيزد الأساسيث لاناا الفصنل

سن  تلل إلن   الشعاع العشوائي ما هو إ  مجموعث مد المتغيتاا العشوائيث و يعد الوعع. في هاا الفصل 

طعننث ياا المتلدراسنث المتغينتاا العشننوائيث متعنعدد الأ عناد   ينند اونعأ  عراسنث الة ائيننث العشنوائيث  صنيغت

 .ةتمتد  ثغ اعمل عل  اعميغ هاه المفاهيغ لعراسث الشعاع العشوائيوالم

 

 الأهداف التعليمية للفصل:

 لاتعتف الطالب في هاا الفصل عل :

  الة ائيث العشوائيث 

  قااو  ا  تمال المشتتك 

 والشتطيث الاامشيث ا  تمال قواايد. 

 .التغالات ومعامل ا راواط 

  والمةتمت.الشعاع العشوائي   وعيه المتلطع 

 استل ل المتغيتاا العشوائيث. 

 .مصفوفث التغالات ومعام ا ا راواط 

 اااستوعال المتغيت. 
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 الشعاع العشوائي .1

 البعد وحيدةتذكرة حول المتغيرات العشوائية  .1.1

 تعاريف .1.1.1

 . )مجموعة الأجزاء(1.1.1 تعريف

  اتمز  ـ مد أجل كل مجموعث  P .مجموعث أجزاء هاه المجموعث  

 مثال: 

لتند  1,2,3 مجموعث أجزاء   :هي 

              , , 1 , 2 , 3 , 1,2 , 1,3 , 2,3  P 

 . )العشيرة(2.1.1 تعريف

اةمي  PF ( عشيتد أو: إذا كا )جوت 

1) F. 

Fفإ INi  FiAإذا كا   (2


i
INi

A. 

 .FcAإذ   FAإذا كا   (3

 .Fع صت في العشيتد  A   يد Aاةمي مجموعث قا لث لللياس  كل مجموعث  

كل مجموعث مزودد  عشيتد اةم  فضاء قا ل لللياس  و انتب   F,. 

 . )العشيرة البوريلية(3.1.1تعريف 

ليند  ,   فضاء طوولوجي  اةمي عشيتد  ورلاليث علن   اةنوث إلن  واتمنز لانا  نـ 


B  

 .العشيتد المولعد  مفتو اا 

 . )قابلية القياس(4.1.1تعريف 

 الول أ  التطويق   FA ,,: Ef  : قا ل لللياس  إذا كا 

  A   F,   BfB 1
 

أ   يد  A,  و F,E .فضاءا  قا    لللياس 
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 . )الاحتمال(5.1.1تعريف 

 اةمي ا تمال عل  الفضاء F, كل اطويق  IP :يد  

 1,0: FIP 

 لاحلق

1)   1IP. 

مد أجل كل متتاليث  (2  INnnA  يد FnA:م فصلث مة   مة    لعلا ا   

 


















1
1

n

nn
n

AIPAIP 

 . )فضاء الاحتمال(6.1.1تعريف 

اةمي فضاء ا تمال  الة ثيث  IP,,F :يد  

1) .مجموعث : 

2) F عشيتد أ عاث  وع اصت :F .اةم  أ عاث 

3) IPقياس موجب عل  العشيتد :Fيد     1IP  10و  IP. 

 خواص الاحتمال

معتف عل  الفضاء  IPكل ا تمال  F, التاليث: لاحلق الخواص 

1)   1IP . 

2)    AIPAIPA  1F, 

3)   0IP. 

4)        BAIPBIPAIPBAIPBA  F,F,. 

5)    BIPAIPBA  BA F,F,. 

 . )المتغير العشوائي الحقيقي(7.1.1تعريف 

ليند  IP,,F .يت عشوائي  ليلي معتف عل  الفضاءاةمي متغ فضاء ا تمال  IP,,F  كل

 لللياس اطويق قا ل   : , , ,X IP IR
IR

 F B
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 الةغ المتغيتاا العشوائيث إل  اوعيد أساسييد هما:

 الليغ. عع مدأو ال لطي هو الاي لاأخا ععدا م تايا أو قا   لل المتغير العشوائي المتقطع 

 هو الاي لاأخا كل قيغ مجال محعود أو غيت محعود. المتغير العشوائي المستمر 

 

 قانون احتمال المتغير العشوائي() .8.1.1تعريف 

متغيت عشوائي  ليلي   يد  Xليند   : , ,X IP IR
IR

 F, B 

عل  العشيتد XIPاعتف التا ع 
IR

B :كما لالي 

        -1

X, ; XB IP B IP X B IP X B IP B
IR

 
 

        
 

B
 

 العشوائي(. )تابع توزيع المتغير 9.1.1تعريف 

المعتف عل  فضاء ا  تمال Xاةمي اا ع اوالاع المتغيت العشوائي الحليلي  IP,,F التا ع  XF 

  ـ: IRالمعتف عل  

      xIPxXIPxFIRx X ,, 
 

 

  المتقطعة يةالاحتمال التوزيعاتبعض  .2.1.1

 برنوليتوزيع  (1

   أي أ 1و  0ه ا لاأخا قيمتيد فلط هما  Xهو أ ةط مةال للتوالاع ال لطي  يد أ  

   1,0X 

 اوالاع  تاولي  الشنل التالي:لاعط  

    1,0,1..
11 
 kppqpkXIP

kkkk

 

وانتب  pX B  
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 ثنائيالتوزيع ال (2

متعلق  تجت ث معي نث وا تمالنه  Aاعتوت افس الشتوط المتوعث في اوالاع  تاولي أي أ  ه اك  عث 

  pAIP افننتأ أا ننا كتراننا هنناه التجت ننث   وn  مننتد  اعتوننت فنني كننل مننتد متغيننت عشننوائيiX 

 .2,1i..., يد 

 لاعط  اوالاع ث ائي الحع  الشنل التالي:

    nkppCqpCkXIP
knkk

n

knkk

n ,...,1,0,1.. 
 

 وانتب pnX ,B  

 التوزيع الهندسي (3

 عث متعلق  تجت ث معي ث و ا تماله  Aاعتوت أ    pAIP  اةتمت في إجتاء هناه التجت نث  تن. 

 )ال جاح(. Aلاتحلق الحعث

 هو Xفينو  قااو  ا تمال 

    INkpqkXIP k ,1 

وانتب  pX G 

 ونسبوا توزيع (4

ق ث أ  اطوياللااو  خاص  ا  تما ا الصغيتد ااط قا مد قااو  التوالاع الة ائي وهاا  م  ظ هاا

  ولامنند الحصنول علينث pوصنغت الملنعار ا  تمنالي  nاللااو  الة ائي  الأمت الصنعب كلمنا كونت 

  التلتلاب في التوالاع الة ائي.

 كما لالي: Xو  للمتغيت العشوائي س والاعط  اوالاع 

    0,,
!





 

INk
k

e
kXIPkIP

k

X 

وانتب  PX 
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 المستمرة يةالاحتمال التوزيعاتبعض  .2.1.1

 التوزيع الأسي (1

 معطاد كما لالي:لتوالاع الأسي  إذا كاات كةافته ا  تماليث ا لاتوع Xالول أ  المتغيت العشوائي 

 
 
















0,0

00,

x

xe
xf

x  

 

وانتب  ExpX 

 الطبيعي  توزيعال (2

 لتوالاع الطويعي  إذا كاات كةافته ا  تماليث معطاد كما لالي:ا لاتوع Xالول أ  المتغيت العشوائي 

   IRxIRexf

x









 


,,0
2

1
2

2

1








 

 وانتب 2,NX 

 الطبيعي المعياري التوزيع (3

 التوالاع الطويعي المعياري هو  الث خاصث مد التوالاع الطويعي.

لاتوع التوالاع الطويعي المعياري إذا كاات كةافته ا  تماليث معطاد كمنا  Zالول أ  المتغيت العشوائي 

 لالي:

 
 

IRzezf
z




2

2

1

2

1


 

12 يد  0و. 

 المتغيت الطويعي المعياري  ولامند أ  اصل إليه  استعمال التوعلال التالي:Zلاةم 






X
Z 

وانتب  1,0NX 
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 توزيع قاما (4

 كةافته ا  تماليث معطاد كما لالي:قاما  إذا كاات  لاتوع اوالاع Xالول أ  المتغيت العشوائي 

   
 

















0,0

0,00,1

x

pxex
pxf

xp
p


 

 

  يد

  dxexp xp 






0

1 

 وانتب  ,pX  

 كاي مربع توزيع (5

   إذا كاات كةافته ا  تماليث معطاد كما لالي:اي مت عك اوالاعلاتوع  Xالول أ  المتغيت العشوائي 

 





























0,0

0,

2
2

1
2

1
2

2

x

xex
n

xf

xn

n

 

2وانتب 
n

X  

 ستيودنت توزيع (6

 مةتلليد   يد  Yو  Xإذا كا  المتغيتلاد العشوائييد 

 2,X  N  2و
n

Y  

فإ  
nY

X
Z 

 

ستيودات  اوالاعلاتوع 
n

T. 

وانتب 
n

Z T
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 فيشر توزيع (7

,*مد أجل  INmn  إذا كا  المتغيتلاد العشوائييد  Y  وZ  مةتلليد   يد 

2
n

Y   2و
m

Z  

فإ  
mZ

nY
F 

 
لاتوع قااو  اوالاع فيشت 

mn,
F. 

وانتب 
mn

F
,

F 

 الثنائية العشوائية  .2.1

 (ةالعشوائي ثنائية)ال .1.2.1تعريف 

 ثعشوائي ث ائيثاةمي  21, XXX  كل اطويق قا ل لللياس مد فضاء ا  تمال   IP,,F   إل

الفضاء 






2

2 ,
IR

IR B. 

 . )الثنائية العشوائية(2.2.1 تعريف

 لننننيند IP,,F ند يفضنننناء ا تمننننال ولنننن
1X 2وX  متغيننننتلاد عشننننوائييد معننننتفيد علنننن  الفضنننناء

 IP,,F  والتي اأخا قيما فيIRليند .X :التطويق المعتف  ـ 

      

2

1 2

:

,

X IR

X X X   



 

 الول أ  21, XXX  ث ائيث عشوائيث. يه 

 . )قانون الاحتمال المشترك(3.2.1 تعريف

ند تل 21, XXX  ـ:  ثمعتف ثعشوائي ث ائيث   




 X

IR

IPIRIPX ,
2

2 ,,,: FF 

 ة ائيثقااو  ا تمال ال XIPاةمي  21, XXX :وانتب   

      BXIPBXIPBIPB
IR

   ,, X
2

B
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 الثنائية العشوائية المتقطعة .1.2.1

 متغيتلاد عشوائييد متلطعيد   يد Y و X ليند

 
pxxxxX ,...,,, 321 

 
qyyyyY ,...,,, 321 

 قانون احتمال الثنائية العشوائية المتقطعة (1

لتند  YX يث العشوائيث ئث ائيث عشوائيث متلطعث. قااو  ا تمال الة ا , YX   معتف  مجموعث ,

الأععاد  
ijij pp 10 يد    

      jijiij yYxXIPyYxXIPp  , 

 :لاحلق الع قث ijp يد أ  

1
1 1


 

p

i

q

j

ijp 

الة ائيث العشوائيث  ا تمالاعتف قااو   YX في شنل  Yو  Xالمشتتك لـ  ا  تمالأو قااو   ,

 لالي: جعول كما

qy ... jy ... 1y Y     X 

qp1 ... jp1 ... 11p 1x 

.

.

.

  
.

.

.

   
.

.

.

 

iqp ... ijp ... 1ip ix 

.

.

.

  
.

.

.

   
.

.

.

 

pqp ... pjp ... 1pp px 
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 قوانين الاحتمال الهامشية (2

إ  معتفث قااو  ا  تمال المشتتك للة ائيث العشوائيث  YX ةمح  معتفث قااو  ا  تمال الاامشي لا ,

 عل  التتايب( كما لالي:YIPو  XIP) Yو  Xلـ 

  الاامشي لـ  ا  تمال قااوX 

 

     

.

1

21 ,...,,

i

q

j

ij

qiii

iX

pp

yYxXIPyYxXIPyYxXIP

xXIPIP










 

  الاامشي لـ  ا  تمال قااوY 

 

     

j

p

i

ij

jpjj

jY

pp

yYxXIPyYxXIPyYxXIP

xYIPIP

.

1

21 ,...,,










 

 ث احلق الع ق .jpو  ip. يد أ  الملادلات 

1
1

.

1

. 


q

j

j

p

i

i pp 

 في الةطت الأخيت و العمود الأخيت مد الجعول كما Yو  Xلاعط  قااو  ا  تمال الاامشي للمتغيتلاد 

 لالي:
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XIP qy ... jy ... 1y Y     X 

.1p qp1 ... jp1 ... 11p 1x 

 
.

.

.

  
.

.

.

   
.

.

.

 

.ip iqp ... ijp ... 1ip ix 

.

.

.

 

.

.

.

  
.

.

.

   
.

.

.

 

.pp pqp ... pjp ... 1pp px 

1
1 1


 

p

i

q

j

ijp qp. ... jp. ... 1.p YIP 

 :مثال

( فنني التميننث Fاتمنني قطعننث الننود متزاننث مننتايد متتنناليتيد واننتاهد  ننعلا ارلاد علنن   اننور الصننورد )

P( في التميث الةاايث. إذا  صل ا علن  )F( اتاهد  علا ار عل   اور )Fالأول   وإذا  صل ا عل  )

 ( في التميث الةاايث.Fدااايت عل   اور ) 3( في التميث الأول  اتاهد  ـ 

 المشتتك و مد ثغ قواايد ا  تمال الاامشيث. ا  تمالقااو   الوم  إلاجاد 

 :مجموعث الإمنااياا لااه التجت ث هي 

 PPPFFPFF ,,, 

  اتمز  ـX : للت ح في التميث الأول   أي أ 

 2,2X   

  اتمز  ـY : للت ح في التميث الةاايث  أي أ 

 1,1, 3,3Y    
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          3,2,3,2,1,2,1,2, YX 

  لاعط  كما لالي: قااو  ا  تمال المشتتك للة ائيث 

   

   

   

   
4

1
3,2

4

1
3,2

4

1
1,2

4

1
1,2









PFIPYXIP

PPIPYXIP

FFIPYXIP

FPIPYXIP

 

 الخص قااو  ا  تمال المشتتك جعوليا كما لالي:

3 3- 1 -1 YX 

4

1
 

4

1
 0 0 2- 

0 0 
4

1
 

4

1
 2 

 كما لالي: Xنو  قااو  ا  تمال الاامشي لـ لاو التالي 

     

   

2

1

4

1

4

1

3,23,2

1,21,22







YXIPYXIP

YXIPYXIPXIP

 

     

   

2

1

4

1

4

1

3,23,2

1,21,22







YXIPYXIP

YXIPYXIPXIP

 

 كما لالي: Yولانو  قااو  ا  تمال الاامشي لـ 

       
4

1
3311  YIPYIPYIPYIP 
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 جعوليا كما لالي: Yو  Xالخص قااو  ا  تمال الاامشي لـ 

XIP 3 3- 1 -1 YX 

2

1
 

4

1
 

4

1
 0 0 2- 

2

1
 0 0 

4

1
 

4

1
 2 

1 
4

1
 

4

1
 

4

1
 

4

1
 YIP 

 

 المتقطعة قانون الاحتمال الشرطي للثنائية العشوائية (3

عشوائييد متلطعيد معتفا  عل  فضاء ا  تمال متغيتلاد  Yو  Xليند  IP,,F. 

اعتوت الحعثيد  ixXA   و jyYB   ولعلا ا 

 
 
 

  0,/ 


 BIP
BIP

BAIP
BAIP

 

  قااو  ا  تمال الشتطي لـX 

 
 

  ji

j

ji

ji p
yYIP

yYxXIP
yYxXIP // 




 

أي أ  
j

ij

ji
p

p
p

.

/   0 يد. jp. 

  قااو  ا  تمال الشتطي لـY 

 
 

  ij

i

ij

ij p
xXIP

xXyYIP
xXyYIP // 




 

أي أ  
.

/

i

ij

ij
p

p
p   0 يد. ip. 
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 :مثال

( فني التمينث الأولن   Fعنعد منتاا  انور ) Xرمي ا قطعث الود متجااةث ثن ث منتاا متتالينث. لنيند

 ( في التمياا الة ث.Pععد متاا  اور ) Yوليند

لإلاجاد قااو  ا  تمال الشتطي للة ائيث العشوائيث  YX قااو  ا  تمال المشتتك    الوم أو   إلاجاد,

للة ائيث العشوائيث  YX  .Yو  Xومد ثغ قواايد ا  تمال الاامشيث لـ  ,

 قااو  ا  تمال المشتتك .1

 FFFFFPFPFFPPPFFPFPPPFPPP ,,,,,,, 

 X امةل( ععد متاا  اورF  في التميث الأول   أي أ ) 1,0X. 

 Y امةل( ععد متاا  اورP  في التمياا الة ث  أي أ ) 3,2,1,0Y. 

  إذا اعتوتاا سلوك المتغيتلاد العشوائييد معا فإ: 

              2,1,1,1,0,1,3,0,2,0,1,0, YX 

 و التالي

   

        .
8

1
3,

8

3
2,

8

3
1,

8

1
0

.
2

1

8

4
1,

2

1

8

4
0





YIPYIPYIPYIP

XIPXIP

 

 :كما لاليلانو   Yو  Xلـ  قااو  ا  تمال المشتتك

   

   

1
0, 0 0, 0, 1

8

2 1
0, 2 , 0, 3

8 8

IP X Y IP X Y

IP X Y IIP X Y

     

     

 

   

   

1 2
1, 0 , 1, 1

8 8

1
1, 2 , 1, 3 0.

8

IP X Y IP X Y

IP X Y IP X Y

     

     

 

 :لامند الخيص ال تائج الةا لث جعوليا كما لالي
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للة ائيث العشوائيث  قااو  ا  تمال الشتطي .2 YX , 

 jip / 

   
 

 

   
 

 

   
 

 

   
 

 

   
 

 

   
 

 

   
 

 

   
 

 
0

3

31
3/1/

1

8
1
8

1

3

30
3/0/

3

1

8
3

8
1

2

21
2/1/

3

2

8
3

8
2

2

20
2/0/

3

2

8
3

8
2

1

11
1/1/

3

1

8
3

8
1

1

10
1/0/

1

8
1
8

1

0

01
0/1/

0
0

00
0/0/

424/2

414/1

323/2

313/1

222/2

212/1

121/2

111/1

















































YIP

YXIP
YXIPyYxXIPp

YIP

YXIP
YXIPyYxXIPp

YIP

YXIP
YXIPyYxXIPp

YIP

YXIP
YXIPyYxXIPp

YIP

YXIP
YXIPyYxXIPp

YIP

YXIP
YXIPyYxXIPp

YIP

YXIP
YXIPyYxXIPp

YIP

YXIP
YXIPyYxXIPp

 

 

XIP 3 2 1 0 Y      X 

8

4
 

8

1
 

8

2
 

8

1
 0 0 

8

4
 0 

8

1
 

8

2
 

8

1
 1 

1 
8

1
 

8

3
 

8

3
 

8

1
 

YIP 
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jip الشتطيقااو  ا  تمال وم ه   :لاعط  جعوليا كما لالي /

4/ip 3/ip 2/ip 1/ip jip /    
X 

1 
3

2
 

3

1
 0 0X 

0 
3

1
 

3

2
 1 1X 

1 1 1 1  

 

 ijp / 

   
 

 

   
 

 

   
 

 

   
 

 

   
 

 

   
 

 

   
 

 

   
 

 
0

1

31
1/3/

4

1

8
4

8
1

1

21
1/2/

4

2

8
4

8
2

1

11
1/1/

4

1

8
4

8
1

1

01
1/0/

4

1

8
4

8
1

0

30
0/3/

4

2

8
4

8
2

0

20
0/2/

4

1

8
4

8
1

0

10
0/1/

0
0

00
0/0/

422/4

322/3

222/2

122/1

411/4

311/3

211/2

111/1

















































XIP

YXIP
XYIPyYxXIPp

XIP

YXIP
XYIPyYxXIPp

XIP

YXIP
XYIPyYxXIPp

XIP

YXIP
XYIPyYxXIPp

XIP

YXIP
XYIPyYxXIPp

XIP

YXIP
XYIPyYxXIPp

XIP

YXIP
XYIPyYxXIPp

XIP

YXIP
XYIPyYxXIPp

 

ijpالشتطي قااو  ا  تمال وم ه   لاعط  جعوليا كما لالي: /
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3Y 2Y 1Y 0Y Y     jip / 

4

1
 

4

2
 

4

1
 0 1/jp 

0 
4

1
 

4

2
 

4

1
 2/jp 

 

 متقطعين استقلال متغيرين عشوائيين (4

 ا وفلط إذا كا :مةتلليد إذ Yو  Xالمتغيتلاد العشوائييد الول أ  

     jiji yYIPxXIPyYxXIP  ., 

 ومد ذلك لا تج أ 

   

   jij

iji

yYIPxXyYIP

xXIPyYxXIP





/

/
 

أ  احلق الحادثث  أي ixX   غيت متاوط  تحلق الحادثث 
jyY . 

 الأمل الشرطي (5

  وانتب Xشتط  Y المتلطع الأمل الشتطي للمتغيت العشوائي xXYIE / :لاعط  كما لالي 

    
j

ijj xXyYIPyxXYIE // 

 :خواص

 ععدا   ليليا  bو  aالخطيث: إذا كا   .1

     xXYbIExXYaIExXbYaYIE  /// 2121 

 اظتلاث الأمل المطلق .2

    YIEXYIEIE / 
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 مثال:

متلطعيد مةتلليد  لاتوعا  التوالاع الة ائي  متغيتلاد عشوائييد Y و Xليند  ,n pB اتلاع  ةاب .

X شتط   Xالأمل الشتطي لـ  Y m . 

  الوم أو   حةاب قااو  ا  تمال الشتطي /IP X k X Y m   . 

 
 

 

 

 

   

 

   

 

 

 

2

2

2

2

2

2

,
/

,

1 1

1

1

1

n k n m kk k m k m k

n n

n mm m

n

n mk m k m

n n

n mm m

n

k m k

n n

m

n

IP X k X Y m
IP X k X Y m

IP X Y m

IP X k Y m k

IP X Y m

IP X k IP Y m k

IP X Y m

C p p C p p

C p p

C C p p

C p p

C C

C

   









  
   

 

  


 

  


 

 











 

 و التالي

 /
2

m
IE X Y y 

 

 

 التباين الشرطي (6

  وانتب Xشتط  Yالتوالاد الشتطي للمتغيت العشوائي  xXYVar /:لاعط   الع قث التاليث   

     xXxXYIEYIExXYVar  ///
2
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 الثنائية العشوائية المستمرة .2.2.1

 العشوائية المستمرةقانون احتمال الثنائية  (1

 )تابع الكثافة( .4.2.1تعريف 

متغيتلاد عشوائييد مةتمتلاد فإ   Yو Xإذا كا   YXW , لول او دمةتمت ثعشوائي ث ائيث هي

 اا ع كةافث معتف كما لالي:

 IRIRf 2: 

  يد أ 

    0,,, 2  yxfIRyx 

  
IR

dxdyyxf 1, 

 .Y و X  تا ع النةافث المشتتك لـ fلاةم  

 :مثال

 :المعتف كما لالي f ليند التا ع

 





 




ailleurs

yxe
yxf

yx

0

0,0,
, 

 .Y و X مشتتك لـالنةافث ال اا عهو  fأ  اةوت 

 لعلا ا

    0,,, 2  yxfIRyx 

    1., 0

0 0

0 





  
y

IR

xyx eedxdyedxdyyxf 

 .Y و X اا ع كةافث مشتتك لـ f التالي لا تج أ  و
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 )تابع التوزيع المشترك( .5.2.1تعريف 

ند لت YX  .fلول اا ع كةافث او دمةتمت ثعشوائيث ائيث  ,

 لة ائيثاا ع التوالاع لـ YX  :لاعط  كما لالي Y و X أو اا ع التوالاع المشتتك لـ ,

    
 



y x

dxdyyxfyxF ,, 

 :مثال

 احةب اا ع التوالاع المشتتك للمةال الةا ق

   

 

  
yxyx

yx

yyxx

y x

yx

y x

eee

ee

ee

dxdye

dxdyyxfyxF









 











 

 

1

11

.

,,

00

0 0

 

  التاليو

 





 




ailleurs

yxeee
yxF

yxyx

0

0,0,1
,

 

 قوانين الاحتمال الهامشية (2

 لتند YX لاةت تج مد  X اا ع التوالاع الاامشي لـ .f ث ائيث عشوائيث مةتمتد والول اا ع كةافث ,

 :كما لالي Y و Xاا ع التوالاع المشتتك لـ 

       

     






 





,,lim,lim

,lim,

xFyxFyYxXIP

yYxXIPYxXIPxXIPxF

yy

y
X

 

 :أي أ 

    ,xFxFX 
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 .Y  فس الطتلالث احصل عل  التوالاع الاامشي لـ

        
     yFyxFyYxXIP

yYxXIPyYXIPyYIPyF

xx

x
Y

,,lim,lim

,lim,









 

 :أي أ 

   yFyFY , 

فنإ  التنا ع  إل   Yأو  Xأي أاه  ااتااء أ ع المتغيتلاد  yxF لانوول إلن  انا ع التوالانع للمتغينت  ,

 :العشوائي الآخت  أي أ 

     

     dxdyyxfyFyF

dydxyxfxFxF

y

Y

x

X

 

 

















,,

,,

 

عل   ا شتلاقعمليث  إجتاءلانفي  yxF للحصول عل  النةافث المشتتكث  , yxf  :كما لالي ,

   yxF
yx

yxf ,,
2




 

عنننل التتاينننب( احصنننل علننن  انننا ع النةافنننث  YFو  XF) Yو  X اشنننتلاق انننا ع التوالانننع الاامشننني لنننـ 

 :عل التتايب( كما لالي Yfو  Xf) Yو  Xالاامشي لـ 

     

      

 
























































dxyxfdxdyyxf
y

yf

dyyxfdydxyxf
x

xf

y

Y

x

X

,,

,,

 

 :هي Xأي أ  النةافث الاامشيث لـ 

   




 dyyxfxfX , 

 :هي Yالنةافث الاامشيث لـ و
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   




 dxyxfyfY , 

 :مثال

ند تل YX  :معتفث  ـ ث ائيث متغيتاا عشوائيث اتوع قااو  ا تمال ذو كةافث ,

 
 







 


ailleurs

yxyxax
yxf

,0

20,10,
, 

 اا ع كةافث f ت  لانو   a قيمثإلاجاد  (1

    
5

3
11,

2

0

1

0

2

0

1

0

    adxdyyxaxdxdyyxf 

 ب ةا (2   yfxf YX , 

       

 .1
5

6

2

4
2

5

3

2

1

5

3

5

3

5

3

5

3

2

2

0

22

2

0

2

2

0




















 




xxxxxyyx

dyxyxdyyxxdyyxxxfX

 

       




















 




yyxx

dxxyxdxyxxdxyxxyfY

2

1

3

1

5

3

2

1

3

1

5

3

5

3

5

3

5

3

1

0

23

2

0

2

1

0

 

 

 قانون الاحتمال الشرطي للثنائية العشوائية المستمرة (3

 متغيتلاد عشوائييد مةتمتلاد.  Yو  Xليند 

  النةافث الاامشيث الشتطيث لـX  شتط Y :معتفث كما لالي 

 
 
 

  0,
,

/  yf
yf

yxf
yxf Y

Y 
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  النةافث الاامشيث الشتطيث لـY  شتط X  لالي:معتفث كما 

 
 
 

  0,
,

/  xf
xf

yxf
xyf X

X

 

 أ   يد

  1/  dxyxf
IR

و    1/ 
IR

dyxyf 

 :مثال

ند تل YX  ث ائيث متغيتاا عشوائيث مةتمتد اتوع قااو  ا تمال ذو كةافث: ,

 






 


ailleurs

xyxxy
yxf

,0

0,10,8
, 

  ةاب النةافث الاامشيث (1   yfxf YX ,. 

     3

0

2

0

448, xxydyxydyyxfxf
x

x

X  




 

10 يد   x أي أ   

 






 


ailleurs

xx
xfX

,0

10,4 3

 

      212

1

1448, yyyxdyxydxyxfyf y

y

Y  




 

10 يد   y أي أ   

 
 







 


ailleurs

yyy
yfY

,0

10,14 2

 

  ةاب النةافث الشتطيث (2   xyfyxf /,/ 
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 
 
    22 1

2

14

8,
/

y

x

yy

xy

yf

yxf
yxf

Y 



 

10 يد   xy 1  وy. 

 
 
  23

2

4

8,
/

x

y

x

xy

xf

yxf
xyf

X

 

10 يد   xy 0  وx. 

 استقلال متغيرين عشوائيين (4

ند تل YX ث ائيث عشوائيث مةتمتد  وليند  , yxF YX ,, 
 .Yو  Xاا ع التوالاع المشتتك لـ 

وليند  xFX  و yFY  اا عي التوالاع الاامشييد لـX  وY .عل  التتايب 

 مةتلليد إذا كا : Yو  Xالول أ  المتغيتلاد العشوائييد 

            yFxFyxFYXyx YXYX  ,;,, , 

 أي أ 

X  وY مةتلليد        yfxfyxfyx YX,;, 

 :مثال

ند تل YX  ث ائيث متغيتاا عشوائيث مةتمتد اتوع قااو  ا تمال ذو كةافث: ,

 
 







 




ailleurs

yxe
yxf

yx

,0

0,0,
, 

 مةتل  . Yو  X أ اةوت 

 لعلا ا

      xyx

X edyedyyxfxf 









 
0

, 

      yyx

Y edxedxyxfyf 









 
0

, 
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 ا  ظ أ 

     yfxfyxf YX , 

 مةتل  . Yو  X وهاا لاع ي أ 

 الأمل الشرطي  (5

متغيتلاد عشوائييد مةتمتلاد  وليند  Y و Xليند  ,f x y انا ع النةافنث المشنتتك للمتغينتلاد X و 

Y ولتند   Yf y
 

 يد أ   Yدالث النةافث الاامشيث لـ   0Yf y . 

  وانتب Y شتط Xاعتف الأمل الشتطي لـ  /IE X Y y   :ـ  

   // /X YIE X Y y xf x y dx





   

 مثال:

 هي: Yو  Xلتند النةافث الاامشيث للمتغيتلاد العشوائييد المةتمتلاد 

  







yx
y

ee
yxf

yy

x

0,0,, 

الوم  حةاب  /IE X Y y. 
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   
 

 

 

 

/

0 0

0 0

0

0

0 0

0
0

0

,
/ /

,

,

1 1

1

1

X Y

Y

x

yy

x

yy

x x

y y

x
x

y
y

x

y

f x y
IE X Y y xf x y dx x dx

f y

e e

f x y y
x dx x dx

f x y dx e e
dx

y

e e
y y

x dx x dx

e dx e
y

x e dx
y

y

 




 




 

 

 









  



 



 



 
  

 



 

 




 




 

 

 ومعامل الارتباط تغاير ال .3.2.1

 )التغاير( .6.2.1تعريف 

  وانتب Y و X متغيتلاد عشوائييد  اعتف اغالات Yو  Xليند  YXCov   ـ: ,

        ,Cov X Y IE X IE X Y IE Y   

 اةتطيع كتا ث التغالات  صيغث أختى كما لالي:

        

        

             

     

,Cov X Y IE X IE X Y IE Y

IE XY XIE Y YIE X IE X IE Y

IE XY IE X IE Y IE X IE Y IE X IE Y

IE XY IE X IE Y

  

   

   

 

 

 مةتللتيد  لانو  لعلا ا Y و Xإذا كا   

        0,  YIEXIEXYIEYXCov 



يالعشوائ شعاعال                                                                        ول الفصل الأ  
 

27 ف. ز.                                                                                                                  الأستاذة: صغير
   

 

. .121.قضية  18 

متغيتلاد عشوائييد   يد  YوXإذا كا    2XIE  و  2YIE فإ . 

       2 ,Var X Y Var X Var Y Cov X Y   

 

 البرهان

       

      

               

               

     

22

22 2

2 22 2

2 22 2

2

2 2

2 2

2 ,

Var X Y IE X Y IE X Y

IE X XY Y IE X IE Y

IE X IE XY IE Y IE X IE X IE Y IE Y

IE X IE X IE Y IE Y IE XY IE X IE Y

Var X Var Y Cov X Y

    

    

     

     

  

 

 

 .)معامل الارتباط(7.2.1تعريف 

  وانتب Y و X اعتف معامل ا راواط  يدمتغيتلاد عشوائييد   Yو  Xليند  YX , :ـ  

 
 

   YVarXVar

YXCov
YX




,
, 

 خواص:

مةتلليد فإ  Yو  Xإذا كا   .1  0, YX. 

2.   1,1  YX. 

 

 )حالة متغيرين عشوائيين( استبدال المتغيرات .4.2.1

لاتوعا  قااو  ا تمال ذو كةافث مشتتكث  يد مةتمتلاد عشوائي متغيتلاد 2X و 1Xند يل 
1 2, 1 2,X Xf x x. 

 اضع

 1 1 1 2,Y g X X  و 2 2 1 2,Y g X X 
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  يد أا ا اةتطيع  ل جملث المعادلتيد

 

 

1 1 1 2

2 2 1 2

,

,

y g x x

y g x x






 

 اتمز للحلول  ـ:

 

 

1 1 1 2

2 2 1 2

,

,

x h y y

x h y y






 

 عط  كما لالي:لا 2Y و 1Yاا ع النةافث المشتتك للمتغيتلاد العشوائييد 

   
1 2 1 2

1

, 1 2 , 1 2, ,Y Y X Xf y y f x x J


 

  يد أ :

 

1 1

1 2 1 2 1 2
1 2

2 2 1 2 2 1

1 2

, 0

g g

x x g g g g
J x x

g g x x x x

x x

 

     
   
     

 

 

مد أجل كل ث ائيث  1 2,x x. 

 :مثال

مةتمتلاد  لاتوعا  قااو  ا تمال ذو كةافث مشتتكث  عشوائييد متغيتلاد 2X و 1Xند يل 
1 2, 1 2,X Xf x x 

 اضع
1 1 2Y X X   2و 1 2Y X X . 

 .2Y و 1Yاتلاع إلاجاد اا ع النةافث المشتتك للمتغيتلاد العشوائييد 

 اضع 1 1 2 1 2,g x x x x   و 2 1 2 1 2,g x x x x  . 

 لعلا ا

 1 2

1 1
, 1 1 2

1 1
J x x      


 

 ألاضا ولعلا ا
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1 2
1

1 1 2

2 1 2 1 2
2

2

2

y y
x

y x x

y x x y y
x


  

 
    



 

 كما لالي: 2Y و 1Y  تج أ  اا ع النةافث المشتتكث لـو التالي اةت

 
1 2 1 2

1 2 1 2
, 1 2 ,

1
, ,

2 2 2
Y Y X X

y y y y
f y y f

  
  

 
 

 

 (الشعاع العشوائي) المتغيرات العشوائية متعددة الأبعاد .3.1

ننا للمتغيننتاا العشننوائيث فنني الحالننث متعننعدد الأ عنناد   ينن د لاعُننتف لاعتوننت الشننعاع العشننوائي اعميمت

 عضالمةنننتللث أو المتاوطنننث  وعضننناا النننو الشنننعاع العشنننوائي  أانننه مجموعنننث مننند المتغينننتاا العشنننوائيث

 .عل  افس فضاء ا  تمال والمعتفث

 تعاريف .1.3.1

 . )الشعاع العشوائي(1.3.1تعريف 

  كل اطويق قا ل لللياس مد فضاء ا  تمال Xاةمي شعاعا عشوائيا  IP,,F  إل  الفضاء








nIR

nIR B,. 

 . )الشعاع العشوائي(2.3.1تعريف 

 ليند IP,,F  فضاء ا تمال وnXXX ,...,, 21  n   متغيتاا عشوائيث معتفث عل IP,,F  و

 التطويق المعتف  ـ: X. ليندIRالتي اأخا قيغ في 

         n

n

XXXX

IRX

,...,,

→:

21



 

هو شعاع عشوائي.Xالول أ 
 

 . )قانون الاحتمال المشترك(3.3.1تعريف 

 شعاع عشوائي معتف كما لالي: Xليند 
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  




 X

nIR

n IPIRIPX ,,,,: FF 

   وانتب:Xقااو  ا تمال الشعاع  XIPاةمي 

      BXIPBXIPBIPB
nIR

   ,, XB 

 . )تابع التوزيع المشترك(4.3.1تعريف 

  التا ع Xشعاع عشوائي  اةمي اا ع اوالاع الشعاع العشوائي  Xليند  1,0: n

X IRF  المعتف

  ـ:

   

      nn

nniX

xXxXxXIP

xXxXxXIPxF





...

,...,,

2211

2211

 

 مد أجل كل nxxxX ,...,, 21. 

 خواص:

مد أجل  .1  n

n IRxxx ,...,, 21    10  iX xF. 

2.   0lim 


iX
x

xF
i

و    1lim 


iX
x

xF
i

. 

 

 الشعاع العشوائي المتقطع .2.3.1

 . )الشعاع العشوائي المتقطع(5.3.1تعريف 

اةمي شعاع عشوائي متلطع  nXXXX ,...,, 21 كل اطويق مد الشنل   

         n

n

XXXX

IRX

,...,,

→:

21




 

nXXX يد أ   ,...,,  هي متغيتاا عشوائيث متلطعث. 21
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 . )قانون الاحتمال(6.3.1تعريف 

اةمي قااو  ا تمال الشعاع العشوائي المتلطع  nXXXX ,...,, 21 التا ع   

       

   nnn

nX

xXxXxXIPXXX

XXXIP





,...,,,...,,

1,0,...,:

221121

21


 

  يد أ :

        nnnn xXxXxXxXxXxX  ...,...,, 22112211 

 . )التوزيعات الهامشية(7.3.1تعريف 

اع التوالاعاا الاامشيث للشعاع العشنوائي هني التوالانع ا  تمنالي لننل ع صنت مند ع اصنت الشنع

 .العشوائي  شنل م فصل

إذا كا  لعلا ا شعاع عشنوائي  nXXXX ,...,, 21 فنإ  التوالاعناا الاامشنيث هني التوالاعناا  

nXXXا  تماليث لنل متغيت  ,...,,  عل   عد. 21

لننيند nXXX ,...,1  شننعاع عشننوائي متلطننع ذو اننا ع ا  تمننال nn xXxXIP  ,...,11

nXXXالتوالانع الاامشنني لأي متغيننت عشنوائي  ,...,, لامننند  ةننا ه عونت جمننع ا  تمننا ا المشننتتكث  21

 .عل  جميع الليغ الممن ث لواقي المتغيتاا

 الشعاع العشوائي المستمر .3.3.1

 . )تابع الكثافة المشترك(8.3.1تعريف 

ليند  nXXXX ,...,, 21  شعاع عشوائي معتف عل  فضاء ا  تمال IP,,F. 

  يد:  Xfشعاع عشوائي مةتمت  إذا وجع التا ع  X الول أ 

مد أجل  .1  n

n IRxxx ,...,, 21    0,...,, 21 nxxxf. 

2.     1...,...,... 11  
n nn IR IR

nn

IR

dxdxxxfdxxf. 
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 ..131.قضية  17 

لننيند  nXXXX ,...,, 21  شننعاع عشننوائي مةننتمت ذو اننا ع كةافننثXf اننا ع اوالاننع الشننعاع  X 

 لاعتف  ـ:

    
 


nx

nn

x x

iX dtdtdttttfxF ...,...,,... 2121

1 2

 

 مد أجل كل  n

n IRxxx ,...,, 21. 

 ملاحظة:

 كما لالي: Xاحصل عل  اا ع النةافث للشعاع العشوائي  XF اشتلاق اا ع التوالاع 

   nX

n

n

nX xxxF
xxx

xxxf ,...,,
...

,...,, 21

21

21



 

 . )التوزيعات الهامشية(9.3.1تعريف 

ليند  nXXXX ,...,, 21  شعاع عشوائي معتف عل  فضاء ا  تمال IP,,F. 

 فتأ أ   nXXX xxxf
n

,...,, 21,...,, 21 
هي اا ع كةافث ا  تمنال المشنتتك لجمينع متغينتاا الشنعاع 

nXXX   فإ  اا ع التوالاع الاامشي لأي ع صتXالعشوائي  ,...,, لامند الحصول عليه  تنامل انا ع  21

 .الع اصتالنةافث المشتتك  ال ةوث لواقي 

 و اشتلاق اا ع التوالاع الاامشي  اتحصل عل  اا ع النةافث الاامشي كما لالي:
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     

     

      

 

 













































121211

31212

2

2

32211

1

1

...,,...,,...

.

.

.

...,,...,,...

...,,...,,...

22

11

nnnX

n

X

nnXX

nnXX

dtdtdttttfxF
x

xf

dtdtdttttfxF
x

xf

dtdtdttttfxF
x

xf

nn

 

 

 استقلال المتغيرات العشوائية  .4.3.1

ليند  nXXXX ,...,, 21  شعاع عشوائي )متلطع أو مةتمت(  معتف علن  فضناء ا  تمنال

 IP,,F. 

nXXXأ  المتغيتاا العشوائيث  الول ,...,,  مةتللث  إذا وفلط إذا كا : 21

 شعاع عشوائي متلطع Xفي  الث  

       nnnn xXIPxXIPxXIPxXxXxXIP  ...,...,, 22112211 

 شعاع عشوائي مةتمت Xفي  الث  

       nXXXnXXX xfxfxfxxxf
nn

 ...,...,, 2121,...,, 2121
 

 مصفوفة التغاير ومعاملات الارتباط .4.1

 . )الأمل الرياضي(1.4.1تعريف 

ليند  nXXXX ,...,, 21  شعاع عشوائي  معتف عل  فضاء ا  تمال IP,,F. 

  ـ: Xاعتف الأمل التلااضي للشعاع العشوائي 
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 

 

 

 



























nXIE

XIE

XIE

XIE

.

.

.

2

1

 

 يد   
2

1XIE    
2

2XIE ...   
2

nXIE. 

 . )مصفوفة التغاير(2.4.1تعريف 

ليند  nXXXX ,...,, 21  شعاع عشوائي  معتف عل  فضاء ا  تمال IP,,F. 

  ـ: Xللشعاع العشوائي  مصفوفث التغالاتاعتف 

 





























2

2

2

.

.

.

.

.

.

.

.
....

...

...

21

2212

1211

nnn

n

n

XXXXX

XXXXX

XXXXX

XCov







 

  يد

              jijijjiijiXX XEXEXXEXEXXEXIEXXCov
ji

 , 

 و

      222

iiiX XEXEXVar
i

 

 . )مصفوفة الارتباط(3.4.1تعريف 

ليند  nXXXX ,...,, 21  شعاع عشوائي  معتف عل  فضاء ا  تمال IP,,F. 

  ـ: Xاعتف مصفوفث ا راواط للشعاع العشوائي 
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 



























1

.

.

.

.

.

.

.

.
....

...1

...1

21

212

121

XXXX

XXXX

XXXX

nn

n

n

XCorr







 

  يد

 
 

   
ji

XVarXVar

XXCov
XX

ji

ji

ji 


 ,
,

, 

.14.1.قضية  18 

ليند  nXXXX ,...,, 21  شعاع عشوائي معتف عل  فضاء ا  تمال IP,,F. 

إذا كننننننننا  nXXXX ,...,, 21 ينننننننند شننننننننعاع عشننننننننوائي   
2

1XIE    
2

2XIE ... 

  
2

nXIE: فإ . 

   
1 1 ; ;

2 ,
n n

i i i j

i i i i j j i j

Var X Var X Cov X Y
   

 
  

 
  

 

1في  الث ما إذا كاات   2, ,..., nX X X  متغيتاا عشوائيث مةتللث مة   مة    فإ 

 
1 1

n n

i i

i i

Var X Var X
 

 
 

 
  

 

 متغيرات عشوائية( nاستبدال المتغيرات )حالة  .5.1

1لتند  2, ,..., nX X X  n متغيتاا عشوائيث مةتمتد كةافتاا المشتتكث 
1 2, ,..., nX X Xf. 

nYYY ولتند ,...,, 21  n  يد: متغيتاا عشوائيث مةتمتد  

     1 1 1 2 2 2 1 2 1,..., , ,..., ,..., ,...,n n nY g X X Y g X X Y g X X   
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  لول الجملث:

     1 1 1 2 2 2 1 2 1,..., , ,..., ,..., ,...,n n ny g x x y g x x y g x x   

 الجملث:هي 

     1 1 1 2 2 2 1 2 1,..., , ,..., ,..., ,...,n n nx h y y x h y y x h y y   

nYYYالنةافث المشتتكث لـ  ,...,,  هي: 21

     
1 1

1

,..., 1 ,..., 1 1,..., ,..., ,...,
n nY Y n X X n nf y y f x x J x x



 

  يد:

 

1 1 1

1 2

2 2 1

1 21

1 2

...

...
,...,

...

n

nn

n n n

n

g g g

x x x

g g g

x x xJ x x

g g g

x x x

  

  

  

  

  

  

 

 مثال:

ثننن ث متغينننتاا عشنننوائيث مةنننتمتد مةنننتللث اتوعنننا  قنننااو  التوالانننع الطويعننني  3X و 1X 2Xند يلننن

المعياري  ذاا كةافث ا تماليث مشتتكث  
1 2 3, , 1 2 3, ,X X Xf x x x. 

1اضع 1 2 3Y X X X    2 1 2Y X X  3و 1 3Y X X . 

 .3Yو 1Y 2Yاتلاع إلاجاد اا ع النةافث المشتتك للمتغيتلاد العشوائييد 

 لعلا ا

 1 2

1 1 1

, 1 1 0 3

1 0 1

J x x   



 

 ولعلا ا ألاضا
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1 2 3
1

1 1 2 3

1 2 3
2 1 2 2

3 1 3
1 3 2

3

3

2

3

2

3

y y y
x

y x x x
y y y

y x x x

y x x
y y y

x

 


   
  

    
    




 

 كما لالي: 2Y و 1Yو التالي اةت تج أ  اا ع النةافث المشتتكث لـ 

 
1 2 3 1 2 3

1 2 3 1 2 3 1 3 2
, , 1 2 3 , ,

2 21
, , , ,

3 3 3 3
Y Y Y X X X

y y y y y y y y y
f y y y f

      
  

 
 

 اتوعا  التوالاع الطويعي المعياري ومةتللث  فإ : 3X و 1X 2Xو ما أ  

 
 

 2 2 2
1 2 3

1

2
1 2 3 3 2

1
, ,

2

x x x

f x x x e


  

 

  يد أ :

2 2 2

2 2 2 1 2 3 1 2 3 1 3 2
1 2 3

2 2 2

1 2 3 2 3

2 2

3 3 3

2 2 2

3

y y y y y y y y y
x x x

y y y y y

          
         

     

  


 

 و التالي:

 
 

2 2 2
1 2 3 2 32 2 21

2 3

1 2 3 3 2

1
, ,

2

y y y y y

f x x x e


   
  

 
  

 ولا تج أخيتا أ :

 
 

2 2 2
1 2 3 2 3

1 2 3

2 2 21

2 3

, , 1 2 3 3 2

1
, ,

3 2

y y y y y

Y Y Yf y y y e


   
  

 
 
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 تمارين مقترحة .6.1

 :01التمرين 

لتند ,X Y :ث ائيث عشوائيث متلطعث  قااو  ا تمالاا لاعط  جعوليا كما لالي 

4 3 2 1 YX 

0,12 0,16 0,04 0,08 1 

0,06 0,08 0,02 0,04 2 

0,12 0,16 0,04 0,08 3 

 

 . و وضح إذا كا  هاا  المتغيتا  مةتل  .Yو X تمال الاامشي لـ ا أوجع قااو   .1

أ ةب  .2 ,Cov X Y. 

أوجع قااو  الة ائيث  .3    min , ,max ,X Y X Y. 

 

 :02التمرين 

 اتمي عل  التوالي ث ث قطع العلاث. 

Pالمشاهعد في التميتيد الأولتيد و ععد Fلامة   عل  التوالي )ععد  Yو Xالمتغيتا  العشوائيا  

 المشاهعد في التميتيد الأخيتايد(.

أوجع قااو  ا تمال الة ائيث  .1 YX  .Yو Xثغ قااو  ا  تمال الاامشي لـ ,

 مةتلليد؟  Yو  Xهل المتغيتلاد العشوائييد  .2

أ ةب  .3 ,Cov X Y. 
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 :03التمرين 

لتند ,X Y :ث ائيث عشوائيث متلطعث  قااو  ا تمالاا لاعط  جعوليا كما لالي 

2 1 0 X                Y 

1
12

 0 1
12

 1 

1
12

 1
12

 2
12

 2 

1
12

 2
12

 3
12

 3 

 

 . و وضح إذا كا  هاا  المتغيتا  مةتل  .Yو X تمال الاامشي لـا أوجع قااو   .1

أ ةب .2 ,Cov X Y. 

0XشتطYأوجع قااو  ا  تمال الشتطي لـ  .3 . 

 

 :04التمرين 

لتند ,X Y : ث ائيث عشوائيث متلطعث  أثوت أ 

1.     IE IE Y X IE Y 

2.               ,Cov X Y IE X IE X Y IE Y IE XY IE X IE Y     

متغيتلاد عشوائييد   يد  YوXإذا كا   .3  2XIE  و  2YIE فإ . 

       2 ,Var X Y Var X Var Y Cov X Y   
 

 

 :05التمرين 

متغيتلاد عشوائييد متلطعيد مةتلليد  لاتوعا  اوالاع  واصو  YوXليند  1P و 2P   عل

 التتايب.

  أوجع قااو  ا تمالZ X Y . 
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 :06التمرين 

متغيتلاد عشوائييد متلطعيد مةتلليد  لاتوعا  التوالاع الة ائي  YوXليند  ,n pB. 

أ ةب قااو  ا  تمال الشتطي  .1 /IP X k X Y m  . 

X شتط   Xأ ةب الأمل الشتطي لـ  .2 Y m . 

 

 :07التمرين 

لتند  YX  كةافث ا تماليث المعطاد كما لاليث ائيث عشوائيث ذاا  ,

 













ailleurs

yx
xy

k

yxf

0

10,

,

 

ثغ أوجع اا ع التوالاع المشتتك  kأوجع قيمث  .1 yxF YX ,,. 

  Yو  Xأوجع اا ع التوالاع الاامشي لـ  .2

 .Yو  X استخعام الةوال الةا ق )اا ع التوالاع الاامشي(  أوجع النةافث الاامشيث لـ  .3

 مةتل  ؟ Yو  Xهل المتغيتا  العشوائيا   .4

أ ةب  .5 xXYIE /  ثغ  XYIEIE /. 

 

 : 08التمرين 

 هي: Yو  Xلتند النةافث الاامشيث لـ 

  







yx
y

ee
yxf

yy

x

0,0,, 

أ ةب  (1 yYXIE /. 

أ ةب  (2 yYXVar / . 
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 : 09التمرين 

لتند  YX  ث ائيث متغيتاا عشوائيث  ليليث ذاا كةافث ا تماليث معطاد كما لالي: ,

 






 


ailleurs

yxsic
yxf

0

1
,

22

 

 .cأوجع  .1

 غيت مةتل  . Yو  Xأثوت أ  المتغيتا  العشوائيا   .2

أ ةب  .3     YYXIEXIEYXVar ///
2

 

 

 :10التمرين 

لتند الة ائيث العشوائيث المةتمتد  ,X Y  المعتفث عل  فضاء ا  تمال IP,, A وليند اا ع  

 المعتف  ـ: التوالاع لااه الة ائيث

 
11 ( 1) ; 0; 0

,
0

x y x ye e e e x y
F x y

ailleurs

         
 


 

أوجع اا ع النةافث للة ائيث  .1 ,X Y . 

 . Yو اا ع التوالاع الاامشي لـ  Xاا ع التوالاع الاامشي لـ أوجع  .2

لتند الة ائيث  .3 ,U V يد أ   X YU e   وV Y X . 

أوجع اا ع النةافث للة ائيث  .4 ,U V. 
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 الفصل الثاني

 

 أنواع التقارب في الاحتمالات

 

بعض  ي إلىيعد تقارب المتغيرات العشوائية مفهوما أساسيا وهاما في الاحتمالات، والذي يؤد

 في استعمالا الأكثر الكبيرة ونظرية النهاية المركزية. أنواع التقارب الأعدادكقانون  الأساسيةالنتائج 

 الاحتمالات و التي سيتم عرضها في هذا الفصل هي

 التقارب بالاحتمال 

 التقارب شبه المؤكد 

 التقارب بالقانون 

 التقارب بالمتوسط 

 

 الأهداف التعليمية للفصل:

 يتعرف الطالب في هذا الفصل على:

 الاحتمالات أنواع التقارب في 

 العلاقات بين أنواع التقارب 

 القانون الضعيف للأعداد الكبيرة 

 القانون القوي للأعداد الكبيرة 

 نظرية النهاية المركزية 
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 متراجحات هامة .1.2

 متراجحة ماركوف .1.1.2

. 1.1.2نظرية  18 

متغير عشوائي موجب أمله الرياضي منته Xليكن XIE ، 0من أجل كلa لدينا 

 
 
a

XIE
aXIP  

 :البرهان

 حيث ،fذو تابع كثافة  متغير عشوائي مستمر Xنفرض أن 

   

   

 

 

 

 aXaIP

dxxfa

dxxaf

dxxxf

dxxxfdxxxf

dxxxfXIE

a

a

a

a

a

































0

0

 

 النظرية التالية هي نتيجة لمتراجحة ماركوف.

 

 تشيبيشيف متراجحة .2.1.2

. 2.1.2 نظرية 18 

 0kالمنتهيين، من أجل كل حقيقي  2و التباين  الرياضياتي الأملمتغير عشوائي ذو  Xليكن 

 
2

2

k
kXIP


 

 

 :البرهان

2kaنستطيع تطبيق متراجحة ماركوف، بأخذ    على المتغير 2X  .لأنه قيمة غير سالبة 

 نجد أن
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     
 




2

2

22

k

XIE
kXIP




 

لكن بما أن   22
kX    تكافئkX   نستطيع إذن كتابة العلاقة ،  كما يلي 

    
2

2

2

2

kk

XIE
kXIP


 




 

 

 شوارز-متراجحة كوشي .3.1.2

 .3.1.2 نظرية 18 

متغيرين عشوائيين، حيث  Yو  Xإذا كان   2XIE  و  2YIE فإن 

     22 YIEXIEXYIE  

 :البرهان

 IRمن   من أجل كل

         02
2222  YXIEYIEXYIEXIE  

 المميز      222
44 YIEXIEXYIE  سالب أو معدوم، أي أن 

       0222
 YIEXIEXYIE 

 ومنه

     22 YIEXIEXYIE  

 

 (la convergence en probabilité) التقارب بالاحتمال .2.2

 .1.2.2تعريف 

نقول عن متتالية المتغيرات العشووائية  nX  المعرفوة علوى فضوالا الاحتموال IP,,A  أنهوا متقاربوة

 :إذا كان تؤول إلى  nلما  xنحو عدد حقيقي  (IPبالاحتمال )
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      xXIPNnqtN n..,0, 

 ونكتب

XX
IP

n  

 .2.2.2تعريف 

نقول عن متتالية المتغيرات العشووائية  nX  المعرفوة علوى فضوالا الاحتموال IP,,A أنهوا متقاربوة 

 إذا كان تؤول إلى  nلما  x نحو المتغير العشوائي (IPبالاحتمال )

 0 ; 0n n
IP X X 


    

 

 أي أن

 0 ; 1n n
IP X X 


     

التقووارب بالاحتمووال للمتتاليووة  nX  نحووو متغيوور عشوووائيX  هووو تقووارب متتاليووة المتغيوورات العشوووائية

 XX n   أي أن .0نحو: 

  0lim,0 










 XXIPXX n
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n 

 :مثال

لتكن  nX  متتالية متغيرات عشوائية معرفة على فضالا الاحتمال IP,,A الكثافة التالي  تابعب 

 

















0,0

0,

x
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المتتالية  نبين أن nX 0متقاربة بالاحتمال نحو. 

 لدينا حسب خواص الاحتمال
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 :، نجد أنتؤول إلى  nوبحساب النهاية لما 

  0lim0lim  



nx

n
n

n
eXIP  

المتتالية  وبالتالي nX  0، ونكتب 0متقاربة بالاحتمال نحو
IP

nX  

  خاصية

إذا كان   cXIE n
n




lim  و  0lim 


n
n

XVar فإن المتتالية ،nX  تتقارب بالاحتمال نحو الثابتc 

 :البرهان

      
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 ، لديناتشيبيشف متراجحةمن 

 
 

4
2

2

 n
nn

XVar
XIEXIP 








 

 ومنه
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 بالتاليو

  0



n

n cXIP  

 لأن  cXIE n
n




lim  و  0lim 


n
n

XVar 

 .c الثابت تتقارب بالاحتمال نحو nXومنه المتتالية 

 

 (la convergence en moyenالتقارب بالمتوسط ) .3.2

 )تقارب بالمتوسط(  .1.3.2تعريف

نقول عن متتالية المتغيرات العشووائية  nX  المعرفوة علوى فضوالا الاحتموال IP,,A أنهوا متقاربوة 

 :إذا كان تؤول إلى  nلما  X المتغير العشوائي ( نحوm.بالمتوسط )

  0;0lim 


rXXIE
r

n
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 ونكتب

XX
m

n  

 .2rلما إلى التقارب الأكثر استعمالا وهو التقارب بالمتوسط التربيعي، أي  الآن نتطرق

 ( التربيعي)تقارب بالمتوسط  .2.3.2تعريف 

نقول عن متتالية المتغيرات العشووائية  nX  المعرفوة علوى فضوالا الاحتموال IP,,A أنهوا متقاربوة 

 :إذا كان تؤول إلى  nلما  X ( نحوm.q.) التربيعي بالمتوسط
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2
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n
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 



 أنواع التقارب في الاحتمالات                                         الفصل الثاني                
 

 48  الأستاذة: صغير ف. ز.
 

 1مثال 

لتكن   INnnX متتالية متغيرات عشوائية حيث 

 pnX ,B 

 نضع
n

Xn
Y n

n


 

نحو  التربيعي متقاربة بالمتوسط nY المتتاليةنبين أن  p1. 

 حسب خواص الأمل الرياضي لدينا
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 ، نجد أنتؤول إلى  nبحساب النهاية لما 

    
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1
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







 
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المتتالية  بالتالي تكونو nY نحو  التربيعي متقاربة بالمتوسط p1. 
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 2مثال 

لتكن  nXمتتالية متغيرات عشوائية معرفة بالاحتمالات التالية: 

     
222

1
10,

2

1
,

1

n
XIP

n
nXIP

n
nXIP nnn  

 

المتتالية هل نبين  nX أو لا 0نحو  التربيعي متقاربة بالمتوسط. 

 لدينا
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  00lim
2



n

n
XIE 

وبالتالي المتتالية  nX  0نحو  التربيعيليست متقاربة بالمتوسط. 

 .1.3.2 نظرية 11 

لووتكن متتاليووة المتغيوورات العشوووائية   INnnX  المعرفووة علووى فضووالا الاحتمووال IP,,A حيووث أن ،

 nXIE ، XIE ، 2

nXIE  و 2XIE .موجودة 

المتتاليووة  nX  التربيعوويمتقاربووة بالمتوسووط (.m.q نحووو المتغيوور العشوووائي )X لمعوورف علووى نفوو  ا

 :فضالا الاحتمال، إذا و فقط إذا كان

   XIEXIE
n

n



 

   22 XIEXIE
n

n



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 (la convergence en loiالتقارب بالقانون ) .4.2

 .1.4.2 تعريف

نقول عن متتالية المتغيرات العشوائية  
0nnX  المعرفة على فضالا الاحتمال IP,,A  أنها تتقارب

إذا كوان توابع التوعيوع  تؤول إلوى  nلما  X( نحو المتغير العشوائي Lبالقانون ) xFn لمتتاليةلو

nX  يتقارب نحو تابع التوعيع xF  للمتغير العشوائيX  لماn  تؤول إلى حيث أن التابع ،F 

 أي أن مستمر.

   xFxFn
n




lim 

 مستمرة. F أين xعند كل نقطة 

 و نكتب

XX
L

n  

 :مثال

لووتكن  
INnnX

 متغيوورات عشوووائية تتبووع قووانون التوعيووع الثنووائي  متتاليووة








n
n


,B المتتاليووة . nX 

يتبوع قوانون توعيوع  X، حيوث أن توؤول إلوى  nلموا  Xتتقارب بالقانون نحوو المتغيور العشووائي 

ونصبوا P. 

 لدينا
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
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 وبالتالي

     xFxpxF Xn
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X
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


limlim 

 يتبع قانون توعيع بواسون Xحيث  P. 

 خواص

لتكن  
INnnX


و   

INnnY
  متتاليتي متغيرات عشوائية وليكنX ي ومتغير عشوائ a  ،عدد حقيقي

 حيث
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0 ، حيثa . 
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 )بول ـ ليفي( .1.4.2 نظرية 14 

إذا كانت متتالية المتغيرات العشوائية  (1 
INnnX


 Xتتقارب بالقانون نحو المتغير العشوائي  

فإن التابع المميز ل   
INnnX


 .Xيتقارب ببساطة نحو التابع المميز ل   

إذا كانت  (2 xn  تتقارب ببساطة نحو x  من أجل كلx  حيث x  0مستمرة عندx، 

فإن المتتالية  
INnnX


 :أي أن. Xتتقارب بالقانون نحو المتغير العشوائي  
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  (la convergence presque sure) شبه المؤكدالتقارب  .5.2

 )التقارب شبه المؤكد(. 1.5.2تعريف 

نقووول عوون متتاليووة المتغيوورات العشوووائية  
INnnX


المعرفووة علووى فضووالا الاحتمووال   IP,,A  أنهووا

 :إذا كان تؤول إلى  nلما  Xنحو (p.s.) متقاربة تقارب شبه مؤكد
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 :مثال

 ليكن IP,,A  ،حيث فضالا احتمال 321 ,,   و PA حيث ، 
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1
321   IPIPIP 

 لتكن المتتالية 
INnnX

  المعرفة على هذا الفضالا ب: 
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 المتتالية nX  تتقارب تقارب شبه مؤكد نحو المتغير العشوائيX  المعرف على الفضالا IP,,A 

 ب 

  01 X 

  12 X 

  13 X 

 

 الشرط اللازم والكافي للتقارب شبه المؤكد  .1.5.2

 لتكن 
INnnX

 معرفوة علوى الفضوالا الاحتموالي  متتالية متغيورات عشووائية IP,,A ، هوذ  نقوول أن

 إذا وفقط إذا كان Xنحو (p.s.) المتتالية متقاربة تقارب شبه مؤكد
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 العلاقات بين أنواع التقارب .6.2

 العلاقة بين التقارب بالاحتمال و التقارب بالمتوسط  .1.6.2

. 1.6.2 قضية 11 

 .التقارب بالمتوسط يستلزم التقارب بالاحتمال، والعك  غير صحيح عموما
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 :البرهان

نفرض أن متتالية المتغيرات العشوائية  nX  متقاربة بالمتوسط نحو المتغير العشوائيX  هذا يعني

 أن
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 يكفي تطبيق متراجحة ماركوف كما يلي
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وبما أن متتالية المتغيرات العشوائية  nX  متقاربة( بالمتوسط التربيعي.m.q)أي أن ، 
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 فإن
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ومنه متتالية المتغيرات العشوائية  nX  متقاربة بالاحتمال نحو المتغير العشوائيX  لماn  تؤول إلى

 

 

 العلاقة بين التقارب شبه المؤكد والتقارب بالاحتمال .2.6.2

. 2.6.2 قضية 11 

  .عموما غير صحيح التقارب شبه المؤكد يستلزم التقارب بالاحتمال، والعك 


















 XXXX

IP

n

sp

n

..
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 لإثبات هذ  القضية نستخدم النظرية التالية

. )التقارب المهيمن( 1.6.2 نظرية 11 

كن تل 
0nnX  متتالية متغيرات عشوائية حيثXX

sp

n 
 .تؤول إلى  n، لما ..

قابل للتكامل ) Yإذا وجد متغير عشوائي   YIE حيث من أجل كل ،)n، 

..spYX n  

 فإن

   XIEXIE n
n




lim 

 :لبرهانا

 ثابت. نضع 0ليكن  


XXn
n

Y 1 

 . 1قابلة للقياس، موجبة، محدودة من الأعلى بالقيمة  nYالتوابع 

0nn، حيث من أجل كل 0n، توجد التقارب شبه مؤكد، من أجل  حسب ، 

      XXn 

يعني أن   0nY 0)من أجل كلnn ) 

 . 0مؤكد نحو  متقاربة تقارب شبه nYإذن 

 ،(la convergence dominéeحسب نظرية التقارب المهيمن )

   nn YIEXXIP   

 ومنه

    00lim 


IEYIE n
n 

 وهذا يعني أن 
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  0



n

n XXIP  

 وهذا ما يمثل التقارب بالاحتمال.

 

 العلاقة بين التقارب بالاحتمال و التقارب بالقانون .3.6.2

. 3.6.2قضية  11 

 ، والعك  غير صحيح عموما. التقارب بالاحتمال يستلزم التقارب بالقانون


















 XXXX

L

n

IP

n 

 :البرهان

، فإن Xمتقاربة بالاحتمال نحو المتغير العشوائي  nXنثبت أنه إذا كانت متتالية المتغيرات العشوائية 

   xXIPxF nn   متقاربة نحو   xXIPxF  عند كل نقطةx  حيثXF .مستمرة 

ليكن  XXXX nn   0حيث ،xX n   و xX  ومنه   XX n 

 ومنه يكون لدينا 

        XXxXxX nn 

 وحسب رتابة الاحتمال يكون لدينا

        XXIPxXIPxXIP nn 

 أي أن

       XXIPxXIPxXIP nn 

 حيث  0، يوجد x عندXF، حسب استمرارية 0ليكن 

     
2

0


  xFxFxF XXX 
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0nnحيث من أجل كل  0n، يوجد 0من أجل هذا الاختيار ل     يكون لدينا 
2

0


  XXIP n. 

0nnأخيرا من أجل كل    يكون لدينا 

            


  xFxFXXIPxFxXIPxF XXnXnX n 22
00 

 بصفة مشابهة يكون

        nn XXIPxXIPxXIP
 

 تكتب بالشكل

      

   







XXIPxXIP

XXIPxXIPxXIP

n

nn

 

 كبيرة يكون nمن أجل 

       
22


  xFXXIPxFxF XnXX n

 

صغيرة حيث  نحتار    
2


  xFxF XX  حسب استمراريةXF  فيx ثم من أجل ،n  التقارب

بالاحتمال  
2


  XXIP n يسمح بإثبات المتراجحة الثانية، أي أن 

     xFxF XX n
 

وأخيرا نجد تقارب  xF
nX  نحو xFX  عند كل نقطةx نقاط استمرار ،XF . 

 

 العلاقات بين الأنماط المختلفة للتقارب  .4.6.2

 :العلاقات بين أنماط التقارب المختلفة تعطى بالمخطط التالي
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 التقارب شبه مؤكد                              التقارب بالمتوسط

⇘⇙ 

 التقارب بالاحتمال

⇓ 

 بالقانونالتقارب 

 

 نظريات النهاية .7.2

لنهايوة انووعين مون نظريوات النهايوة وهموا، قوانون الأعوداد الكبيورة ونظريوة  إلوى نتطرق في هذا الفصل

 المركزية. 

 قانون الأعداد الكبيرة .1.7.2

 القانون الضعيف للأعداد الكبيرة (1

. .2.71 نظرية 18 

لووووتكن  INnnX متغيوووورات عشوووووائية مسووووتقلة ولهووووا نفوووو  القووووانون حيووووث  متتاليووووة  nXIE  و

  2nXVar موجودان. إذن 

  


nXIEX
n

IPn

i

i ,
1

1

1 

 :البرهان

 حسب تعريف التقارب بالاحتمال علينا إثبات أن

  0
1

lim,0 1

1











 




 XIEX
n

IP
n

i

i
n 

لدينا    1XIEXIE i   من أجل كلi  لأن المتغيرات العشوائيةiX  لها نف  القانون، وبالتالي لها

 ونف  التباين. ينف  الأمل الرياض

نضع 



n

i

in X
n

M
1

1
 ، لدينايلأمل الرياضاوحسب خواص  
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 

    

 1

1

1

11

11

11

XIE

XnIE
n

XIE
n

XIE
n

X
n

IEMIE

n

i

i

n

i

i

n

i

in
































 

 وحسب خواص التباين، يكون لدينا iXومن جهة أخرى، حسب استقلالية 

 

    

 
n

XVar

XnVar
n

XVar
n

XVar
n

X
n

VarMVar

n

i

i

n

i

i

n

i

in

1

12
1

2

1
2

1

11

11
































 

و  0، نجد من أجل كل nM تشيبيشف على بتطبيق متراجحة INn 

    

 

 
2

1

2

11

1

1







n

XVar

MVar

XIEMIPXIEX
n

IP

n

n

n

i

i



















 

 يتم المطلوب. تؤول إلى  nلما وبحساب النهاية 

 القانون القوي للأعداد الكبيرة (2

. .272. نظرية 18 

لتكن  INnnX  متتالية متغيرات عشوائية مستقلة ولها نف  القانون حيث   1XIE  و

  2nXVar موجودان. إذن 

  


nXIEX
n

spn

i

i ,
1

1

..

1
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 نظرية النهاية المركزية .2.7.2

 مفتاح برهان نظرية النهاية المركزية هو النظرية التالية، والتي تعطى دون برهان.

. .273.نظرية  18 

لتكن  nZ  متتالية متغيرات عشوائية، تابع التوعيع لهذ  المتتالية هو
nZF  ودالتها المولدة هي

nZ ،

 . Zوالدالة المولدة  ZFمتغير عشوائي ذو تابع التوعيع  Z. وليكن 1nحيث 

إذا كان    tt ZnZ n
  


 ، فإنtمن أجل كل  

   tFtF ZnZ n
 
 

 .ZF، نقاط استمرار tمن أجل كل قيم 

)نظرية النهاية المركزية(. .274.نظرية  18  

لوتكن 
1nnX  متتاليووة متغيوورات عشوووائية حقيقيووة مسووتقلة ولهووا نفوو  القووانون، حيووث أن  2nXV  و

  nXE. 

قوووانون المتغيووور العشووووائي 
n

nXXX
Z n

n





يوووؤول إلوووى القوووانون الطبيعوووي المعيووواري  21...

 1,0N. 

 ونكتب

ZZ
L

n   و 1,0NZ 

 :البرهان

 لدينا

 

  




 






 









n

i

i

i

n

i

ii

n

i

i

n
n

X

XVn

XnEX

n

nX

Z
1

11









 

التابع المميز ل    ليكن iX ليكن وn   التابع المميز لnZ 
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 هو Zولدينا التابع المميز ل  

 
2

2

1
t

Z et


 

 نبرهن أن

   
2

2

1

lim
t

Zn
n

ett



 

 نلاحظ أن
n

X i




 مستقلة أيضا وبالتالي  

    
















 








 
n

t

n

t
t

ii
X

n

X





 




 

 ولدينا وحسب خواص الدالة المميزة

    















 

 






 
 







 


n

t
tt

n

i
n

X

n

XZn
i

n

i

in 









1

1

 

 أي أن

  


















n

t
n

n

t
t

n

n





 logloglog 

من الرتبة الثانية، حيث أن  0ننشر هذا المقدار بجوار  0'  و 0'' موجودان و 

       

      2222 0"0"

0'0'



 



 

i

iX

XIEii

XiIEi
i

 

 يمكن أن ننشر بجوار الصفر حتى الرتبة الثانية فنجد أن

   
 
 

     
 

 










 t

t
tt 










0

0'0.0"

20

0'
0loglog

2

22

 

 حيث 
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  0lim
0




t
t

  و  10  

 ومنه يكون لدينا























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

n

t

n

t

n

t





 2

2

2

2
log 

 ومن جهة أخرى

  
















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
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

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
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



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
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1
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2
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 
2

loglim
2t

tn
n





 

   tet Z

t

n
n

 




2

2

lim 

 وبالتالي

   tt ZnZ n
  


 

 ومنه نستنتج أن

ZZ L

n   و 1,0NZ 
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 تمارين مقترحة .8.2

 :01التمرين 

لتكن  nX  متتالية متغيرات عشوائية موجبة ذات كثافة احتمالية  nx

nf x ne  0من أجلx . 

  أثبت أن المتتالية nX  متقاربة بالمتوسط(. .m q) .نحو الصفر 

 

 :02التمرين 

لتكن  nX  متتالية متغيرات عشوائية معرفة على الفضالا IP,,B حيث أن . nXIE و nXVar 

متغير عشوائي معرف على  Xموجودان.  IP,,B حيث . XIE  و XVar .موجودان 

   بين أن الشرط الكافي للتقارب بالاحتمال لnX نحوX  لماn  تؤول إلى هو: 

    0lim0lim 


XXVarوXXIE n
n

n
n

 

 

 :03التمرين 

nXXXلتكن ,...,,  ذو الكثافة Xنف  قانون المتغير العشوائي متغيرات عشوائية مستقلة و تتبع  21

الاحتمالية  xf:حيث ، 

 

 







 





ailleurs

xe

xf

x

;0

; 

 

هو عدد حقيقي موجب معطى. نعرف المتغير العشوائي  حيث أن nn XXm ,...,min 1. 

 ، ثم أوجد تابع الكثافة لها.nmأوجد تابع التوعيع ل   .1

 .nmأحسب الأمل الرياضي ل   .2

 .تؤول إلى  n، لما  نحو 1تتقارب بالمتوسط من الرتبة  nmأثبت أن المتتالية  .3

 .تؤول إلى  n، لما  تتقارب بالاحتمال نحو nmأثبت أن المتتالية  .4
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  :04التمرين 

لتكن  
1n n

U


متتالية متغيرات عشوائية مستقلة وتتبع كلها قانون التوعيع المنتظم على المجال   0,1 ،

ولتكن  1,...,n nM Max U U. 

أوجد تابع التوعيع ل لمتتالية  .1  
1

1 n n
n M


. 

أثبت أن المتتالية  .2  
1

1 n n
n M


  متقاربة بالقانون لماn  تؤول إلى  مع توضيح قانون

 التوعيع للنهاية.

 

 : 05التمرين 

nXXXلتكن  ,...,, يتبع القانون الطبيعي  Xمتغيرات عشوائية مستقلة ولها نف  القانون. حيث أن  21

 ,0N ، .هو عدد حقيقي موجب معطى  

  أثبت أن المتتاليةnT : المعرفة ب 





n

i

in X
n

T
1

1
 

 نحو النهاية التي سنحددها. 2متقاربة بالمتوسط من الرتبة 

 

 :06التمرين 

nXXXلتكن  ,...,,  عشوائية لها نف  القانون، ذات كثافة احتمالية معطاة كما يلي: متغيرات 21

  x
exf

 


2
 

 عدد حقيقي موجب معطى. حيث 

 : أدرس التقارب بالاحتمال لمتتالية المتغيرات العشوائية  المعرفة ب 





n

i

in X
n

T
1

1
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 : 07التمرين 

nXXXلتكن  ,...,,  متغيرات عشوائية لها نف  القانون، ذات كثافة احتمالية معطاة كما يلي 21

        xexxf exp 

 عدد حقيقي موجب معطى. حيث 

 : أدرس التقارب بالقانون لمتتالية المتغيرات العشوائية  المعرفة ب 

 






n

i

X

n
ie

n
T

1

1  
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 ثالثالفصل ال

 

 

 (دلاليالاست) الاستقرائي الإحصاء

 

 

نظرا للصعوبات التي تواجه الباحثين في الحصول علي بيانات المجتمع ككل واللجوء إلى 

هي الوسيلة لاتخاذ القرارات  يالاستدلالء أسلوب العينة في جمع البيانات، أصبحت أساليب الإحصا

هو مرحلة من مراحل البحث الإحصائي التي يتم على  الإحصائية بل وأصبح الإحصاء الوصفي

 .أساسها تحديد أسلوب الاستدلال الإحصائي المناسب الذي يمثل الهدف الأساسي من دراسة الإحصاء

بينمااا يااامى الثاااني  دير الإحصااائيجاااءاأ أساسااياأ يااامى الأول باا التق يالاسااتدلالء لإحصااال

 ب اختبار الفرضيات.

 

 الأهداف التعليمية للفصل:

 يتعرف الطالب في هذا الفصل على:

 الاستدلال الإحصائي 

 التقدير النقطي 

 التقدير بمجال 

 الفرضيات اختبار 
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 وتعاريف عموميات .1.3

 (الإحصاء الاستقرائي )الاستدلالي(). 1.1.3تعريف 

ا باالمجتمع الخاصاة القارارات مجموعة الطرق الإحصائية التي تامح لناا باساتنتا  هو   علاى بنااءا

 العينة المختارة من هذا المجتمع.

وبصيغة أخرى هاو مجموعاة الطارق والأسااليب التاي تحاول المعلوماات الماتخلصاة مان العيناة  

 المجتمع. )العينات( إلى معرفة لخصائص وسلوك وعلاقات الظواهر محل الدراسة في

 )المعلمة(. 2.1.3تعريف 

 هي عبارة عن خاصية أو مقياس يتم حاابها من المجتمع محل الدراسة كالمتوسط الحاابي 

 ..أي أأ المعالم هي مقاييس تحدد خصائص المجتمع ونرما لها بالرما  والانحراف المعياري

 (أو الإحصاء )الإحصائية. 3.1.3 تعريف

هي عبارة عان خاصاية أو مقيااس ياتم حااابها مان العيناة المااحوبة مان المجتماع محال الدراساة 

 . Tبالرما  . ونرما لهاS الانحراف المعياريو كالمتوسط الحاابي 

 )التقدير(. 4.1.3تعريف 

هو أسلوب إحصائي مبني على نظريات إحصائية، يااتخد  لتقادير معلماة ماا محال الاهتماا  عان 

 طريق استخدا  مقاييس العينة.

 )المقدر(. 5.1.3تعريف 

 . تاتخد  للحصول على تقدير لمعلمة المجتمع T هو إحصائية

 

 التقدير الإحصائي .2.3

تتلخص مشكلة التقدير في استخدا  بيانات عينة عشاوائية مااحوبة مان المجتماع فاي إيجااد تقادير 

 لمعالم هذا المجتمع المجهولة، وهناك نوعاأ من التقدير هما:

 بنقطااة )النقطااي(: أي أنااه توجااد قيمااة وحياادة )مفااردة( ماان بيانااات العينااة تكااوأ تقااديرا  التقاادير

 لمعلمة المجتمع وفي هذه الحالة نحصل على مقدر النقطة.

  التقدير بمجال )بفترة(: أي أنه توجد فترة تقع فيها معلماة المجتماع بدرجاة  قاة عالياة، وفاي هاذه

 الحالة نحصل على مقدر الفترة.
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 لنقطيالتقدير ا .1.2.3

عادة يوجد أكثر من إحصاء يصلح كمقدر لمعلمة المجتمع ونواجه مشكلة التفضيل بين هذه 

فإذا كاأ  المقدرات. 1 1 1 2, ,..., nT X X X،  2 2 1 2, ,..., nT X X X  مقدراأ للمعلمة  فأيهما

 نفضل ولماذا؟

بين المقدرات بمقدار قرب كل منها من المعلمة وبمقدار تبايناتها، ويقاس ذلك بما يامى متوسط  نفاضل

 مربع خطأ التقدير.

 

  (Mean Squared Error) متوسط مربع الخطأ (1

 إذا كانت 1 2' , ,..., nX X X X  عينة عشوائية مااحوبة مان مجتماعX  توزيعاه الاحتماالي ;f x 

، وإذا أخاذنا يعتمد على معلمة  'T X
 

كتقادير للمعلماة فاإأ الخطاأ فاي هاذا التقادير أو الخااارة 

 بالمقدار: يمكن أأ يقاس كتقدير للمعلمة  T اتخاذالناجمة من 

 T  

المحااوبة مان العيناة، وحتاى ناتخلص  Tولكن هذا المقدار يمكن أأ يكوأ موجبا أو ساالبا حااب قيماة 

 من الإشارة فإننا نأخذ مربع هذا المقدار، أي:

 
2

T  

ولكن هذا المقدار يتغير من عينة لأخرى لذلك فإننا نأخذ القيمة  من المعلمة  Tكمقياس لقرب التقدير 

 المتوقعة له أي نأخذ:

 
2

IE T  
 

 

ويرما لها بالرما  Tوالتي تامى متوسط مربع خطأ التقدير  MSE T
 

 أي أأ:

   
2

MSE T IE T   
 

 

 .للمعلمة  Tكمقياس لجودة المقدر 

 مقادراأ للمعلماة  1T، 2Tفاإذا كااأ وعلى ذلك فإننا نفضل التقادير الاذي لاه أقال متوساط مرباع خطاأ، 

 إذا كاأ: 2Tعن  1Tفإننا نفضل 

   1 2MSE T MSE T 
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فمثلا نادرا أأ نجد الحالة المبينة في  ولكن نادرا أأ نجد مقدرا له أقل متوسط مربع خطأ لجميع قيم 

 الشكل التالي:

 

 

 

 ولكن الغالب أأ نجد مثل الحالة المبينة في الشكل التالي:

 

 

 .لبعض القيم الأخرى للمعلمة  1Tأفضل من  2Tوأأ  لبعض قيم  2Tأفضل من  1Tأي أأ 

وعلى ذلك يجب البحث عن معايير أخرى للمفاضلة بين المقدرات، حيث أنه توجد بعض الصفات التي 

 يجب أأ تتوفر في المقدر الجيد وهي:

 عدم التحيز (1

 T، فإذا كاأ أنه من النادر أأ نجد تقديرا يكوأ متوسط مربع خطأه أقل ما يمكن لجميع قيم  ذكرنا

 فإأ متوسط مربع الخطأ هو: تقديرا للمعلمة 

   
2

MSE T IE T   
 

 

 أننا يمكن إعادة كتابته على الصورة التالية: حيث

       

           

          

2

2 2

2

2

2

MSE T IE T IE T IE T

IE T IE T IE IE T IE T IE T IE T

Var T IE T IE T IE T IE T



 

 

     

         
   

     
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 الحد الأخير في الطرف الأيمن يااوي الصفر لأأ:

       0IE T IE T IE T IE T    

 وعلى ذلك فإأ:

     2MSE T Var T b   

 حيث أأ:

    
22b IE T   

أأ متوسط مربع الخطأ لأي تقدير يااوي تباين التقدير مضافا إليه مقدار آخر مربع هو  أي 2b . 

يامى المقدار     b IE T    بمقدار التحيا في الإحصاءT  كتقدير للمعلمة  وهو يبين مقدار

 .وبين المعلمة  Tالاختلاف بين متوسط توزيع الإحصاء 

 ويكوأ متوسط مربع الخطأ أقل ما يمكن إذا كاأ كل من:

  التباين Var T، 

  مربع التحيا 2b  

إذا كاأ كل من التباين ومربع التحيا  يكوأ قريبا من المعلمة  Tما يمكن، وهذا يعني أأ التقدير  أقل

 .أقل ما يمكن

إأ أقل قيمة لمربع التحيا  2b   هي الصفر ويحدث ذلك عندما يكاوأ IE T  وعنادها لا يوجاد ،

وفي هاذه الحالاة يكاوأ متوساط مرباع الخطاأ  تقدير غير متحيا للمعلمة  Tتحيا في التقدير ويقال أأ 

 MSE T  مااويا لتباين التقدير Var T وعلاى ذلاك فإنناا نختاار باين التقاديرات الغيار متحيااة علاى ،

 أساس تبايناتها ونفضل التقدير الغير متحيا بأقل تباين.

 )المقدر غير المتحيز( . 1.2.3تعريف 

إذا كاااأ أملهااا  )غياار منحاااز( لمعلمااة المجتمااع  بأنهااا مقاادر غياار متحيااا T نقااول عاان إحصااائية مااا

 الرياضي مااويا لمعلمة المجتمع أي أأ:

  TIE 

 مثال:

 إذا كانت 1 2' , ,..., nX X X X عينة عشوائية ماحوبة من مجتمع متوسطه   2وتباينه. 

هل  (1
1

iX X
n

 
 

 وما تباينه. تقدير غير متحيا لمتوسط المجتمع 
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 وأحاب تباين كل منها. 2أي التقديرات التالية غير متحياة لتباين المجتمع  (2

  
21

T X X
n

  

  
2

2 1

1
S X X

n
 


 

 .T و 2Sإذا كاأ المجتمع يتبع توزيع طبيعي فقارأ بين كل من  (3

 

 الحل:

1. X  تقدير غير متحيا لمتوسط المجتمع :لأأ 

     
1 1 1

1 1 1 1n n n

i i i

i i i

IE X IE X IE X IE X nIE X
n n n n


  

   
        

   
  

 

   
2

2

2 2
1 1 1

1 1 1 1n n n

i i i

i i i

Var X Var X Var X Var X n
n n n n n




  

   
        

   
  

 

 لدينا .2

  2

1

2

1

22 11
XX

n
XX

n
S

n

i

i

n

i

i 







 

 

 وبالتالي

   

     

                

         

2 22 2 2

1 1

2 22 2

1 1

2 222 22

1

22

1

1 1

1 1

1

1

1

n n

i i

i i

n n

i i

i i

n

i i i

i

n

i i

i

IE S IE X X IE X IE X
n n

IE X IE X IE X IE X
n n

IE X IE X IE X IE X IE X IE X
n

Var X IE X Var X IE X
n

Va
n

 

 





      
         

      

  
     

  

 
      

 

     
    



 

 





    

    

2 2 2

1

2 2 2

2 2 2 2

2
2 2

1

1

1

1

n

i

i

r X IE X
n

Var X IE X
n

n

n

n n

 

 

   


 



   
 

   

   


  


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وهذا يعني أأ 
T  تقدير متحيا ل لمعلمة

  وأأ مقدار التحيا هو
 

2

b
n


  

. 

 لدينا .3

   
2

2 2 21 1

1 1

n n
IE S IE X X

n n n
 

 
    

  
 

 .2تقدير غير متحيا للمعلمة  2Sأي أأ 

 الاتساق (2

ملاحظاة ماثلا  nيبدو لنا بوضوح من تعريف العيناة أأ المقادر المبناي علاى أسااس عيناة تحاوي 

. nيجب أأ تكوأ أفضل بشكل عا  من المقدر المبني على أساس عيناة عشاوائية تحاوي عاددا أقال مان 

فااي مجتمااع معطااى مبنااى علااى عينااة حجمهااا  مقاادرا للمعلمااة  1Tولإيضاااح الفكاارة أكثاار، لنفاار  أأ 

1n   أي تحااوي ملاحظااة واحاادة للمتغياار العشااوائيX 2، ولاايكن أأT  مقاادرا للمعلمااة  فااي مجتمااع

2nمعطى مبنى على عينة حجمها    وبشكل عا  لنفر  أأnT   هو مقدر ل  مبنى على أساس عينة

1، أي أأ nحجمها  2, ,..., ,...nT T T   متتالية من المقدرات ل   ونرما لها ب nT. 

 )الاتساق(. 2.2.3تعريف 

 للدالة المعلمية nTنقول أأ المقدر  g 
 

 متاق، إذا كاأ:

  0, lim 0nIP T g       

يكااوأ تقااديرا متاااقا للمعلمااة  nTوهااذا يعنااي أأ  g   التقاادير ماان المعلمااة كلمااا زاد حجاام  اقتااربإذا

يتقارب احتماليا إلى المعلمة  nTالعينة، أي أأ الإحصاء  g  . 

 مثال:

إذا كانت 1 2, ,..., nX X X X عينة عشوائية ماحوبة من مجتمع يتبع التوزيع الطبيعي، متوسطه 

 .2وتباينه 

 ؟تقديرا متاقا للمعلمة  X هل 

 الحل:

 ه إذا كاأ:نعلم أن
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 2, ; 1,...,iX i n  N 

فإأ:
2

,X
n



 

  
 

N 

 :وبذلك يكوأ

 0,1
X

Z

n






 N 

 لدينا:

     

2 2

1 1

1 1

1
1

2

n

z

n

P X P X P X

n X n n n
P P Z

n

e dz

  

 









      

    

   







           

     
             

   

  

 

 نجد أأ: تؤول إلى  nبأخذ نهاية الطرفين لما 

 
2 22 21 1

lim lim 1 1 1 1 0
2 2

n

z z

n n
n

P X e dz e dz











 
 



 

 


 
 

         
 
 

  

وبالتالي حاب التعريف نجد أأ 
nT X  مقدر متاق للمعلمة. 

 ، الكفاءةالفعالية (4

بمقاادار تبايناتهااا، ونحصاال بااذلك علااى مقياااس بااايط لمقارنااة  iTيمكاان قياااس جااودة المقاادرات 

 المقدرات غير المتحياة.

 الأكفأ( أو الفعال المقدر). 3.2.3تعريف 

1إذا كاأ  2,T T
 مقدرين، وكاأ:    1 2Var T Var T 
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 .2T بالمقارنة مع المقدر له الأفضلية كمقدر أكثر دقة لتقدير  1Tنقول عندئذ أأ المقدر 

 )المقدر الأكفأ نسبيا(. 4.2.3تعريف 

1إذا كاأ  2,T T   مقدرين غير متحياين ل وكانت المتباينة ،   1 2Var T Var T  محققة مهما تكان ،

الأكفاأ ناابيا مان  1T، فيقاال عندئاذ أأ بالإضافة إلى تحقق المتباينة من أجل قيمة واحدة على الأقل لا  

2T  لتقدير. 

 بالنابة بين تباينهما، ونكتب: 2T مقارنة ب  1T وتقاس الكفاءة النابية للمقدر

 

 
1

2

1
Var T

e
Var T

  

 مثال:

إذا كانت  1 2 3 4, , ,X X X X X
 

 عينة عشوائية من مجتمع يتبع توزيع 1,:وكاأ ، 

   1 2 1 2 3

1 1 2 3 4; ; ;
2 3

X X X X X
T X T T T X

  
    

;ما هو المقدر الأكفأ بين المقدرات  .1 1,2,3,4iT i    ل؟ 

 النابية للمقدر الأكفأ مقارنة ببقية المقدرات الأخرى. أحاب الكفاءة .2

 الحل:

بما أأ العينة ماحوبة من مجتمع يتبع توزيع  1,:فإأ ، 

    2, , 1,2,3,4i iIE X Var X i    

 ومن  م:

            

              

1 1 2 1 2 1 2

3 1 2 3 1 2 3 4

1 1
; ;

2 2

1 1
;

3 3

IE T IE X IE T IE X X IE X IE X

IE T IE X X X IE X IE X IE X IE T IE X

 

 

      

        

 

;وبالتالي فإأ الإحصاءات  1,2,3,4iT i 
 .هي مقدرات غير متحياة ل   
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 لمعرفة المقدر الأكفأ من بين هذه المقدرات نقو  بحااب تبايناتها:

       
2 2 2

2

1 2 3 4; ; ;
2 3 3

Var T Var T Var T Var T
  

    

                      نلاحظ أأ:       4 3 2 1Var T Var T Var T Var T   

 ضمن هذه المجموعة من المقدرات. هو المقدر الأكفأ 4Tوهذا يعني أأ 

1بالمقارنة مع كل المقدرات  4Tتقاس الكفاءة النابية للمقدر  2 3, ,T T T :كالآتي 

 

 

 

 

 

 
4 4 4

1 2 3

0.25 ; 0.5 ; 0.75
Var T Var T Var T

Var T Var T Var T
  

 

 تقدير النقطي للمتوسطال .2.2.3

 . )متوسط العينة(5.2.3تعريف 

نامي متوسط العينة العشوائية  nXXX ,...,,  المعرفة ب : X، الإحصائية 21





n

i

iX
n

X
1

1
 

 نضع  XIE  و  2Var X . 

 خواص 13 

 . فإنه لدينا: وانحراف معياري µ متغير عشوائي ذو متوسط X ،nليكن 

 في حالة الاحب بإرجاع  (1

  XIE    و 
2

Var X
n


 

 حجم المجتمع( Nفي حالة الاحب دوأ إرجاع ) (2

  XIE    و 
2

1

N n
Var X

N n

 
  

 
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 :البرهان

 في حالة الاحب بإرجاع (1

 باستخدا  خواص الأمل الرياضي واستقلال المتغيرات العشوائية نجد أأ:

 

   

1 1

1

1 1

1 1

n n

i i

i i

n

i

i

IE X IE X IE X
n n

IE X nIE X
n n



 



   
    

   

  



 

 

 باستخدا  خواص الأمل الرياضي و استقلال المتغيرات العشوائية نجد أأ:

 

   

 

2
1 1

2 2
1

2

1 1

1 1

1

n n

i i

i i

n

i

i

Var X Var X Var X
n n

Var X nVar X
n n

Var X
n n



 



   
    

   

  

 

 

 

 في حالة الاحب دوأ إرجاع (2

 لدينا

 

   

2
1 1

2
1 , 1

1 1

1
2 ,

n n

i i

i i

n n

i i j

i i j
i j

Var X Var X Var X
n n

Var X Cov X X
n

 

 


   
    

   

 
  
 
  

 

  

 ولدينا أيضا
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       

  

    

      

    

1 1

1 1

1 1

,

,

1

i j i j

i j

N N

l k i l j k

l k

N N

l k i l j k i l

l k

N N

l k j k i l

l k

Cov X X X IE X X IE X

IE X X

x x IP X x X x

x x IP X x IP X x X x

x x IP X x X x
N

 

 

 

 

 

 

 

    
 

   
 

    

     

    







 

  إذا كاأk lفإأ ، 

 , 0i jCov X X  

  إذا كاأk lفإأ ، 

    
1 1

1 1
,

1

N N

i j l k

l k

Cov X X x x
N N

 
 

  


 

بالتالي

 

 

    
, 1

1 1
o ,

1

N

i j k l

l k
l k

C v X X x x
N N

 




  



 

 وباستخدا  العلاقة التالية، نجد أأ

      
2

2

1 , 1

2
N N N

i i l k

i l i l k
l k

x x x x   
  



 
      

 
   

 حيث أأ

   
2

2
2 2 0

N

i

i l

x N N  


 
    

 


 

 
2 2

1

N

i

i

x N 


  
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 وبالتالي

  
2

, 1 2

N

l k

l k
l k

N
x x


 





   

 ومنه نجد أأ

 
21 1

,
1 2

i j

N
Cov X X

N N

 
  

   

 وبالتعويض ينتج أأ

 

 

   

2
2

2
, 1

2
2

2

2 2

2

2

1

1

1
1

1

1 11

1

1

N

l k
l k

Var X n
n N

n n n
n N

n N n n

n N

N n

n N







 






 
       

  

 
   

 

   
  

 

 
   



 

 .1.2.3نظرية  13  

 متوسط العينة nXXX
n

X  ...
1

21

 
 .هو مقدر فعال ل  

 البرهان

 لدينا مما سبق  XIE 

 هذا إضافة إلى أأ

 
  2

n

Var X
Var X O

n n




   

 .مقدر فعال ل   Xوبالتالي ناتنتج أأ المتوسط 
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 لتباينالنقطي لتقدير ال .3.2.3

 . )تباين العينة(6.2.3تعريف 

نامي تباين العينة العشوائية  nXXX ,...,,  المعرفة ب : 2S، الإحصائية 21

  2

1

2

1

22 11
XX

n
XX

n
S

n

i

i

n

i

i 







 



 

 خواص: 13 

  22 1


n

n
SIE




 

     2 4

43

1
1 3

n
Var S n n

n
 


     

 

 حيث 
2

4 IE X  . 

 :البرهان

 باستخدا  خواص التباين واستقلال المتغيرات العشوائية نجد أأ:

   

     

                

         

2 22 2 2

1 1

2 22 2

1 1

2 222 22

1

22

1

1 1

1 1

1

1

1

n n

i i

i i

n n

i i

i i

n

i i i

i

n

i i

i

IE S IE X X IE X IE X
n n

IE X IE X IE X IE X
n n

IE X IE X IE X IE X IE X IE X
n

Var X IE X Var X IE X
n

Va
n

 

 





      
         

      

  
     

  

 
      

 

     
    



 

 





    

    

2 2 2

1

2 2 2

2 2 2 2

2

1

1

1

1

n

i

i

r X IE X
n

Var X IE X
n

n

n

n

 

 

   





   
 

   

   





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 طبيعي تقدير التباين لمجتمع (1

متغير عشوائي يتبع القانوأ الطبيعي  Xليكن ٍ ,N  2نريد تقدير التباين. 

في حالة  
 معلوم 

 .2.2.3نظرية  13  

 التباين 



n

i

iX
n

T
1

22 1
   2هو مقدر فعال ل. 

 :البرهان

 باستخدا  خواص الأمل الرياضي واستقلال المتغيرات العشوائية نجد أأ:

   

 

 

22

1

2 2

1 1

2 2

1 1

2 2 2

1

1

1 1
2

1 1
2

1
2

n

i

i

n n

i i

i i

n n

i i

i i

n

i

i

IE T IE X
n

IE X X
n n

IE X IE X
n n

IE X
n



 

 

 



 

 



 
  

 

 
   

 

 
   

 

  



 

 



 

 وبالتالي

      
22 2

1

2 2 2

2

1 n

i i

i

IE T Var X IE X
n



  





   
 

  





 

 .2هو مقدر غير متحيا ل   2Tومنه ناتنتج أأ 

   

  

      

22

1

2

2
1

2
4 2

2
1

1

1

1
0

n

i

i

n

i

i

n

i i n
i

Var T Var X
n

Var X
n

IE X IE X
n





 








 
  

 

 

 
     

 





 
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 هو مقدر متقارب. 2Tومنه ناتنتج أأ 

 .2هو مقدر فعال ل   2T مقدر غير متحيا ومتقارب ومنه نجد أأ التباين 2Tوبالتالي بما أأ 

في حالة  
 مجهول 

 .3.2.3نظرية  13 

 تباين العينة 



n

i

i XX
n

S
1

22 1
 .2هو مقدر متحيا ل   

 :البرهان

 لدينا مما برهن مابقا أأ

  22 1


n

n
SIE


 

 .2هو مقدر متحيا ل   2Sوبالتالي التباين 

 .4.1.3نظرية  13 

 تباين العينة   









n

i

i XX
n

S
n

n
S

1

222'

1

1

1
 .2هو مقدر غير متحيا ل   

 :البرهان

 لدينا

    
2

' 2 2

1 1

n n
IE S IE S IE S

n n

 
  

  
 

 باستخدا  النظرية الاابقة نجد أأ

  2
' 2 21

1

n n
IE S

n n
 

 
  

   

وبالتالي ناتنتج أأ التباين  
2

'S   2هو مقدر غير متحيا ل. 
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 طرق إيجاد مقدرات النقطة .4.2.3

عدة طرق تعطي مقدرات نقطية تتصف بكال أو بعاض صافات المقادر الجياد، نتطارق فيماا  هناك

 يلي إلى بعض الطرق الشائعة الاستخدا  في الإحصاء للحصول على المقدرات.

 )الإمكان الأعظم( طريقة المعقولية العظمى (1

لاق الإحصااء فاي عصارنا طريقاة عاماة للتقادير أط عر  العالم فيشار أحاد رواد 1920في عا  

 عليها اسم طريقة "المعقولية العظمى" أو "الإمكاأ الأعظم"، كما بين ممياات هذه الطريقة.

تعتباار طريقااة المعقوليااة العظمااى إحاادى أهاام وأكثاار الطاارق انتشااارا فااي الإحصاااء لتقاادير معااالم 

 التوزيع الاحتمالي )النموذ  الإحصائي( المقترح.

 )دالة المعقولية(. 7.2.3تعريف 

 العشوائي المرفقة بالشعاع دالة المعقولية للمعلمة  نامي 1 2, ,..., nX X Xالدالاة ،  1, ,..., nL X X
 

 :حيث

  إذا كانت المتغيراتiX متقطعة فإأ 

   1

1

, ,..., ;
n

n i

i

L x x IP X x 


  

  إذا كانت المتغيراتiX ماتمرة فإأ 

   1

1

, ,..., ;
n

n X i

i

L x x f x 


 

 التاي تجعال دالاة الإمكااأ أكبار مااا يمكان وبالتاالي نلجاأ إلاى تقاادير فاي هاذه الطريقاة ياتم اختياار قيمااة 

 بالقيمة التي تحد الدالة المعلمة  1, ,..., nL X X
 

 من الأعلى.

 المعرف ب : المقدر الأعظم ل   ̂نامي 

    
1 1,..., ,...,

( ) sup ( )
n nX X X X

L L      
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إذا كانت الدالة  1, ,..., nL X X قابلة للاشتقاق وتقبل قيماة عظماى ̂ للدالاة ينعاد    الأولفاإأ المشاتق

 والمشتق الثاني يكوأ سالب القيمة.

 أي أأ:

 1, ,...,
0

nL X X







أو

 1ln , ,...,
0

nL X X







 

 بالإضافة إلى:

 2

1

2

, ,...,
0

nL X X







أو

 2

1

2

ln , ,...,
0

nL X X







 

بحل المعادلة  هوهذا يعني أن
 1, ,...,

0
nL X X






 
نجد أأ الدالة  1, ,..., nL X X تنعاد  فاي النقطاة

ˆ  والمشتق الثاني سالب تماما في النقطة ̂. 

 ونقول في هذه الحالة أأ الدالة 1, ,..., nL X X
 

أغلاب الأحيااأ  . وفاي̂ تقبل قيمة عظمى عند النقطة

التاي تعظام  يكوأ من الأساهل اختياار قيماة  1ln , ,..., nL X X  بادلا مان 1, ,..., nL X X  كمقادر

 المعقولية العظمى للمعلمة.

 ون(س)توزيع بوا: 1مثال 

 .n حجمها ا من عينةانطلاق وأسفي توزيع بوا نريد تقدير المعلمة 

 لدينا:

( , ) ( )
!

n

f x IP X x e
x

     

 دالة المعقولية لهذا التوزيع تكتب كما يلي:

   
1

1........
1 1

1

! !
!

n

i

i i i

n

x
x xn n

n n

x x n
i ii i

i

i

L e e e
x x

x

    




  

 





   


 

 بإدخال دالة اللوغاريتم نجد أأ:
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     1 2

1 1

ln ; , ,..., ln ln !
n n

n i i

i i

L x x x n x x  
 

     

 كما يلي: وبالتالي المشتقة الأولى لدالة المعقولية تكوأ

 1 2

1

ln ; , ,..., 1 n
n

i

i

L x x x
n x



  


  


 

بوضع 
 1 2ln ; , ,...,

0
nL x x x







 نجد أأ: وحلها بالنابة ل   

1 1

1 1ˆ ˆ0
n n

i i

i i

n x x X
n

 
  

        

 والمشتق الثاني:

    
1

2

......

2 2
1

ln 1
0

n

n
X X

i

i

L
X



  


  


 

ˆ وأ هوسفي توزيع بوا بطريقة المعقولية العظمى للمعلمة  وبالتالي يكوأ المقدر X   وهاو الوساط

 الحاابي للعينة.

 )التوزيع الأسي( :2مثال 

لتكن  1 2, ,..., nX X X
 

باساتخدا   تتبع التوزيع الأساي .نرياد تقادير المعلماة  nعينة عشوائية حجمها 

 طريقة المعقولية العظمى.

 دالة المعقولية للتوزيع الآسي تعطى كما يلي:

    1

1

, , , ,
1 1

n

i

i i

n x
x n

i

n
L x x f x e en i

i


    







  


 

 بإدخال دالة اللوغاريتم نجد:

 1

1

ln , , , ln
n

n i

i

L x x n x  


   

 وبالتالي يكوأ لدينا
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 1

1

ln , , , n
n

i

i

L x x n
x



  


 


 

 وأخيرا

 1

1

1

ln , , , 1
0 0

n
n

i n
i

i

i

L x x n n
x

X
x




  




      





 

 :هو  مقدر المعقولية العظمى للمعلمة من  م فإأو

1ˆ
X

 
 

 طريقة العزوم  (2

والتاي قادمت مان طارف أقاد  طارق التقادير الإحصاائي.  إحادى مان تاريخيا تعتبر طريقة العاو 

المااواة بين بعض عاو   . ويتمثل جوهر هذه الطريقة في 1894العالم الإحصائي كارل بيرسوأ عا  

المجتمااع وعاااو  العينااة المنااا رة لهااا، فنحصاال بااذلك علااى جملااة ماان المعااادلات بحلهااا بالنااابة لمعااالم 

المجتمع نحصل على التقاديرات المطلوباة، التاي تادعى بتقاديرات طريقاة العااو . وبعباارة أخارى تأخاذ 

ومنهااا ، الموافقااة لهااا او  المجتمااع()عاا لعاااو  النظريااةل العينااة( كتقااديراتعاااو  العاااو  التجريبيااة )

 ناتخلص تقديرات معالم المجتمع بدلالة العاو  التجريبية.

مان المعاالم  Kمتغير عشاوائي دالاة كثافتاه الاحتمالياة تعتماد علاى  Xنفر  أأ  1 2, ,...., k    وأأ

 المطلوب هو إيجاد تقديرات لهذه المعالم بطريقة العاو .

 الخطوات التالية: نتبع في عملية التقدير

من العاو  النظرية الخاصة باالمجتمع، وهاذه العااو  قاد تختاار بحياث  K نحصل على صيغ ل  .1

 الأولى. K تكوأ مركاية أو غير مركاية، وقد تكوأ العاو  ال 

 العاو  النظرية اللامركاية هي:

 )في حالة المتغيرات العشوائية المنفصلة )المتقطعة 

'

1 2( ) ( , , ,..., )r r

r k

x

IE X X f X     
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 )في حالة المتغيرات العشوائية المتصلة )الماتمرة 

'

1 2( )  ( ; , ,..., )r r

r k

X

IE X X f X dx      

 أما العاو  المركاية حول الوسط الحاابي فهي:

 في حالة المتغيرات العشوائية المنفصلة 

    1 2( ; , ,..., )
r r

r k

x

IE X X f X         
   

 في حالة المتغيرات العشوائية الماتمرة 

    1 2( ; , ,..., )
r r

r k

x

IE X x f X dx         
   

1من بيانات العينة  .2 2, ,..., nX X X  نحاب العاو  المنا رة للعاو  النظرية التي تم اختيارهاا فاي

 ( وعاو  العينة اللامركاية هي:1الخطوة )

'

1

1 n
r

r i

i

m X
n 

  

 بينما عاو  العينة حول الوسط الحاابي هي:

 1

1

1 n r

r i

i

m X m
n 

  

عشاوائية لنحصال علاى نعادل العاو  المتنا رة الرتبة في كل من المجتمع الإحصاائي والعيناة ال .3

K معادلة في K  1مجهولا هي 2, ,...., k  . 

وبحاال هااذه المعااادلات نحصاال علااى مقاادرات طريقااة العاااو :
1 2
ˆ ˆ ˆ, ,...., k   1 للمعااالم 2, ,...., k    علااى

 الترتيب.

 :1مثال 

متغير عشوائي ماتمر كثافته الاحتمالية  X ليكن  1;f x x    0حيث أأ   0و 1x  . 

 بطريقة العاو . نريد تقدير 
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، فإنناا نحتاا  إلاى معادلاة واحادة فقاط، لاذا نجاد صايغة بما أأ المطلوب هو تقدير معلم واحد ألا وهو 

 العا  الأول للمجتمع كما يلي:

1 1

' 1

1

0 0

11

1

00

( )  ( ; )  

1 1

IE X x f x dx x x dx

x dx x



 

  

 


 





  


   

 


 

  م نحاب من بيانات العينة العشوائية العا  الأول

1

1

1 n

i

i

m x X
n 

 
 

'أي أأ  ̂نعادل العا  الأول للمجتمع بالعا  الأول للعينة عند   م

1 1m  

 وبمعادلة هذه العاو  نحصل على

ˆ

ˆ 1
X







 

ˆبطريقة العاو  هو  وبالتالي مقدر 
1

X

X
 


 

 (التوزيع الطبيعي) :2مثال 

 في التوزيع الطبيعي. 2و  ناتخد  طريقة العاو  لتقدير المعلمتين 

هماا الوساط  2و   بما أأ المطلوب هو تقدير معلمتين فإننا نحتا  إلاى معاادلتين وعاامين، وبماا أأ

الحاااابي والتباااين للمجتمااع علااى الترتيااب فااإأ ماان المناسااب فااي هااذه الحالااة اختيااار العااا  الأول حااول 

 .الصفر والعا  الثاني حول الوسط الحاابي 

'فنجد عندئذ عاو  المجتمع 

1  2وفي التوزيع الطبيعي لدينا . ومن المعلو  أنه 

 '

1 IE X    و 
2 2

2 IE X     

'وعاو  العينة المنا رة هي 

1m  2وm حيث أأ 
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'

1

1

1 n

i

i

m x X
n 

   و 
2

2

2

1

1 n

i

i

m x X S
n 

   

 تنا ره من عاو  العينة نحصل على:وبمعادلة عاو  المجتمع بما 

ˆ X   و 
2

2 2

1

1
ˆ

n

i

i

S x X
n




   

هاو مقادر  2Sوكاذلك تبااين العيناة  هاو مقادر الوساط الحااابي  Xأي أأ الوسط الحاابي في العينة 

 بطريقة العاو . 2التباين 

 طريقة المربعات الصغرى  (3

تعتبر طريقة المربعات الصغرى من أهم طارق التقادير وأكثرهاا تطبيقاا، وقاد شااع اساتخدا  هاذه 

الطريقة بصفة خاصة في مجال تحليل الانحدار والذي ياعى بدوره لإيجاد معادلة تربط بين متغير تابع 

Y  1ومتغيرات ماتقلة 2, ,..., nX X X  بحياث يمكان الاساتفادة منهاا فاي التنباؤ بقايم التاابع مان معرفاة قايم

 المتغيرات الماتقلة.

، Xناتعر  فيما يلي نموذ  الانحادار فاي أبااط حالتاه عنادما يكاوأ خطياا علاى متغيار واحاد 

 .بالانحدار الخطي البسيطحيث تامى هذه الحالة 

 الخطي النموذج كتابة .1

المتغيرين  بين العلاقة نمذجة يمكن
iX  و

iY الشكل: على 

0 1 ; 1,2,...,i i iY X i n      

 
iY .يامى بالمتغير التابع 

 
iX .يامى بالمتغير الماتقل 

 n  مؤشاار للدلالااة علااى رقاام المشاااهدة( 1,2,...., )i n حيااث n حجاام العينااة المختااارة ماان  هااو

 المجتمع الذي نرغب في دراسته.

 0  1و معلما النموذ . هما 

 i تفاير في الخطأ يمثل 
iY العلاقة: من انطلاقا كتابته يمكنو 

0 1 ,         1,2,.....,i i iY X i n      
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 يرجع وجود هذه الأخطاء إلى عدة أسباب نذكر منها:

  التابع في النموذ إهمال بعض المتغيرات الماتقلة التي يمكن أأ تؤ ر على المتغير، 

 للنموذ  الاليمة غير الرياضية الصياغة، 

 .وجود أخطاء في تجميع البيانات المشاهدة التي قد لا تعبر بشكل دقيق عن المتغيرات 

 :مثال

فإناه ، عائلاة 12نموذ  انحدار خطي بايط ممثل لدالاة الاساتهلاك العاائلي. إذا اخترناا عيناة مكوناة مان 

 يمكن كتابة دالة الاستهلاك العائلي على الشكل التالي: iمن أجل كل عائلة 

0 1 ,        =1,2,....,12i i iC R i     

وهااو المتغياار  iيرمااا لاادخل العائلااة  iR، وهااو المتغياار التااابع iيرمااا لاسااتهلاك العائلااة  iCحيااث أأ:

هذه الدالة تعني أأ الاستهلاك العائلي هو متغيار تاابع للادخل بحياث يتحادد داخال النماوذ  )أي  الماتقل.

 .أما الدخل فهو متغير ماتقل يتحدد خار  النموذ ، كلما تغير دخل العائلة تغير استهلاكها تبعا له(

 النموذج معالم تقدير .2

وتقاو  هاذه الطريقاة علاى اختياار  0 ،1يمكن استخدا  طريقة المربعاات الصاغرى فاي تقادير المعاالم 

المقدرات 
0̂ و

1̂ .تهادف طريقاة المربعاات  على الترتيب والتي تجعل مربعات الخطأ أصغر ما يمكان

( أو i(الصااغرى لإيجاااد مقاادرات النمااوذ  عاان طريااق تدنيااة )تصااغير( مجمااوع مربعااات الأخطاااء 

 البواقي وتفضي إلى النتائج التالية:

  

 
1

1 2

1

0 1

ˆ

ˆ ˆ

n

i i

i
n

i

i

X X Y Y

X X

Y X



 






 

 
 



 



 

 البرهان:

 البايط يمكن تحديدها كما يلي:الكتابة الرياضية للأخطاء انطلاقا من نموذ  الانحدار الخطي 

0 1 0 1i i i i i iY X Y X            
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 :S تبعا لذلك يمكن إيجاد مجموع مربعات الأخطاء الذي يرما له بالرما

 
22

0 1

1 1

,     1,2,....,
n n

i i i

i i

S Y X i n  
 

      

المقادرات 
0̂ و

1̂  التاي تصاغر مجماوع مربعاات الأخطااء بدلالاة المشااهداتX  وY  هاي تلاك التاي

 على الترتيب. 1و  0 بالنابة ل  Sتعد  مشتقات 

 نجد أأ: 1و  0 بالنابة ل  S باشتقاق

   

   

2

0 1 0 1

1 10 0

2

0 1 0 1

1 11 1

2

2

n n

i i i i

i i

n n

i i i i i

i i

S
Y X Y X

S
Y X X Y X

   
 

   
 

 

 

 
       


        

 

 

 
 

0̂  و
1̂ :هي المقدرات التي تعد  المشتقات وتاتخر  كما يلي 

 

 

0 1

1

0 1

1

2 0

2 0

n

i i

i

n

i i i

i

Y X

X Y X

 

 






   


   






 

 

0 1

1

0 1

1

0..............(1)

................(2)

n

i i

i

n

i i i

i

Y X

X Y X

 

 






  


 

  





 

 ( نجد:1)انطلاقا من المعادلة 

0 1 1 0

1 1 1 1

ˆ ˆ ˆ ˆ0
n n n n

i i i i

i i i i

Y n X Y X n   
   

        

 
 بطريقة المربعات الصغرى هو: 0وبالتالي مقدر المعلمة

0 1
ˆ ˆY X   

 ( نجد أأ:2بالتعويض في المعادلة )

2

0 1

1 1 1

ˆ ˆ 0
n n n

i i i i

i i i

Y X X X 
  

     

 أي أأ
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2 2

1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1

ˆ ˆ ˆ ˆ( )
n n n n n n n

i i i i i i i i i

i i i i i i i

Y X Y X X X Y X Y X X X X   
      

             

2         وبالتالي يكوأ لدينا    

1 1

1 1 1 1

ˆ ˆ
n n n n

i i i i i

i i i i

Y X Y X X X X 
   

      

 وهذا يعني أأ

2

1

1 1 1 1

ˆ
n n n n

i i i i i

i i i i

Y X Y X X X X
   

 
   

 
    

 بطريقة المربعات الصغرى هو: 1وبذلك يكوأ مقدر 

1 1
1

2

1 1

ˆ

n n

i i i

i i

n n

i i

i i

Y X Y X

X X X

  

 







 

 
 

 نجد أأ: n بضرب الباط والمقا  في

1 1 1
1 2

2

1 1

ˆ

n n n

i i i i

i i i

n n

i i

i i

n Y X X Y

n X X

   

 




 

  
 

  

 

 

الباط والمقا  في  بضرب
1

n
 مرة أخرى نجد أأ: 

1 1 1
1 2

2

1 1

1

ˆ

1

n n n

i i i i

i i i

n n

i i

i i

X Y X Y
n

X X
n

   

 




 

  
 

  

 

 

                  بعبارات مكافئة نجد أأ:
 

1
1

2

1

( )
ˆ

( )

n

i i

i
n

i

i

X X Y Y

X X

 



 








 

 وذلك لأأ:
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 
1 1 1 1

1 1 1 1 1 1

1 1 1

2

( )

1 1 1
                                =

1
                               =

( )

n n n n

i i i i i i

i i i i

n n n n n n

i i i i i i i i

i i i i i i

n n n

i i i i

i i i

i

i

X X Y Y X Y Y X X Y XY

X Y X Y X Y X Y
n n n

X Y X Y
n

X X

   

     

  

     

  





   

     

  
2

22 2

1 1 1 1 1

1
2

n n n n n

i i i i i

i i i i

X X X nX X X
n    

 
      

 
    

 

 وأخيرا ينتج أأ:

 
1

1
2

1

0 1

( )
ˆ

( )

ˆ ˆ

n

i i

i
n

i

i

X X Y Y

X X

Y X



 






 

 
 



 



 

X و Y  يمثلاأ المتوسط الحاابي للمتغيراتX و Y .على الترتيب 

 :مثال

و  2001يبااين الجاادول التااالي تطااور كاال ماان الاسااتهلاك والاادخل المتاااح فااي الجاائاار خاالال الااانوات 

2007: 

 iXالدخل المتاح  iYالإجمالي  الاستهلاك iالانة

2001 

2002 

2003 

2004 

2005 

2006 

2007 

18.47 

19.89 

21.26 

23.71 

25.53 

26.95 

29.48 

39.25 

41.84 

49.06 

57.31 

69.89 

78.64 

88.00 

 

 سنوات. 07تطور الاستهلاك والدخل خلال (:1الجدول )
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(، نقو  بحااب كل من 1انطلاقا من معطيات الجدول )
0̂  و

1̂ . 

 :لدينا

 i iY iXالانة 
iY Y 

iX X   i iX X Y Y   
2

iX X  
2

iY Y 

2001 

2002 

2003 

2004 

2005 

2006 

2007 

18.47 

19.89 

21.26 

23.71 

25.53 

26.95 

29.48 

39.25 

41.84 

49.06 

57.31 

69.89 

78.64 

88.00 

-5.14 

-3.72 

-2.35 

0.10 

1.92 

3.34 

5.87 

-21.32 

-18.73 

-11.51 

-3.26 

9.32 

18.07 

27.43 

109.58 

69.67 

27.04 

-0.32 

17.89 

60.35 

161.01 

454.54 

350.81 

132.48 

10.62 

86.86 

326.52 

752.40 

26.41 

13.83 

5.52 

0.01 

3.68 

11.15 

34.45 

 المجموع

 المتوسط

165.29 

23.61 

423.99 

60.57 
  

445.24 

63.60 

2114.25 

302.03 

95.05 

13.57 

 

 حااب معاملات الانحدار.(:2الجدول )

 وبالتالي يكوأ لدينا:

  

 

7

1
1 7 2

1

0 1

445.24ˆ 0.21
2114.25

ˆ ˆ 23.61 (0.21)(60.57) 10.89

i i

i

i

i

X X Y Y

X X

Y X



 





 

  



    




 

 وعليه النموذ  المقدر يكتب كما يلي:

0.21 10.89i iY X  

 التقدير بمجال ثقة .5.2.3

، 𝜎والانحااراف المعياااري  𝜇لقااد علمنااا ممااا ساابق أأ لكاال مجتمااع معااالم ذكرنااا منهااا المتوسااط 

ودرسنا كيفية إيجااد التقادير بنقطاة لتلاك المعاالم وعلمناا أأ التقادير بنقطاة لإحادى هاذه المعاالم هاو قيماة 

وحيدة محاوبة من العينة ولذلك فإأ احتمال الخطأ في التقدير بنقطة يكوأ كبيارا. وبنااءا علياه فإناه مان 
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معينة أو باحتمال معين، تامى هذه  الأفضل ايجاد فترة معينة يتوقع أأ تقع معلمة المجتمع داخلها بنابة

 الفترة بفترة الثقة )مجال الثقة(.

 )مستوى المعنوية(.8.2.3تعريف 

ويمكاان أأ يحاادد قباال   هااي أقصااى احتمااال يمكاان تحملااه ماان مقاادار الخطااأ ويرمااا لااه بااالرما

 ...0,01˓0,05العينة وتمثله القيم  اختبار

 الثقة( )مجال. 9.2.3 تعريف

  هو المدى الذي تقع فيه القيمة الحقيقية لمعلمة مجتمع ما بدرجة  قة معيناة والحاد الأعلاى والحاد

 .يامى حدود الثقة المجال الأدنى لهذا

  نامي مجال الثقة للمعلمة المجال  ba;  حيثa  وb  كميتااأ تكتبااأ بدلالاة مقاادير معرفاة

من العينة ومن المجتمع محل الدراسة. نامي الاحتمال      1;baIP .بمعامل الثقة 

 )معامل الثقة( .10.2.3 تعريف

 الاحتماال ،نامي معامل الثقاة     1;baIP
 

 مجاالهاو احتماال أأ تقاع المعلماة داخال و

 الثقة ba;. 

 . )درجة الحرية(11.2.3ف تعري

هي عدد المشاهدات الماتقلة والتي تااوي حجم العينة مطروحا مناه عادد معاالم المجتماع الماراد 

 تقديرها من بيانات العينة.

 مجال الثقة للمتوسط (1

 لتكن 1 2, ,X X
 

الاذي يتباع القاانوأ  Xعشاوائي المتغيار عينة عشاوائية لل 2, N
 

 أو
X

n







 .يتبع القانوأ الطبيعي المعياري 1,0Nأي أأ. 

 0,1
X

Z

n






 N
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 التوزيع طبيعي و  معلوم 

 ، وأأمقدر جيد للوسيط  Xنعلم أأ 

2

,X
n



 

  
 

N    و
X

Z

n






 

1مجال  قة ذو ماتوى  بإيجادنقو    ،لمعلمةل  ب  ة المقدرX: 

 لدينا:

  1IP Z Z   

 
 وبالتالي يكوأ لدينا:

 

  1IP Z Z Z       

 أي أأ:

1
X

IP Z Z

n

 






 
 

    
 
 
 

 

 :وبالتالي

1IP Z X Z
n n

 
  

 
      
  

أي أأ:
 

1IP X Z X Z
n n

 
  

 
      

 
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وبالتالي يكوأ المجال  ba;  هو المجال;X Z X Z
n n

 
  

 
  

1باحتمال   . 

X;ناتنتج أأ  ومنه Z X Z
n n

 
 

 
  
   

1باحتمال  . 

0,05وعادة ما نضع    0,01أو  0,05، فمن أجل   0,95مثلا يصبح معامل الثقة هو ،

 الاحتمال كما يلي:ويكوأ 

0,95IP X Z X Z
n n

 
 

 
     

  

 ، كما يلي:Zنحاب أولا 

      1IP Z Z Z F Z F Z           

 

 أي أأ:

    1 1F Z F Z      

 ومنه:

 2 1 1F Z    

 وبالتالي:

 
2

2
F Z


 

0,05وبما أأ   :فإأ 

  0,975F Z  

 نجد أأ: الطبيعي المعياري، توزيعوبقراءة للجدول الخاص بال

1,96Z  
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 :مثال

0,05باختيار   ،15n  ،3,75 ،1,96Z  ،
15

1

2400i

i

X


 ، 160بالتالي يكوأX . 

1معامل الثقة هو  0,95 . 

 كما يلي:من هذه المعطيات يكوأ مجال الثقة 

 
3,75 3,75

160 1,96 ;160 1,96 158,10;161,90
15 15

I
 

    
  

 وبالتالي

 158,10 161,90 0,95IP   
 

 

  مجهول 

 الماااتعملة فااي المثااال الاااابق الإحصااائية
/

n
n

X X 



 


 
فااي هااذه الحالااة لأأ  ةغياار ملائماا

 هااوالاذي  العيناةيجاب تعويضاها بمقادر مناساب، وسانركا علاى تبااين  مجهولاة وبالتاالي المعلماة 

 :2ا للتباين يحتمقدر غير م

 
1

2
2 1 n

i

iS X X
n 

  

 ناتعمل كإحصائية جديدة:وبالتالي 

2
n

X

S


 

nالإحصائية  أأ ناتنتج ،عتمادا على نظرية فيشراوبما أأ القانوأ معلو ، 
X

S


الماتعملة هنا  

1nتتبع قانوأ ستيودنت بدرجة حرية تااوي  ، ستيودنت، يمكنناا  توزيعوبقراءة للجدول الخاص ب

 بحيث: t إذا تحديد قيمة
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1
nX

IP t n t
S




 
     
  

 نجد أأ:

1
S S

IP t X t
n

X
n

 
 

      
 

 

 :مثال

المقاعد الخالية لشركات الطيراأ في خاارة لمصدر الادخل. بفار  أأ إحادى شاركات الطياراأ  تابب

 الاختياارالكبرى أرادت تقدير عدد المقاعد الخالية لكل رحلاة خالال العاالم الماضاي، ولهاذا الغار  تام 

 رحلة طيراأ، وتم تاجيل عدد المقاعد الخالية في كل رحلة من هذه العينة.  255 عشوائيا ل 

علااى الترتيااب  حيااث كاااأ المتوسااط الحاااابي والانحااراف المعياااري لعاادد المقاعااد الخاليااة لهااذه العينااة

11,6X   1.4وS. 

المقاعد الخالياة للرحلاة خالال العاا  الماضاي( باساتخدا  مااتوى  )متوسط عدد نقو  بتقدير المتوسط 

 .90 قة ٪

 لدينا:

90.01  ،1.4S ،6.11،225n 

1,65tإذأ   

 وبالتالي

   
4,1 4,1

; 11,6 1,65 ;11,6 1,65
225 225

S S
t

n n


   
         

    

 ومنه

 11,15;12,05 

أي أأ متوسط عدد المقاعد الخالية خلال العا  الماضاي يقاع داخال الفتارة  11,15;12,05
 

وذلاك بدرجاة 

 .90 قة ٪
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 مجال الثقة للتباين (2

 لتكن 1 2, ,X X
 

 يتبع القانوأالذي  X عينة عشوائية للمتغير العشوائي , N. 

  معلوم 

 لدينا

 
2

1

2 1
 


n

i i
n



 

 .2ل   فعالهو مقدر 

 لدينا 

2

12

2

 







 


 n

i

in






 

 المعياري الطبيعيالذي يتبع القانوأ  متغير عشوائي n هو مجموع 0,1N. 

 إذأ

2

2

n




 2

n
X 

 حيث:  bو  a ومنه يمكننا إذا تحديد قيمتي

2

2
1IP a b

n




 
    

 


 

 وبالتالي يكوأ لدينا:

2 2
2 1

n n

b a
IP  
 

    







 

 يكوأ مجال الثقة كما يلي: ومنه

2 2

;
n n

I
b a

  
  
 
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  مجهول 

يكاوأ ماان  2للقاانوأ الطبيعاي مجهولاة، المقادر الغيار متحياا والمتقاارب لا   mعنادما تكاوأ المعلماة 

 الشكل:

 
2

2

1

1

1

n

i

i

S X X
n 

 

 

 وقانونه معلو  حيث:

  2

2

1n
S


  2

n-1
X 

 حيث: bو  aومنه ناتطيع أأ نحدد القيم 

 
2

2
1 1

S
IP a n b 



 
     

 
 

 هذا يامح باستنتا  المجال المعرف ب :و

   
2 2

21 1 1
S S

IP n n
b a

 
 

      
 

 

 ومنه يكوأ مجال الثقة كما يلي:

   
2 2

1 ; 1
S S

n n
b

I
a

 
 

  
  

 

 الفرضيات اختبار .3.3

يلي الجاء الثاني منه ألا وهاو  ، نتناول في ماالاستدلالي بعد دراستنا للجاء الأول من الإحصائي

حيث تعتبر اختبارات الفرو  الإحصائية واحدة من أهم التطبيقات التاي قادمها علام اختبار الفرضيات. 

 .المختلفة بشتى فروع العلمالإحصاء كحل للمشاكل العلمية 

 وتنقام اختبارات الفرو  الإحصائية إلى قامين:
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اختبارات الفرو  الإحصائية المعلمياة: فاي هاذا القاام يكاوأ معلاو  لادينا التوزياع الاذي تتبعاه  (1

البيانات التي لدينا وما إذا كاأ توزيعا متصلا أ  منفصلا ويكوأ المطلوب هو اختبار الفرو  حاول 

 المجتمع.معالم 

يكاوأ لادينا بياناات  الأبحااثاختبارات الفرو  الإحصائية اللامعلمية: في كثير مان التجاارب و (2

واقعية يصعب من خلالها التعرف على التوزياع الاذي تتبعاه ومان هناا نشاأت الحاجاة إلاى ماا يعارف 

حيث لا تحتا  مثل هاذه الاختباارات إلاى معرفاة شاكل التوزياع الاذي  باختبارات الفرو  اللامعلمية

تتبعه البيانات محل الدراسة، كما يفضل استخدامها عندما يكوأ حجم العيناة المااحوبة مان المجتماع 

صااغيرا نااابيا. وسااوف نهااتم فااي فصاالنا هااذا بالقااام الأول وهااو اختبااارات الفاارو  الإحصااائية 

 المعلمية.

 ةومفاهيم هام تعاريف .1.3.3

 .)اختبار الفرضيات(1.3.3تعريف 

هو أحد أساليب الإحصاء الاستدلالي الذي تاتخد  فيه بيانات العينة الماحوبة من مجتمع محل الدراسة 

 لاتخاذ قرارات أو إصدار أحكا  حول قيمة معلمة أو أكثر من معالم المجتمع.

 (. )الفرضية الإحصائية2.3.3تعريف 

أو تخمين أو مقولة أو تصريح حول معلمة معينة لمجتمع أو عدة مجتمعات تكوأ صاحتها  ادعاءهو أي 

 أو عد  صحتها بحاجة إلى قرار.

ي )الفرضية الصفرية فرض الـعدمال). 3.33.تعريف 
0H )) 

 .صحيحة غير هي صفة ممياة لا تحتا  إلى إ بات، نفتر  أنها صحيحة ما لم يظهر بوضوح أنها

. )الفرض الـبديل 3.34. تعريف
1H) 

 هو بديل الفرضية الصفرية، يقبل في حال رفض الفر  العدمي.

 الاختبار( ئية. )إحصا5.3.3 تعريف

أسلوب يااعدنا على اتخاذ القرار حول فرضية إحصائية معينة تحاب قيمته من بيانات العينة،  هو

ومن قيمته نقبل أو نرفض 
0Hالفرضية الصفرية ي أنه طريقة لتحديد قاعدة رفض. أ. 

 (الحرجة المنطقة. )6.3.3 تعريف

 .الصفرية الفرضية نرفض فيها )إحصائية الاختبار(الاختبار  دالة قيمة وقعت إذا التي المنطقة هي
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 وقوة الاختبارأنواع الخطأ  .2.3.3

 أي قرار إحصائي يمكن أأ ينتج عنه نوعين من الخطأ.

 ( . )خطأ من النوع الأول3.3.7تعريف 

يحدث هذا الخطأ عندما نقو  برفض فر  العد  
0H ذلك باحتمال مقدارهفي حين أنه صحيح و . 

 ( )خطأ من النوع الثاني. .338. تعريف

يحدث هذا الخطأ عندما نقو  بقبول فر  العد  
0H ذلك باحتمال مقدارهفي حين انه خاطئ و . 

 ويوضح ذلك في الجدول التالي:

 

 

 (قوة الاختبار (.9.3.3تعريف 

 .عندما يكوأ البديل صحيحا يفر  العدمالقرار رفض  احتمالهي 

 

 القبول والرفض ومنطقتيمستوى المعنوية  .3.3.3

الأول، يحادد قبال هو أقصى احتمال يمكان تحملاه مان الخطاأ  ) مستوى المعنوية ( ..3310.تعريف 

 .0.05أو  0.01اختيار العينة عادة يأخذ القيم 

الاختباار التاي تاؤدي  إحصاءهي المنطقة التي تحتوي على جميع قيم  ة القبول(منطق( .11.3.3تعريف 

ة إلى عد  رفض الفرضية الصفري
0H. 

هي المنطقة التي تحتوي على جميع قيم إحصاء الاختبار التي تاؤدي  منطقة الرفض( (.12.3.3 تعريف

 إلى رفض الفرضية الصفرية
0H ،حيث تامى أيضا بالمنطقة الحرجة. 

 وهناك  لاث حالات مختلفة لمنطقتي القبول والرفض وهي كما يلي:
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 إذا كاأ الفر  البديل يأخذ الشكل: (1

1 1 2:H   

فاأ منطقة الرفض تكوأ مركاة بالكامل في الطرف الأيمن للمنحى. ويامى الاختبار في هذه الحالة 

 اختبار الطرف الواحد.

 إذا كاأ الفر  البديل يأخذ الشكل: (2

1 1 2:H   

ويامى الاختبار في هذه الحالاة  فاأ منطقة الرفض تكوأ مركاة بالكامل في الطرف الأيار للمنحى

 باختبار الطرف الواحد.

 إذا كاأ الفر  البديل يأخذ الشكل: (3

1 1 2:H   

فاأ منطقة الرفض تكوأ موزعة على طرفي المنحناى بالتاااوي. وياامى الاختباار فاي هاذه الحالاة 

 باختبار الطرفين.

 :ومنطقتي القبول والرفض كما يلي يعطى تمثيل ماتوى المعنوية

 

 

 

 خطوات اختبار الفرضيات .4.3.3

صياغة الفرضيات )تحديد الفر  الصفري  (1
0H والفر  البديل 

1H.) 

 تحديد نوع الاختبار إذا كاأ ذو جهتين أو جهة واحدة. (2
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 ماان بيانااات العينااة إحصااائية الاختبااار وذلااك أولا بااالتحقق ماان الانحااراف المعياااري  نحاااب (3

مان  ام حتحدياد المقيااس  30)للمجتمع )معلو  أو غيار معلاو ( وتحدياد حجام العيناة )أقال أو أكبار مان 

 .للاختبارالإحصائي 

 .0.01أو  0.05تحديد ماتوى المعنوية  (4

القبول والرفض بالاعتماد على ماتوى المعنوياة ودرجاة الحرياة وناوع الاختباار تحديد مناطق  (5

 والقيمة الجدولية.

اتخاااذ القاارار بعااد المقارنااة بااين القيمااة الجدوليااة والقيمااة المحاااوبة، وذلااك بقبااول أو رفااض  (6

 . الفرضية الصفرية

 :يمكن تلخيص هذه الخطوات في المخطط التالي

 

 

 

 الاختبار اتخاذ القرار بشأن نتيجة .5.3.3

إأ قرار قبول أو رفض فرضاية العاد  يعتماد علاى نتيجاة المقارناة باين القيماة المحااوبة والقيماة 

 :الجدولية لإحصاء الاختبار تحت ماتوى المعنوية المقرر وحاب حالات اختبار الفرضيات حيث

تقبال عنادما تنتماي القيماة المحااوبة إلاى منطقاة القباول  في حالة اختبار الفرضييات ذو طيرفين 

 .الفرضية الصفرية وعندما تنتمي إلى منطقة الرفض ترفض
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إذا كانات القيماة المحااوبة أصاغر ماان  فيي حالية اختبيار الفرضييات ذو طيرف واحيد )اليميين( 

القيمة الجدولية تقبل الفرضية الصفرية، وإذا كانات القيماة المحااوبة أكبار مان القيماة الجدولياة 

 ول الفرضية البديلةترفض الفرضية الصفرية، وهذا يعني قب

إذا كانت القيمة المحاوبة أكبر مان القيماة  في حالة اختبار الفرضيات ذو طرف واحد )اليسار( 

الجدوليااة تقباال الفرضااية الصاافرية، وإذا كاناات القيمااة المحاااوبة أصااغر ماان القيمااة الجدوليااة 

 .ترفض الفرضية الصفرية، وهذا يعني قبول الفرضية البديلة

 الفروض الإحصائية لاختبار pاستخدام قيمة  .6.3.3

 يمكن عندها رفض هي أصغر قيمة لماتوى المعنوية  p قيمة
0H. 

  إذا كاأp  يعني أأ ، هذا
0H مقبول. 

  إذا كاأp  يعني أأ ، هذا
0H  مرفو. 

 مثال :

ادعى احد الباحثين فاي دراساة لاه حاول متوساط الاساتهلاك لأحاد الماواد الغذائياة الأساساية أناه ياااوي 

جمااع وإدخااال البيانااات فااي الحاسااب الآلااي ومعالجتهااا  كلااغ فااي إحاادى الأحياااء بمدينااة مااا. وبعااد 1000

 ، حصل على النتيجة التالية:Excelإحصائيا وباستخدا  برنامج 

0.600492p  

  كلغ؟ 1000ما هو القرار حول متوسط الاستهلاك؟ هل يختلف عن 

  0.05اختبر هذا الفر  عند ماتوى معنوية. 

 الحل:

 : على النحو التالي ةالبديل يةوالفرض صفريةال يةفرضالمن المعطيات نجد أأ 

0

1

: 1000

: 1000





 

 
 

p حيااث أأ قيماااة  أي أأ متوساااط الاسااتهلاك للماااادة الغذائياااة يفااار  العاادمال، فإننااا لا نااارفض ،

 .0.05كلغ وذلك عند ماتوى معنوية  1000الأساسية يااوي 
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 وسط المجتمع اختبار الفرض حول .7.3.3

 حالة الانحراف المعياري معلوم (1

إذا كانات 
1 2, ,..., nx x x  عينااة عشاوائية ماااحوبة ماان مجتماع يتااوزع توزيعااا طبيعياا وسااطه  وتباينااه

2  معلو ، فإأ إحصاء الاختبار المناسب هوZ :ونتبع الخطوات التالية 

 صياغة الفرضان: .1

0 1 2:H   

1 1 2:H   

 إحصاء الاختبار: .2

0

n





 
  

 تحديد منطقة القبول .3

 اتخاذ القرار .4

 1 1 2:H   فإننا نرفض ،
0H  المعنويةعند ماتوى   :إذا كانت

2

Z    أو
2

Z   

 
1 1 2:H   فإننا نرفض ،

0H  المعنوية عند ماتوى  :إذا كانتZ  . 

 
1 1 2:H   فإننا نرفض ،

0H  المعنوية عند ماتوى  :إذا كانتZ  . 

مع الإشارة إلى أأ القيمة الحرجة 
2

 المعياري هي قيمة على المحور الأفقي للتوزيع الطبيعي  

ها وتقع إلى يمينها مااحة قدر
2


. 

 حالة الانحراف المعياري غير معلوم (2

  30حالةn  

مجهول  2وتباينه  إذا تم أخذ عينة عشوائية كبيرة الحجم من مجتمع يتوزع توزيعا طبيعيا وسطه 

 ، حيثفإأ إحصاء الاختبار المناسب هو 

0

S
n

 
  
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 وبنفس الطريقة نتخذ القرار.

  30حالةn  

 2وتباينااه  الحجاام ماان مجتمااع يتااوزع توزيعااا طبيعيااا وسااطه  صااغيرةإذا تاام أخااذ عينااة عشااوائية 

 :tمجهول فإأ إحصاء الاختبار المناسب هو 

0t
S

n


 

 وبنفس الطريقة نتخذ القرار.

مع الإشارة إلى أأ القيمة الحرجة 
2

t  هي قيمة على المحور الأفقي للتوزيعt  1ذي درجة حريةn 

ويقع إلى يمينها مااحة قدرها 
2


ذي  t للتوزيعهي قيمة على المحور الأفقي  tأما القيمة الحرجة . 

 .ا ويقع إلى يمينها مااحة قدره 1n درجة الحرية

 :1 مثال

 25إذا أخذت عينة عشوائية مكوناة مان ، دينارا 4000تاعم شركة أأ متوسط رواتب مو فيها يااوي 

 دينارا. 3950ووجد أأ متوسط رواتب العينة هو مو ف، 

125فإذا علمت أأ الانحراف المعياري للمجتمع  . 

 %.95نقو  بتوضيح كيفية إجراء الاختبار بماتوى الثقة 

 ياتصياغة الفرض (1

0 : 4000H   

1 : 4000H   

 الإحصائيالمقياس  (2

125بما أأ    معلومة، إذأ ناتخد  المقياس الإحصائي :حيث 

n




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 لدينا

3950X  25 وn 

 وبالتالي

3950 4000
2

125
25


    

 %95مستوى الثقة  (3

0,05 وبالتالي %95 ماتوى الثقة  0.025ومنه
2

  

96.1بالرجوع إلى جدول التوزيع الطبيعي المعياري يكوأ لدينا 
2

 

 منطقة القبول (4

 96.1,96.1 

 اتخاذ القرار (5

 بما أأ

 96.1,96.12  

 :إذأ

  0 نرفض فر  العد : 4000H   . 

  1نقبل الفر  البديل : 4000H   . 

 :2مثال 

يعتقاد ماادير شااركة دراساة إحصااائية أأ متوسااط الإنفاااق الشاهري علااى الطعااا  فاي منااازل مدينااة معينااة 

 283مناازل، تباين أأ متوساطها الحااابي هااو  10أخاذت عيناة عشااوائية مان  فاإذا ديناارا. 290 ياااوي

 دينار. 32وانحرافها المعياري هو  دينار
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)علمااا بااأأ  95هاال يمكاان الاعتماااد علااى هااذه العينااة لتأكيااد مااا افترضااه؟ حيااث اسااتخد  ماااتوى  قااة %

 المجتمع يتبع توزيعا طبيعيا(.

 لدينا:

10n290,  32S,  283x,    

 صياغة الفروض (1

290:0 H 

290:1 H 

 المقياس الإحصائي (2

 30 مجهول وn ، وبالتالي ناتخد  المقياس الإحصائيt :حيث 

nS

x
t




 

أي أأ:
 

1032

290283
t 

 95%مستوى الثقة  (3

91101درجات الحرية : n 

0,05لدينا   0.025ومنه
2

  

262.2025.0بالرجوع إلى جدول توزيع ستيودنت يكوأ لدينا  t 

 منطقة القبول (4

 262.2,262.2 

 اتخاذ القرار الإحصائي (5

 283 2.262,2.262  
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 .290وبالتالي قبول فر  العد  

 وسطي مجتمعين للعينات المستقلة اختبار الفرض حول الفرق بين .8.3.3

 حالة الانحراف المعياري معلوم (1

هااو الوسااط الحاااابي لعينااة عشااوائية حجمهااا  1Xإذا كاااأ 
1n  تاام سااحبها ماان مجتمااع لااه توزيااع طبيعااي

متوسطه 
1  ،2وتباينه

1  2وإذا كاأX  الوسط الحاابي لعينة حجمها
2n  ماتقلة عن الأولى تم ساحبها

مااان مجتماااع لاااه توزياااع طبيعاااي متوساااطه 
2  2وتبايناااه

2  معلاااو  أيضاااا، وأردناااا اختباااار الفرضاااية

0 1 2:H   :ناتخد  الإحصائية التالية 

   

2

2

2

1

2

1

2121

nn










 

 حالة الانحراف المعياري غير معلوم (2

  30حالةn  

 مجهولين وحجم العينة كبير كفاية، تكوأ الإحصائية المناسبة كالتالي: 2و  1إذا كاأ 

   

21

2121

11

nn
S p 





 

 هو التباين المشترك. pSحيث 

  30حالةn  

 مجهولين وحجم العينة صغير، تكوأ الإحصائية المناسبة كالتالي: 2و  1إذا كاأ 

   

21

2121

11

nn
S

t

p 





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 مثال:

تلمياذ  11لغر  معرفة الفرق بين ذكاء تلاميذ العلو  وتلاميذ الآداب، اختيرت عيناة عشاوائية حجمهاا 

درجاات. كاذلك اختيارت عيناة  7معيااري  بانحرافدرجة  80متوسط ذكائهم  من شعبة العلو  فوجد أأح 

هال يمكنناا  5.معيااري  بانحراف 75تلاميذ من شعبة الآداب فقدر متوسط ذكائهم ب   6عشوائية حجمها 

 متوسط ذكاء تلاميذ العلو  أكبر من متوسط ذكاء تلاميذ الآداب؟ القول أأح 

 .0.05 اختبر عند ماتوى معنوية 

 الحل:

 صياغة الفرضيات (1

0 1 2:H    

1 1 2:H   

 إحصائية الاختبار (2

 :من نص المثال، لدينا

 

  t ناتخد  الإحصائية 30المعياريين للمجتمعين مجهولين وحجم العينتين أقل من  الانحرافينلأأ 

   

21

2121

11

nn
S

t

p 






 

 نحاب التباين المشترك كما يلي:
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   

     

2 2

1 1 2 22

1 2

2 2

1 1

2

11 1 7 6 1 5

11 6 2

41

p

n S n S
S

n n

  


 

  


 



 

 بالتعويض نجد أأ:

 80 75 0

1 1
41

11 6

5

10.56

1.54

t
 


 

 
 





 

 %95مستوى الثقة  (3

0,05معنوية العند ماتوى    وبما أأ الاختبار من طرف واحد إذا قيمةt الجدولية هي: 

    131.205.0,15,221
 tt nn  

 اتخاذ القرار (4

المحاااوبة أقاال ماان القيمااة الجدوليااة، نقباال الفرضااية الصاافرية أي لا يوجااد فاارق بااين  tبمااا أأ قيمااة 

 متوسط ذكاء تلاميذ شعبة العلو  ومتوسط ذكاء تلاميذ شعبة الآداب.
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 تمارين مقترحة .4.3

 : 01التمرين 

إذا كانت  1 2, ,..., nX X X X  عينة عشوائية مأخوذة من التوزيع 2

1 2, N فأوجد مقدر ،

المعقولية العظمى للمعلمة  2

1 2,  .  

 :02التمرين 

إذا كانت  1 2, ,..., nX X X X  عينة عشوائية مأخوذة من التوزيع 1 2,  فأوجد مقدر كل من ،

1المعلمتين   2,  . باستخدا  طريقة العاو  

 : 03التمرين 

 وكاأ: مقدرين غير متحياين للمعلمة  1T  ،2Tإذا كاأ 

 1 21T aT a T   

 .مقدر غير متحيا للمعلمة  Tأ بت أأ  .1

 التي تجعل له أقل تباين. aماتقلين. أوجد قيمة  1T  ،2Tإذا كاأ   .2

 :04التمرين 

تم اختيارهما من نفس المجتمع، وكاأ متوسط العينتين  1n  ،2nإذا كاأ لدينا عينتين ماتقلتين حجمهما 

 .1X،2Xهما 

 .أوجد أكفأ مقدر لمتوسط المجتمع 

 :05التمرين 

إذا كانت  1 2, ,..., nX X X X  عينة عشوائية مأخوذة من توزيع , . 

أوجد مقدر المعقولية العظمى للمعلمة  ,  . 
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 ملاحق

 

 جدول التوزيع الطبيعي
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 جدول التوزيع الطبيعي المعياري

 

 

 

 

 

 



الإحصاء الاستقرائي )الاستدلالي(                   الفصل الثالث                                  

116                    الأستاذة: صغير ف. ز.                                                                                                         

   
 

 

 جدول التوزيع الطبيعي المعياري
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 جدول توزيع كاي مربع
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 جدول توزيع فيشر
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 جدول توزيع فيشر
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 جدول توزيع ستيودنت

 

 



 المراجع
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