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وׂؠ׿ܽݦ ાણ۳
ߓߵᆇᅵَِْٺ۹ََِ มِฃْܹ༠ِْد ᕚَوأ ُ ߙߵَݪَْ؇ه ؇ً ੆ِݬَ؇ࠍ ᆇْᅦܭََ ᕚأ نْ ᕚَوأ واᄴِᄟَيَّ֟ আَٰॻَ༟َو ّ֟ঌَॻَ༟ ْ݄بَ َ َأْ ᕚأ มِฆّ֟ اܳ َأِْ݄ٺ۹َََ َ ୍ُଲْނ ᕚأ نْ ᕚأ มِฃِْوْز؜ ᕚأ ربَِّ ّأ؇ሌᇿ:"وڢܭ Մ៰Ղا ڢ؇ل

" َඔ൹ِ᛻੆ِࠍ؇ اܳݱّ֟ َ ؜ٴَِ؇دكِ ሒِᇭ
ܳފٷ۰ ෛູޚޔ "؜ٷڎ݁؇ اܳأ݄ܭ. ۱ڍا ஓ஄৕৑؇م وڣگٷ؇ اᄳᄟي ؜ਲ਼و༥ܭ Մ៰Ղا ୍ଲ૰૙ ਵਦ৙৑ا ً؇دئ ሒᇭ اܳݱ؇ࠍ੆؇ت ّࡤࡲ ਍ಸأ݄ٺ۬ اᄳᄟي Մ៰Ղ ا৵৥ৠڎ

ؤگڰ۬ ؇َ؇૭૙إ ڣأ޺޾ اࠍ੆٭؇ة ৎ৊ڎى ෛູޚޔ و؜ٷڎ݁؇ ෠ஙݠا اਵؗس ܳأگڎ ෛູޚޔ ؜ٷڎ݁؇ ،؇༲ᆇᅪ ازرع
႟၍ ܳٷ؇ ڢڎم واᄳᄟي ༟ܹ٭ٷ؇ اܳڰݯܭ ᄩᄟ Ⴄ၍ن اᄳᄟي ༠ڎߌߵ" "܋٭ྟݷ اܳگڎߌߵ ৙৑ݿٺ؇ذ اܳٺگڎߌߵ و ୍ଲاܳލ ؜ٴ؇رات ෛຳ؇ܳݧ ۬༥ިਐಾ "

.୍ଲاܳލ لܭ ඹජ ݁ٷ؇ ጥ጑ڣ ݁ٷ؇ڢލٺ۬ و اܳأ݄ܭ ۱ڎا إஓ஄؇م و وۏ۳ٺٷ؇ มฆܳا اܳأݠاڢ٭٭ܭ ܳٺ༶؇وز اᄴᄟ؜ܾ و اዝཏྥܳ٭ఈఃت
؜ਲ਼وز ڣݠاق اܳڰ؇ݪܭ ا৙৑ݿٺ؇ذ ل؇ݪ٭؇ت ීෂا ྾ཏڢ ر྘ཬݴ ሌᇿإ ݁ިݬިل ୍ଲواܳލ

ًިۏأڎار" "ᆇᅹ؇ل ا৙৑ݿٺ؇ذ ૭૖ܝ٭ᄕჼة ሒᇚިܳިاܳٺܝٷ اܳٺأܹࡗࡲ ৙৑ݿ؇ࣁࣕة اܳأܹ٭؇ اৎ৊ڎرݿ۰ ৎ৊ڎߌߵ ؇୍َଲނ ۬༥ިَ პაႰ ྾ཏاܳگ أݿ؇ࣁࣕة ᆇᅹ٭ؕ و
واܳٺگڎߌߵ. اଫଐ༡৖৑ام وڣ؇فݑ ୍ଲاܳލ لܭ ඹජ ݁ٷ؇ ુળܳـ ا৙৑ل؇م ݆݁ لިم ሒᇭ රඞڣ؇ గఒ༟ٷ؇ ݆݁ ႟၍و إܳ٭۬ وݬܹٷ؇ ڣ٭݄؇ اܳڰݯܭ ܾୖ୒ ݆݁ ႟၍ ሌᇿإ
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ا٢ॆू׿اء
"ඔ൹ৎ৊؇اܳأ رب Մ៰Ղ ا৵৥ৠڎ أن د؜ިا۱ܾ රඝوآ"

ᄩႍ၍ ୍ଲاܳލ Մ៰Ղو ᄩႍ၍ ا৵৥ৠڎ ዻዧ ܾ۳ይዧا ᄩᄥًڰݯ ৖৑إ ௧ਤݿ ሌሃ؇਍ಾ৖৑و ۏ۳ڎ و৖৑ۊࡤࡲ درب ሌሃ؇਍ಾ؇ᆇᅫ اࠍ੅ٺ؇م ،و؜ٷڎ اܳٴڎأ ؜ٷڎ Մ៰Ղ ا৵৥ৠڎ
ڢڎߌߵ ๴ཇء ႟၍ আॻ༟ ೑಻وأ ّأٴڎ ೑಻أ وأ۱ܭ ᆇ໲໢ڎ أن ೑಻أ ڣ؊۱ܭ و๤ངه ྘ཹఈః༟ٺ۬ ᄩႍ၍ ਵਦ৙৑ا ሌᇚߌߵ إܳ٭۹

وݿ޺޾. ༟ܹ٭۬ Մ៰Ղا আॻݬ ᆇ୚୘ڎ ݿ٭ڎَ؇ ඔ൹ৎ৊؇اܳأ َިر و ۰ᆇᅵීෂا ॷॖर ሌᇿإ ۰݁৙৑ا وَݱں ۰َ؇݁৙৑ا وأدى ᄭᄟ؇ීݿෂا ًܹؐ ݆݁ ሌᇿإ

اܳأݞߌ߳ واᄴᄟي ሌᇿا واܳگܹص اܳأگܭ ૭૏ܝ݆ ݆݁ ሌᇿإ ݬڰ؇ّ۬ و݁أޙܾ ۬ᆙᆊإ أᆇᅵܭ اᄳᄟي ሌᇿإ لݑ اܳޚݠ أول ݆݁ ሒᇀ أ݆݁ اᄳᄟي ሌᇿإ
ل؇ ނଲ୍ا ሒᇆڢڎو ނଲ୍ا ሒᇀأ. ނଲ୍ا اܳިاݿأ۰ ߓߵᆇᅵٺ۬ Մ៰Ղا ّ؞݄ڎه اᄴᄟراݿ٭۰ ሒᇆଫଃ݁ފ ۊޚިات රඝا ݁ލ؇رف আॻ༟ وأَ؇ اৎ৊ٷ٭۬ وڣٺ۬ اᄳᄟي

มฃّڰ؇رڢ ৖৑ ؇༡رو

ًأڎ ሒᇆوڢڎو اܳޚ؇۱ݠ ሒᆞఈః݁ ሌᇿإ اܳިۏިد ሒᇭ ۰َ؇૭૙إ واۋ݆ أ؜ޙܾ ሌᇿإ ؇ዛኞ દઊ߳اߙ ܳޝܳޝة ݆ஓஇوأ ۏ۱ިݠة আॻ༚أ ሌᇿإ
ᆇᅦݠ۱؇ ሒᇭ Մ៰Ղا اޗ؇ل اࠍ੆ٴ྘ٴ۰ ሒᇧأ ሌᇿإ Մ៰Ղا

اৎ৊ލިار ۱ڍا আॻ༟ มฃྥཹ؇༟أ มฆܳا اࠍ੅ڰ٭۰ اܳ٭ڎ ሌᇿإ ؗ٭؇ً۬ ሒᇭ ا৙৑ب Ⴄၽ݁ن ނ؞ܭ ݆݁ ሌᇿإ اܳـܝٴଫଃة ڢٴܭ اܳݱ؞ଫଃة ሒᇭ ௧ਤ݁ Ⴄ၍ن ݆݁ ሌᇿإ
اࠍ੆ݑ. ؜ٴڎ اܳأݞߌ߳ ሒᇕأ ሒᇆوڢڎو ሒᇆوਲ਼و؜ ݿٷڎي ሌᇿا

إܳ٭؇س. ଫଃاܳݱ؞ ሒᇕا ሌᇿا أዛኡ؇ر ඔ൹༡ و܋ٺࠕࠫ ሒᇧ؇أل وݬڎلݑ ೓ಸ؇اܳٺ ௧ਤܹݪ ሌᇿا

.ް෠஖ اܳݱ؞ଫଃة มฆاۊ มฆܳ٭؇༚ ሒᇖورو ม฀ܹڢ ݆݁ ڢޚأ۰ ሌᇿا

." إَ؇س "มฆݬڎلگ ݬڎڣ۰ ଫଃ༠ มฆ݁د اᄴᄟرب ۱ڍا มฃوނ؇ر܋ٺ اᄴᄟراݿ۰ ݁گ؇༟ڎ ؇ዛኞ มฃأٺᆇᅹ ݆݁ ሌᇿإ

.Մ៰Ղا ુળوۋڰޙ ુળ݁أدا ؇۳ᆙᆊ؇ً ႟၍ ሒᇆ؇ݬڎلگ وۏ۳޶ ොஙص ݆݁ ܾؗීෂ؇ً ۹ොෘوا มฆ݄؜ٺ ሒᇭ أ๴ཚء ሒᇃۏأߺࠊ ݆݁ ሌᇿا
ᆇᅹ٭أ؇. ુળܳـ ނଲ୍ا درً؇ ሒᇿ وأݪ؇ء රඞڣ؇ มฃగఒ༟ ݆݁ ႟၍ ሌᇿا

رዛኗ؇م ቕሹਵਦ أو৖৑د
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ا٢ॆू׿اء
" ඔ൹ৎ৊؇اܳأ ሒᇀر Մ៰Ղ ا৵৥ৠڎ ان د؜ިا۱ܾ රඝوآ"

؇ዛኞ ا྘ོب ؇ዛዊ؜ ؇ᆇᅡر ೑ಸأ وᎂن ؇ୖ୒ وأَ؇ ؇ୖ୒؇َ ؇ୖ୒ أَ؇ ڢ؇ل ݆݁ واࠍ੅ٺ؇م اܳٴڎأ আॻ༟ وا݁ٺٷ؇َ؇ وނଲ୍ا ۋٴ؇ Մ៰Ղ ا৵৥ৠڎ
وݿ޺޾. ༟ܹ٭۬ Մ៰Ղا আॻݬ ᆇ୚୘ڎ ݿ٭ڎَ؇ ඔ൹ৎ৊؇اܳأ َިر و ۰ᆇᅵීෂا ॷॖर ሌᇿإ ۰݁৙৑ا وَݱں ۰َ؇݁৙৑ا وأدى ᄭᄟ؇ීݿෂا ًܹؐ ݆݁ ሌᇿإ

: ม฀ܹڢ ݿႤၽن ሌᇿإ
؇ዛዊ؜٭ ّگݠع أن ஓ஄ٷ྘ب ؇ৎ৊؇ܳޚ มฆܳا ۰َ؇૭૙৕৑ا ሌᇿإ واܳݯႤၽ༲ت اࠍ੆ݞن ሒᇭ มฆرڣ٭گ ،มฆٴ྘ۋٴ اෑෂ݁؇ن ޗ؇ل وᎂن ሒᇆورد ሌᇿإ

۳៺ڍا لިم ሒᇭ ॷड़दߓߵؤ
ሒᇧأ

اܳأ݄ݠ ۹ً ޗ؇ب ሒᇆਲ਼؜ و ؜ਲ਼ߌ߳ي د݁ب أਐಸڎى ڣݯܭ أي ݆݁ ᄩᄟ؇ۊݱ ذாணت إذا وݿٷڎي ሒᇆڢڎو، اܳأޙࡗࡲ ا༥ීෂܭ ዻዧذ ሌᇿإ
ᆇᅦݠا ሒᇿ وޗٴب

ሒᇀأ

اৎ৊گ؇م ༟؇ܳ٭؇ت ᄴᄥ༠ وۏٷ؇ت رොຬ؇ن ورد ඔ൹ً ؜ފ؇ك اଫଐܳاب ොູب ቕሶ؇اܳٷ اࠍ੆ٴ྘ص ሌᇿإ
݁ٷݱژ ሒᇕأ

ଫଃ༠৙৑وا ا৙৑ول وఈః݁ذي ݿٷڎي ஓ୷٭ܭ ৖৑ اᄳᄟي ೓ಸ؇اܳټ ௧ਤܹݪ ሌᇿإ
ዛኗ؇ب إ ሒᇕأ

ݬڎف ሒᇭ Ⴄ၍ن وᎂن اܳأ݄ݠ وݬڎلگ۰ اܳڰޝاد ۋٴ྘ٴ۰ ، اܳޚٴ؇ع ،༡ߺࠊة اৎ৊ިدة ෛ஖٭۰ وا৙৑ۋٴ۰ اෂීڣ؇ق ႟၍ ؇ዛኞ و༥ڎت ݬڎلگ۰ ሌᇿإ
ً۬ ݁؇༡ڎث ଫଃ༠ ڣ؆۹َ ، ଫଃ༠ ا৙৑ز݁؇ن

وݬ؇ل

، وف؇م أᆙᆊ؇ء ݿިݿި، ாணᄳᄟ؇ً وأۊݧ ඔ൹اܳފٷ ،رڣ؇ق ا৙৑وڣ٭؇ء ،ا৙৑ݬڎڢ؇ء لݑ اܳޚݠ ۱ڍا ሒᇭ وݿٷڎا ؜ިَ؇ Ⴄ၍َިا ݆݁ ๮๎ฺأ ৖৑و
و۱ٴ۰. ๤ངور
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"رዛኗ؇م" ሒᇀدر ورڣ٭گ۰ มฆݬڎلگ اৎ৊ڍாணة ۱ڍه ؇ዛውᆙᆊ؇ڢ ݆݁ اܳٷ༶؇ح لݑ ޗݠ ૰૙ݑ ݆ොຶو ل؇ ݿި ؇َ๤ང ݆݁ ሌᇿإ

"ڣݠࢴࣖة". ۰ਃ಻؇اܳټ ሒᇧأ ாணّᄳᄟ؇ً أۊݧ و มฆᆇᅦ و ሒᇆఈః༠، ሒᇀ آ݁ٷިا و ሒᇃިأ෠ங و ሒᇃިᆇᅦد ݆݁ ሌᇿإ

اৎ৊ٺިاݪؕ. اܳأ݄ܭ ۱ڍا ુળܳـ أ۱ڎي ଫଃ༠ ႟၍ Մ៰Ղا ቕመاඹජ و ુળڣ٭ Մ៰Ղا ً؇رك

إَ؇س



ڲڪٌۘ
ᄭᄥٺ݄ټৎ৊وا اܳٷ؇ޖ݄٭۰ اܳލأ؇؜٭۰ اܳڰݯ؇ءات ሒᇭ ا৙৑ݿ؇ݿ٭۰ اৎ৊ڰ؇۱ࡗࡲ ا৙৑ول اܳڰݱܭ ሒᇭ ਍ಾ؇وܳٷ؇ ، ڣݱިل ۰ّఈఃٔ ሌᇿإ اৎ৊ڍாணة ۱ڍه ሒᇭ ّޚݠڢٷ؇
اࠍ੊ڎاء ሌᇿإ ᄩᄟఈః༠ ݆݁ ّޚݠڢٷ؇ ڣگڎ ሒᇃ؇اܳټ اܳڰݱܭ ሒᇭ أ݁؇ لܹ٭۬، اᄳᄟي ይዧڰݱܭ ۳ஓ஄٭ڎا و۱ڍا ً۬ اৎ৊ܹۜگ۰ واܳޚٴިܳިۏ٭؇ اܳٷޙࡗࡲ ሒᇭ
ۏ۱ިݠ ި۱ واᄳᄟي اܳټ؇ܳت اܳڰݱܭ ሌᇿإ ৖৑ިوݬ ଫଊܹ۱ت ڣݯ؇ءات إޗ؇رات ሒᇭ ۱ڍا ႟၍و اܳٺأ؇݁ڎ و ሒᇆଫଊܹୖ୒ا اܳލٴ۬ واܳڰݯ؇ء اܳފగఒ޶
.۰ਃಾଫଊܹୖ୒ا ا৙৑ݿ؇ݿ؇ت ݁ڰ۳ިم ۋިل ؇۳ၯ၍ ਍ಾڎرج มฆܳا و ا௯௫௵ݠدة ଫଊܹ۱ت ڣݯ؇ءات ሒᇭ ا৙৑ݿ؇ݿ٭۰ اৎ৊ڰ؇۱ࡗࡲ أ۱ܾ ᄩᄟఈః༠ درݿٷ؇ اৎ৊ڍாணة

لݑ ޗݠ ዛው૭૙ܭ أن ปฃറണ೷، اࠍ੆ݠوف আॻ༟ اܳٷگ؇ط ًأݥ وݪأٷ؇ દઊأ ݁٭ܭ ا৙৑ܳژ ݁ފଫଃة ሒᇭ ۊޚިة ৖৑إ اܳٴۜت ۱ڍا لܝ݆ ቕረو
رۋص ًݱڎر ߖߵۏި პაႰ، ۬ਊ಻ۏިا ᆇ໶ໜ٭ؕ اৎ৊৕৑؇م ሒᇼࣖࢾ ৖৑ ڣٷ݆ۜ ، ً؇ৎ৊ިݪިع ᄭᄥݬ ؇ୖ୒ أරඝى ೞ಻ۏިا আॻ༟ اܳٺأݠف ሒᇭ راؗص ႟၍

لگި݁۬. و ۱ڍا ݁ྡྷލިرَ؇ لگࡗࡲ ؇ஓ୾ ુળّگ؇داਐ಻ᎂو ુળّ؇༡اଫଐإڢ ቕሹّگڎ

vi



٤ؔۑس

vi ڲڪٌۘ
1 ڲؠ׿ڲ١
2 اڤרո܇ڵמ١ اڤ۾ո֔֍מ١ اڤءո۠ءات 1

3 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اܳٷޙࡗࡲ 1 .1
6 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ਍ಸޙࡗࡲ اৎ৊ܹۜگ۰ اܳޚٴިܳިۏ٭؇ 2 .1

16 . . . . . . . . . . . . . . . . . . اࠍ੊ڎاء ڣݯ؇ء و اܳٷޙ٭݄޶ ሒᆶݞ੊اࠍ اܳڰݯ؇ء 3 .1
29 Hilbert ո۠ؔءات 2

30 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اܳފగఒ޶ اࠍ੊ڎاء 1 .2
36 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ሒᇆଫଊܹ۱ اܳލٴ۬ اܳڰݯ؇ء 2 .2
44 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اܳٺأ؇݁ڎ 3 .2
56 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ۰ਃಾଫଊܹୖ୒ا اܳڰݯ؇ءات 4 .2
61 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اܳݯأ٭ژ اܳٺگ؇رب 5 .2

63 ١ॴయજ੻اૃેڪ اո۰ո۰ॊूت 3
64 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اၯၽܳ٭۰ اܳأ؇فఈఃت 1 .3
68 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اܳڰݱܭ ڢ؇ًܹ٭۰ 2 .3
69 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ሒᇆଫଊܹୖ୒ا ا৙৑ݿ؇س 3 .3

74 ١଄૵ոຑ
vii



76 اളൄڲܙز



ڲؠ׿ڲ١
؜݆ ༇ຐ؇َ َޙ٭۳݄؇ ৙৑ن ଫଊܹ۱ت ڣݯ؇ءات ሒሃ มᘟውٷৎ৊ا اܳٴأڎ ذات اܳٷ؇ޖ݄٭۰ اܳލأ؇؜٭۰ اܳڰݯ؇ءات أ૭૖ޔ إن
݁ټܭ ؇݁؇ஓ஄ ، ا୒ୖٷڎݿ٭۰ اࠍ੅ݱ؇فݧ ݆݁ ଫଃ܋ټ اܳٷޙ٭݄޶ ሒᇼ؇اܳލأ اܳڰݯ؇ء ஓ୷ٷں ଫଃ༠৙৑ا و۱ڍا ، ݿగఒ޶ ༥ڎاء

.มᘟውٷৎ৊ا اܳٴأڎ ᄭᄟ؇༡

اৎ৊ލٺگ؇ت ذات اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ اৎ৊أ؇د৖৑ت دراݿ۰ ሒᇭ أݿ؇ݿ٭؇ ܋ٴଫଃا دورا Hilbert ڣݯ؇ءات ّܹأص و
ુળاܳـ ۹ਃ಻Ⴄၽ݁٭ ( ሒᇆاᄳᄟا (اܳٷٴݥ ௧ௌݿ٭ఈ႙ၽܳا ۹ਃ಻Ⴄၽ٭ৎ৊ا دراݿ۰ ሒᇭ ଫଃ܋ٴ ႟ၽ૰૖ ܾ۱؇૭૜ ؇ዛኡأ პაႰ ۰ਃಮݞ੊اࠍ
اܳأ؇۰݁ ل۰ اܳٷޙݠ ሒᇭ ๴ང؇أݿ دور ؇ୖ୒ و اৎ৊ފٺ݄ݠة اࠍ੅ޚ٭۰ ఋዳዧނႤၽل , Schrodinger ݁أ؇د৖৑ت ༡ܭ ሒᇭ ዻዧوذ
دراݿ۰ ሒᇭ ปฆوۋ لأ؇ت اܳٺިز ل۰ َޙݠ ሒᇭو ๴ཚ؇ل ීෂا اܳٺ༲ܹ٭ܭ ሒᇭ ܾ۳ৎ৊ا دور۱؇ ؜݆ َ؇۱٭۹ اৎ৊ޝߙߵات ࠍ੆ފ؇ب
isomorphe لܝިن Hilbert ڣݯ؇ء ႟၍ أن ོྟ٭؇ن ஓ୷ܝ݆ ًڰݯ۳ܹ؇ إذ ؇ዛኤذا ༡ڎ ሒᇭ Hilbert ڣݯ؇ءات

.ᄩᄟ ሒᇚިܳިاܳޚٴ اܳټٷިي ؕ݁

1



1 اڤءۢڞ
اڤרո܇ڵמ١ اڤ۾ո֔֍מ١ اڤءո۠ءات

2



اܳٷ؇ޖ݄٭3۰ اܳލأ؇؜٭۰ اܳڰݯ؇ءات .1 اܳڰݱܭ

اܳٷޙ٭݄޶ ሒᆶݞ੊اࠍ اܳڰݯ؇ء ሌᇿإ ً؇৕৑ݪ؇ڣ۰ ً۬ اৎ৊ܹۜگ۰ اܳޚٴިܳިۏ٭؇ و اܳٷޙࡗࡲ ৎ৊ڰ۳ިم اܳڰݱܭ ۱ڍا ሒᇭ ّޚݠڢٷ؇
݆݁ ႟ၽً اܳڰݱܭ ۱ڍا ሒᇭ اܳٷ؇ޖ݄٭۰.اݿٺأٷ؇ اܳލأ؇؜٭۰ اܳڰݯ؇ءات ݁ڰ۳ިم ොູب ۱ڍا ႟၍. اࠍ੊ڎاء ڣݯ؇ء و

.[8]،[7]،[3]،[1] اৎ৊ݠاۏؕ

اڤר܊߈ߣ 1 .1
ᆃᅭո֔۳ ո۠ؔء ࣷ࣬ຐ اڤר܊߈ߣ ڲء٤ܙم 1 .1 .1

1 .1 ؉ֵ ׂ֔ۑ
ොຬگݑ R ިොຶ E ݆݁ N ّޚٴ٭ݑ ႟၍ E আॻ༟ َޙࡗࡲ ૭૙،K݄޶ اࠍ੆گܭ আॻ༟ ሒᇼ؇ނأ ڣݯ؇ء E ܳ٭ܝ݆

اܳٺ؇ܳ٭۰: ا๤དྷܳوط
(i) ∀x ∈ E ; N (x) = 0 ⇔ x = 0

(ii) ∀x ∈ E ;∀λ ∈K ; N (λx) = |λ|N (x)

(iii) ∀x, y ∈ E N (x + y) ≤ N (x)+N (y)

۰ਃಮ؇اܳټٷ ૭૙݄޶ ؜ٷڎࢱࣕ (N (x) = ‖ f ‖ اۊٺݱ؇را (أو ∀x ∈ E , N (x) = ‖x‖E َݯؕ:
َޙ٭݄޶. ሒᇼ؇ނأ ڣݯ؇ء (E ,‖.‖)

1 .1 ڲ٢જ੻ר١
:؇਍ಱᄴᄟ لܝިن K،؜ٷڎࢱࣖ اࠍ੆گܭ আॻ༟ ሒᇼ؇ނأ ڣݯ؇ء E ܳ٭ܝ݆

1. N (0E ) = 0R

2. ∀x ∈ E , N (x) ≥ 0



اܳٷ؇ޖ݄٭4۰ اܳލأ؇؜٭۰ اܳڰݯ؇ءات .1 اܳڰݱܭ

اոॻలॆूت:
لܝިن: λ= 0k ؇ৎ৊ 2 . ا๤དྷܳط ݆݁ .1

N (0E ) = N (0k0E )

= |0K|N (0E )

= 0RN (0E )

= 0R

:؇਍ಱᄴᄟ x ∈ E ܳ٭ܝ݆ .2
N (0) = N (x −x) ≤ N (x)+N (−x) ≤ N (x)+|−1|N (x) ≤ 2N (x)

و݁ٷ۬:
N (x) ≥ 0

1 .1 ႞႖أڲ׭
: ًـ ݁أݠف R ܳـ ا৕৑؜ٺ٭؇دي اܳٷޙࡗࡲ .1

N : R→R

x 7→ N (x) = |x|

ًـ: ݁أݠف C ܳـ ا৕৑؜ٺ٭؇دي اܳٷޙࡗࡲ .2

N : C→R

z 7→ N (z) =p
zz

ڣݯ؇ء ྲྀྟٷ٭۰ റണ೭ٺؕ Rn[x] ،n ૭૜؇وي أو أڢܭ ۰༥رᄴᄟا ذات اࠍ੆ڎود ܋ټଫଃات ڣݯ؇ء E=Rn[x] .3



اܳٷ؇ޖ݄٭5۰ اܳލأ؇؜٭۰ اܳڰݯ؇ءات .1 اܳڰݱܭ

:ঌॻلპაႰ N ّޚٴ٭ݑ َأݠف ،R আॻ༟ ሒᇼ؇ނأ

N : Rn[x] →R

P 7→ N (P ) = supk=0,n|ak |

Rn[x] আॻ༟ َޙࡗࡲ لأݠف N

:؇਍ಱᄴᄟ P ∈Rn[x] ܳ٭ܝ݆ ،ఈఃڣأ
p(x) =

n∑
k=0

ak xk ,∀k = 0,n

N (P ) = 0 ⇔ sup
k=0,n

|aK | = 0

⇔|aK | = 0;∀k = 0,n

⇔ aK = 0;∀k = 0,n

⇔ p = 0 ...(1)

෠ຶڎ: ۋگ٭ࠔࠫ λ أ༥ܭ ݆݁
و P ܳ٭ܝ݆ N (λP ) = sup

k=0,n

|λak | = sup
k=0,n

|λ||ak | = |λ| sup
k=0,n

|ak | = |λ|N (P ) ...(2)

ොຳ٭ت: Rn[x] ݆݁ Q

∀k = 0.n; |ak +bk | ≤ |ak |+|bk |

∀k = 0.n sup
k=0,n

(|ak +bk |) ≤ sup
k=0,n

(|ak |)+ sup
k=0,n

(|bk |) و݁ٷ۬:
‖P +Q‖ ≤ ‖P‖+‖Q‖ ...(3) وᎂذن:

. َޙࡗࡲ لأݠف N إذن



اܳٷ؇ޖ݄٭6۰ اܳލأ؇؜٭۰ اܳڰݯ؇ءات .1 اܳڰݱܭ

:Rn ࣷ࣬ຐ ا۰ո۰ॊूמ١ اڤר܊گ 2 .1 .1

2 .1 ڲ٢જ੻ר١
اৎ৊أݠڣ۰ Np و N∞ و N1 اܳٺޚٴ٭گ؇ت x = (x1, x2, ....., xn):٭تොຳ x ∈ Rn و n ∈N∗ ܳ٭ܝ݆

ًـ: Rnআॻ༟
1. ‖x‖1 =∑n

k=1|xk |
2. ‖x‖∞ = sup

k=1,n

|xk |

3. ‖x‖p = (∑n
k=1|xk |p

) 1
p ; p ≥ 1

. Rn আॻ༟ َޙࡗࡲ ّأݠف

1 .1 ڲ୹୴ؼ܊١
اܳٺگ؇رب ਍ಸޙࡗࡲ اܳٷޙࡗࡲ∞‖.‖ ሌᇼࣖࢴ ،྘ྲྀٷ݄؇ ا৕৑ڢܹ٭ڎي 2‖.‖ً؇ܳٷޙࡗࡲ اܳٺޙࡗࡲ ሌᇼࣖࢴ p = 2 ᄭᄟ؇༡ ሒᇭ

اৎ৊ٷٺޙܾ.

ॾ఩܊߈ߣ اिऻڪٍؠ١ ոاڤ܋ץܙڤܙـמ 2 .1
اڤ܋ץܙڤܙـמ١ اڤץ༓מ١ 1 .2 .1

3 .1 ڲ٢જ੻ר١
اܳٺޚٴ٭ݑ: d وܳ٭ܝ݆ َޙ٭݄޶ ሒᇼ؇ނأ E)ڣݯ؇ء ,‖.‖) ܳ٭ܝ݆

d : E ×E → R+

(x, y) → d(x, y) = ‖x − y‖

‖.‖ ً؇ܳٷޙࡗࡲ اৎ৊ݠڣگ۰ اৎ৊ފ؇ڣ۰ ް݄૭૜ E আॻ༟ ݁ފ؇ڣ۰ لأݠف d إن



اܳٷ؇ޖ݄٭7۰ اܳލأ؇؜٭۰ اܳڰݯ؇ءات .1 اܳڰݱܭ

اոॻలॆूت:
:x, y ∈ E ܳ٭ܝ݆

d(x, y) = 0 ⇔‖x − y‖ = 0

⇔x − y = 0

⇔x = y ...(1)

أරඝى ۏ۰۳ ݆݁ و ۏ۰۳ ݆݁ ۱ڍا
d(x, y) = ‖x − y‖ = ‖y −x‖ = d(y, x) ...(2)

إذن: E ݆݁ ๤ཡ؜ٷ z ܳ٭ܝ݆
∀x, y ∈ E ;d(x, z) = ‖x − z‖ = ‖x − y + y − z‖

≤ ‖x − y‖+‖y − z‖

≤ d(x, y)+d(x, z) ...(3)

.E আॻ༟ ݁ފ؇ڣ۰ لأݠف d اܳٺޚٴ٭ݑ ݆݁(1)و(2)و(3)
1 .1 ١ວמ༖໪

ڣݯ؇ء ڣ۳ި ًـ‖.‖)إذن اৎ৊ܹۜگ۰ ً؇ৎ৊ފ؇ڣ۰ (ਲ਼ਦود ଫଐ݁ي ڣݯ؇ء ި۱ َޙ٭݄޶ ሒᇼ؇ނأ ڣݯ؇ء ႟၍ إن
.(d ً؇ৎ৊ފ؇ڣ۰ اৎ৊ܹۜگ۰ ً؇ܳޚٴިܳިۏ٭؇ (ਲ਼ਦود ሒᇚިܳިޗٴ

2 .1 ڲ୹୴ؼ܊١
َޙ٭݄޶. ሒᇼ؇ނأ ڣݯ؇ء ި۱ ଫଐ݁ي ڣݯ؇ء ႟၍ ྘ܳݴ ؇݁ިᆇᅦ



اܳٷ؇ޖ݄٭8۰ اܳލأ؇؜٭۰ اܳڰݯ؇ءات .1 اܳڰݱܭ

4 .1 ڲ٢જ੻ר١
ًـ: ݁أݠف d ܳ٭ܝ݆ و َޙ٭݄޶ ሒᇼ؇ނأ ڣݯ؇ء (E ,‖.‖) ܳ٭ܝ݆

∀x, y ∈;d(x, y) = ‖x − y‖

ොູگݑ: إذا ༲૭૙ఇዳዧ؇ب ً؇ܳྡྷފٴ۰ ݬ؇݁ڎ dإن
i) ∀x, y, z ∈ E ;d(x + z, y + z) = d(x, y).

ii) ∀x, y ∈ E ;∀λ ∈k ;d(λx.λy) = |λ|d(x, y).

اոॻలॆूت:
ۏ۰۳: ݆݁ ؇਍ಱᄴᄟ λ ∈k Eو ݆݁ z،y ،x ܳ٭ܝ݆

d(x + z, y + z) = ‖x + y − y − z‖ = ‖x − y‖ = d(x, y)

أරඝى: ۏ۰۳ و݆݁
d(λx,λy) = ‖λx −λy‖ = |λ|‖x − y‖ = |λ|d(x, y)

1 .1 ؉ֵ ׂ֔ۑ
؇݁؇ஓ஄ ݁ިۏص ۋگ٭ࠔࠫ ༟ڎد r و x0 ∈ E،َޙ٭݄޶ ሒᇼ؇ނأ ڣݯ؇ء (E ,‖.‖) ܳ٭ܝ݆

B(x0,r ) ਲ਼ਦීෂ؇ً ؇ୖ୒ ਲ਼ਦوߖߵ،r ڢޚݠ۱؇ وَݱژ x0 ؇۱஼ணਵਦ ۰༡ި݁ڰٺ ாணة ૭૙݄޶ .1
B(x0,r ) = {x ∈ E ,‖x −x0‖〉r }



اܳٷ؇ޖ݄٭9۰ اܳލأ؇؜٭۰ اܳڰݯ؇ءات .1 اܳڰݱܭ

B(x0,r ) ਲ਼ਦීෂ؇ً ؇ୖ୒ ਲ਼ਦوߖߵ ،r ڢޚݠ۱؇ وَݱژ x0 ؇۱஼ணਵਦ ݁؞ܹگ۰ ாணة ૭૙݄޶ .2
B(x0,r ) = {x ∈ E ,‖x −x0‖ ≤ r }

5 .1 ڲ٢જ੻ר١
:؇਍ಱᄴᄟ ،r 〉0 و َޙ٭݄޶ ሒᇼ؇ނأ ڣݯ؇ء (E ,‖.‖) ܳ٭ܝ݆

∀x ∈ E ;B(x0,r ) = B(x0,r )

اոॻలॆूت:
:؇਍ಱᄴᄟ r > 0 ، x ∈ E ܳ٭ܝ݆

݁؞ܹگ۰. ۰༟ިᆇ୞୘ B(x,r ) ৙৑ن B(x,r ) ⊆ B(x,r )

إذن: B(x,r ) ොູިي ݁؞ܹگ۰ ۰༟ިᆇ୞୘ أݬ؞ݠ ሒሃ B(x,r ) أن َأ޺޾
B(x,r ) ⊆ B(x0,r ) ...(1)

أරඝى ۏ۰۳ ۏ۰۳،و݆݁ ݆݁ و۱ڍا
و݁ٷ۬: y ∈ B(x,r ) ܳ٭ܝ݆

‖y −x‖ ≤ r

أن: ཹྦྷٴب ϵ〉0 وܳ٭ܝ݆
B(y,ϵ)∩B(x,r ) 6= ;

ڣ٭ܝިن: z = y − ϵ

r
(y −x) َ؊༠ڎ

‖y − z‖ = ‖y − y + ϵ

r
(y −x)‖

= |ϵ
r
|‖y −x‖

= ϵ

r
‖y −x‖ < ϵ

r
.r = ϵ



اܳٷ؇ޖ݄٭10۰ اܳލأ؇؜٭۰ اܳڰݯ؇ءات .1 اܳڰݱܭ

z ∈ B(y,ϵ) و݁ٷ۬ ‖y − z‖ < ϵ إذن
‖z −x‖ =

∥∥∥y − ϵ

r
(y −ϵ)−x)

∥∥∥=
∥∥∥y −x − ϵ

r
(y −x)

∥∥∥
=

∥∥∥(1− ϵ

r
)(y −x)

∥∥∥
=

∣∣∣1− ϵ

r

∣∣∣∥∥y −x
∥∥≤ (1− ϵ

r
).r ≤ r −ϵ< r

و݁ٷ۬: ‖z −x‖ < r $ إذن
z ∈ B(x,r )

و݁ٷ۬:
∀y ∈ B(x,r ) =⇒ ∀ϵ> 0;B(y,ϵ)∩B(x,r ) 6= ;

إذن:
y ∈ B(x,r )

أن: أي
y ∈ B(x,r ) ⊆ B(x,r ) ...(2)

اৎ৊ފ؇واة. ౫౜ళگݑ (1)و(2) ݆݁
6 .1 ڲ٢જ੻ר١

ਐ಻؆࿓ޙ؇م. ݁ފٺ݄ݠ ّޚٴ٭ݑ ި۱ اܳٷޙࡗࡲ

اոॻలॆूت:
ًـ: ݁أݠف ّޚٴ٭ݑ f ܳ٭ܝ݆

f :E →R+

x → f (x) = ‖x‖



اܳٷ؇ޖ݄٭11۰ اܳލأ؇؜٭۰ اܳڰݯ؇ءات .1 اܳڰݱܭ

:؇਍ಱᄴᄟ لܝިن x, y ∈ E أ༥ܭ و݆݁
‖x‖ = ∥∥x + y − y

∥∥≤ ∥∥x + y
∥∥+∥∥y

∥∥
و݁ٷ۬:

‖x‖−∥∥y
∥∥≤ ∥∥x − y

∥∥ ...(1)∥∥y
∥∥= ∥∥y +x −x

∥∥≤ ∥∥y −x
∥∥+‖x‖

y∥∥و݁ٷ۬:
∥∥−‖x‖ ≤ ∥∥x − y

∥∥ ...(2)

෠ຶڎ: و(2) (1)݆݁
−∥∥x − y

∥∥≤ ‖x‖−∥∥y
∥∥≤ ∥∥x − y

∥∥
إذن:

‖x‖−∥∥y
∥∥≤ ∥∥x − y

∥∥
ਐ಻؆࿓ޙ؇م. ݁ފٺ݄ݠة f و݁ٷ۬ 1 ૭૙ྟٺ۬ ܳ٭ྟྥލ଩ଃي f لܝިن و༟ܹ٭۬

اୠଡ଼ୢ׿ودة ا୦ୠଡ଼ڵܙոຐت 2 .2 .1
2 .1 ؉ֵ ׂ֔ۑ

.A 6= ; ۋ٭ت A ⊆ E َޙ٭݄޶ ሒᇼ؇ނأ ڣݯ؇ء (E ,‖.‖) ܳ٭ܝ݆
.‖.‖ ً؇ܳٷޙࡗࡲ اৎ৊ݠڣگ۰ గጻዧފ؇ڣ۰ ً؇ܳྡྷފٴ۰ ො੼ڎودة ೑಻Ⴄ၍ إذا ො੼ڎودة A ّܝިن

7 .1 ڲ٢જ੻ר١
: ොູگݑ إذا وڣگޔ إذا ො੼ڎودة A ّܝިن ،A ⊆ E و َޙ٭݄޶ ሒᇼ؇ނأ ڣݯ؇ء (E ,‖.‖) ܳ٭ܝ݆

∃M > 0;∀x ∈ A;‖x‖ ≤ M



اܳٷ؇ޖ݄٭12۰ اܳލأ؇؜٭۰ اܳڰݯ؇ءات .1 اܳڰݱܭ

اոॻలॆूت:
اڤ෕ໃط: ളൂوم

: لܝިن A ሒᇭ ݁ټྟب y أ༥ܭ ݆݁ x ∈ A وܳ٭ܝ݆ E ݆݁ ༠؇ܳ٭۰ ଫଃ༚ ۰ਃಮඹජ ۰༟ިᆇ୞୘ A ܳٺܝ݆
‖x‖ = d(x,0) ≤ d(x, y)+d(y,0)

≤ M ′+α

َݯؕ:
M = M ′+α

و༟ܹ٭۬:
∃M = M ′+α> 0; ‖x‖ ≤ M

ڣ؆َ۬: A ݆݁ ܋٭ࠕࠫ x أن ؇ஓ୾و
∃M〉0; ∀x ∈ A, ‖x‖ ≤ M

اڤ෕ໃط: ١ֵոټء
أَ۬: َڰݠض

∃M〉0;∀x ∈ A,‖x‖ ≤ M

y ∈ A وܳ٭ܝ݆
d(x, y) ≤ d(x,0)+d(0, y) ≤ 2M

َݯؕ:
M ′ = 2M

إذن:
∃M ′〉0 ; ∀x, y ∈ A ; d(x, y) ≤ M ′
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8 .1 ڲ٢જ੻ר١
(xn)n∈N ೑಻Ⴄ၍ ،إذا x ∈ Eو E َگ؇ط ݆݁ ݁ٺٺ؇ܳ٭۰ (xn)n∈N َޙ٭݄޶، ሒᇼ؇ނأ ڣݯ؇ء (E ,‖.‖)

ො੼ڎودة. (‖xn‖)n∈N اৎ৊ٺٺ؇ܳ٭۰ ڣ؆ن x ިොຶ ݁ٺگ؇ر۰ً

اոॻలॆूت:
إذن: x ިොຶ ݁ٺگ؇ر۰ً (xn)n∈N أن: ؇ஓ୾

∃n0 ∈N;∀n ≥ n0;‖xn −x‖〉1

و݁ٷ۬:
∀n ≥ n0; ‖xn‖ = ‖xn −x +x‖

≤ ‖xn −x‖+‖x‖

≤ 1+‖x‖

إذن:
∀n ≥ n0;‖xn‖ ≤ 1+‖x‖

∃M = 1+‖x‖;∀n ∈N‖xn‖ ≤ M

ො੼ڎودة. ‖(xn)‖n∈N اৎ৊ٺٺ؇ܳ٭۰ و༟ܹ٭۬

اिऻ׫ပ࿮ؔכ١ اڤר܊گ 3 .2 .1

3 .1 ؉ֵ ׂ֔ۑ
و N1 أن َگިل ،E আॻ༟ ඔ൹݁أݠڣ ඔ൹َ݄ޙ٭ N2 و N1 وܳ٭ܝ݆ ،Kگܭ੆اࠍ আॻ༟ ሒᇼ؇ނأ ڣݯ؇ء E ܳ٭ܝ݆
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إذا: وڣگޔ إذا ඔ൹٪ڣႤၽ݁ٺ N2

∃α,β ∈R∗
+;∀x ∈ E ,αN1(x) ≤ N2(x) ≤βN1(x)

N1 ∼ N2 َܝٺص: ؜ٷڎࢱࣕ

9 .1 ڲ٢જ੻ר١
َݯؕ: ،K اࠍ੆گܭ আॻ༟ ሒᇼ؇ނأ ڣݯ؇ء E ܳ٭ܝ݆

N = {N ,E আॻ༟ َޙࡗࡲ N }

ොຳ٭ت: R اܳأఈఃڢ۰ N আॻ༟ وܳٷأݠف car d(N ) ≥ 2 أن وܳٷڰݠض
∀N1, N2 ∈N , N1RN2 ⇔ N1 ∼ N2

.N আॻ༟ Ⴄၽّڣޝ ఈః༟ڢ۰ ሒሃ R إن

اոॻలॆूت:
:؇਍ಱᄴᄟ N ∈N و x ∈ E ܳ٭ܝ݆

N (x) = N (x) = N (x)

إذن:
∃µ= 1 ∈R∗

+,∃λ= 1 ∈R∗
+;λN (x) = N (x) =µN (x)

N ∼ N إذن:
:؇਍ಱᄴᄟ ،N1, N2 ∈N ܳ٭ܝ݆

N1RN2 ⇔ N1 −N2 ⇔∃λ ∈R∗
+,∃µ ∈R∗

+;λN1(x) ≤ N2(x) ≤µN2(x)

و༟ܹ٭۬:
N1(x) ≤ 1

λ
N2(x)...(1)



اܳٷ؇ޖ݄٭15۰ اܳލأ؇؜٭۰ اܳڰݯ؇ءات .1 اܳڰݱܭ

1

µ
N2(x) ≤ N1(x)...(2)

݆݁(1)و෠ຶ(2)ڎ:
1

µ
N2(x) ≤ N1(x) ≤ 1

λ
N2(x)

و݁ٷ۬:
∃1

µ
,

1

λ
∈R∗

+;
1

µ
N2(x) ≤ N1(x) ≤ 1

λ
N2(x)

N1 ∼ N2 إذن:
:؇਍ಱᄴᄟ ،N1, N2, N3 ∈N ܳ٭ܝ݆

N1 ∼ N2 ⇔∃λ,µ ∈R∗
+;∀x ∈ E ,λN1(x) ≤ N2(x) ≤µN1(x) ...(1)

N2 ∼ N3 ⇔∃λ′,µ′ ∈R∗
+;∀x ∈ E ,λ′N2(x) ≤ N3(x) ≤µ′N2(x) ...(2)

෠ຶڎ: و(2) (1)݆݁
∀x ∈ E λλ′ ≤λ′N (x)2 ≤ N3(x) ≤µ′N2(x) ≤µ′µN1(x)

و݁ٷ۬:
∃λλ′,µ′µ ∈R∗

+;∃x ∈ E λλ′N1(x) ≤ N3(x) ≤µ′µN1(x)

N1 ∼ N3 إذن:
10 .1 ڲ٢જ੻ר١

݁ٺႤၽڣ٪؇ن N1وN2 Ⴄ၍ن إذا E আॻ༟ ඔ൹݁أݠڣ ඔ൹َ݄ޙ٭ N1وN2 ،K اࠍ੆گܭ আॻ༟ ሒᇼ؇ނأ ڣݯ؇ء E ܳ٭ܝ݆
ޗٴިܳިۏ٭؇. ݁ٺႤၽڣ٪؇ن ڣ۳݄؇

اոॻలॆूت:
B2(a′,r ′) و (E , N1) ሒᇭ r اܳگޚݠ َݱژ وذات a ؜ٷڎ اৎ৊ٺ݄ݠ஼ணة ۰༡ިڰٺৎ৊ا اܳـଲ୍ة B1(a,r ) ܳٺܝ݆:

(E , N2) ሒᇭ r ′ اܳگޚݠ َݱژ وذات a′ ؜ٷڎ اৎ৊ٺ݄ݠ஼ணة ۰༡ިڰٺৎ৊ا اܳـଲ୍ة
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لܝިن: ݁ٺႤၽڣ٪؇ن N2 و N1 أن ؇ஓ୾
∀a ∈ E ,∀r 〉0;B1

(
a,

r

β

)
⊆ B2 (a,r ) ⊆ B1

(
a,

r

α

)
أن ً؇ܳأܝݴ،أي و N2 ل ً؇ܳྡྷފٴ۰ ݁ڰٺިح لܝިن N1 ً؇ܳྡྷފٴ۰ ݁ڰٺިح ႟၍ أن ሌᇿإ لޝدي ؇݁ و۱ި

݁ٺႤၽڣ٪ٺ؇ن. ඔ൹݄ܳٷޙ٭؇ً ඔ൹ܹۜگٺৎ৊ا ඔ൹اܳޚٴިܳިۏ٭ٺ
11 .1 ڲ٢જ੻ר١

݁ٺႤၽڣ٪؇ن N2و N1 لܝިن E আॻ༟ ඔ൹݁ٺأݠڣ ඔ൹َ݄ޙ٭ N2و N1، K اࠍ੆گܭ আॻ༟ ሒᇼ؇ނأ ڣݯ؇ء E ܳ٭ܝ݆
اܳٺޚٴ٭ݑ: Ⴄ၍ن إذا وڣگޔ إذا

i d : (E , N1) −→ (E , N2)

.Isomorphisme ި۱

اݾ঻׿اء ո۠ؔء و اڤר܊מڵܧ ᆃᄧۏ঻اݾ اڤءո۠ء 3 .1
اڤר܊מڵܧ ᆃᄧۏ঻اݾ اڤءո۠ء 1 .3 .1

1 .1 ؉ֵ ׂ֔ۑ
H আॻ༟ ‖.‖ إڢٺݱ؇ر إن ሒᆶඹජ ሒᇼ؇ނأ ڣݯ؇ء H و K اࠍ੆گܭ আॻ༟ َޙ٭݄޶ ሒᇼ؇ނأ ڣݯ؇ء E ܳ٭ܝ݆

َޙࡗࡲ. ި۱ ‖.‖H ۋ٭ت ሒᆶඹජ َޙ٭݄޶ ሒᇼ؇ނأ ڣݯ؇ء (H ,‖.‖H ) ૭૙݄޶ و؜ٷڎࢱࣖ H َޙࡗࡲ لأݠف

12 .1 ڲ٢જ੻ר١
إذن: E ݆݁ ሒᆶඹජ َޙ٭݄޶ ڣݯ؇ء H ܳ٭ܝ݆ و َޙ٭݄޶ ڣݯ؇ء E ܳ٭ܝ݆

.E ݆݁ ඹජيء ሒᇼ؇ނأ ڣݯ؇ء ި۱ H
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اոॻలॆूت:
.α,β ∈Kو x, y ∈ H ܳ٭ܝ݆

αx +βy = 0E ∈ H ࢻࣖا۰۱ ؇਍ಱᄴᄟ ڣ؆َ۬ α= 0∧β= 0 Ⴄ၍ن إذا
|α|〉0+|β| إذن α 6= 0∨β 6= 0 أن َڰݠض

ۋ٭ت: H ݆݁ (yn)n∈N و (xn)n∈N ݁ٺٺ؇ܳ٭ٺ؇ن ༥ިّڎ أَ۬ َأ޺޾ ،ϵ> 0 وܳ٭ܝ݆
xn → x ∧ yn → y

إذن:
∃n1 ∈N,∀n ≥ n1;‖x −xn‖ < ϵ

(|α|+ |β|)
∃n2 ∈N,∀n ≥ n2;‖y − yn‖ < ϵ

(|α|+ |β|)
َ؊༠ڎ:

n3 = max(n1,n2)

∀n ≥ n3;‖(αx +βy)− (αxn +βyn)‖ = ‖α(x −xn)+β(y − yn)‖
≤ |α|‖x −xn‖+|β|‖y − yn‖
≤ |α|ϵ

(|α|+|β|) +
|β|ϵ

(|α|+|β|)

≤ ϵ

lim
n→+∞

∥∥(αxn +βyn)− (αx +βy)
∥∥= 0 إذن:

lim
n→+∞

(
αxn +βyn

)= (
αx +βy

) أن: أي
إذن: ،E ݆݁ ሒᆶඹජ ሒᇼ؇ނأ ڣݯ؇ء ި۱ H أن ؇ஓ୾و

∀n ∈N,αxn +βyn ∈ H

و݁ٷ۬:
αx +βy ∈ H

إذن:
αx +βy ∈ H
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اڤר܊מڵܧ اݾ঻׿اء ո۠ؔء 2 .3 .1
اࠍ੆گܭ আॻ༟ ሒᇼ؇ނأ ڣݯ؇ء ި۱ E ×F ڣ؆ن K اࠍ੆گܭ َڰݴ আॻ༟ ඔ൹༟؇ނأ ඔ൹ڣݯ؇ف F و E Ⴄ၍ن إذا أَ۬ َأ޺޾

.K
13 .1 ڲ٢જ੻ר١

ۋ٭ت: ϕ اܳٺޚٴ٭ݑ و َޙ٭݄٭؇ن ඔ൹ڣݯ؇ف F و E ܳ٭ܝ݆
ϕ : E ×F →R+

(x, y) →ϕ(x, y) = ‖x‖E +‖y‖F

E ×F ሒᇼ؇اܳލأ اܳڰݯ؇ء আॻ༟ َޙࡗࡲ لأݠف ϕ

اոॻలॆूت:
إذن: y = 0 و x = 0 ڣ؆ن (x, y) = 0 ؇ৎ৊ (i

‖x‖E = 0∧‖y‖F = 0

و༟ܹ٭۬:
‖x‖E +‖y‖F = 0

ڣ؆ن:
ϕ(x, y) = 0

أරඝى: ۏ۰۳ ݆݁ ؇਍ಱᄴᄟو
ϕ(x, y) = 0 =⇒ ‖x‖E +‖y‖F = 0 =⇒ ‖x‖E = 0∧‖y‖F = 0

(x, y) = (0,0) إذن:
ϕ(λ(x, y)) =ϕ(λx,λy) = ‖λx‖E +‖λy‖F = |λ|(‖x‖E +‖y‖F ) = |λ|ϕ(x, y) (ii
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. E ×F݆݁(x ′, y ′) و (x, y)݆ܳ٭ܝ (iii
ϕ(x +x ′, y + y ′) = ∥∥x +x ′∥∥

E +
∥∥y + y ′∥∥

F ≤ ‖x‖E +
∥∥x ′∥∥

E +
∥∥y‖F +

∥∥y ′∥∥
F

≤ ‖x‖E +
∥∥x ′∥∥

E +
∥∥y

∥∥
E +

∥∥y ′∥∥
F

≤ (‖x‖E +
∥∥y

∥∥
F )+ (

∥∥x ′∥∥
E +

∥∥y ′‖F

)
≤ϕ(x + y)+ϕ(x ′, y ′)

.E ×Fআॻ༟ َޙࡗࡲ لأݠف ϕ:۬و݁ٷ

1 .1 ચੴ݊ݦڲ
ًـ: E ×F আॻ༟ ϕ ܳـ ਲ਼ਦߖߵ

∀(x, y) ∈ E ×F ;ϕ(x, y) = ∥∥(x, y)
∥∥

E×F

2 .1 ؉ֵ ׂ֔ۑ
ًـ: E ×F আॻ༟ اܳٷޙࡗࡲ َأݠف K اࠍ੆گܭ َڰݴ আॻ༟ َޙ٭݄٭؇ن ڣݯ؇ءان F و E ܳ٭ܝ݆

∀(x, y) ∈ E ×F ;‖(x, y)‖E×F = ‖x‖E +‖y‖F

14 .1 ڲ٢જ੻ר١
(yn)n∈N، E َگ؇ط ݆݁ ݁ٺٺ؇ܳ٭۰ (xn)n∈N وܳٺܝ݆ (x, y) ∈ E×F ، َޙ٭݄٭؇ن ڣݯ؇ءان F و E ܳ٭ܝ݆

:؇਍ಱᄴᄟ لܝިن ؜ٷڎࢱࣖ F َگ؇ط ݆݁ ݁ٺٺ؇ܳ٭۰
ިොຶ ਐಾگ؇رب (yn)n∈N و x ިොຶ ਐಾگ؇رب (xn)n∈N) ⇔ (

(
x, y

) ިොຶ ਐಾگ؇رب ( (xn, yn))n∈N )
(y
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اոॻలॆूت:
اڤ෕ໃط: ളൂوم

y ިොຶ ਐಾگ؇رب F ๤ཛྷ؇؜ٷ ݆݁ ݁ٺٺ؇ܳ٭۰ (yn)n∈N و x ਐಾگ؇رب ިොຶ E ๤ཛྷ؇؜ٷ ݆݁ ݁ٺٺ؇ܳ٭۰ (xn)n∈N ܳٺܝ݆
و݁ٷ۬:

‖xn‖E →‖x‖E

‖yn‖F →‖y‖F

إذن:
‖xn‖E +‖yn‖F →‖x‖E +‖y‖F

أي:
‖(xn, yn)‖E×F →‖(x, y)‖E×F

.(x, y) ިොຶ ਐಾگ؇رب ((xn, yn))n∈N ༟ܹ٭۬ و

اڤ෕ໃط: ١ֵոټء
:؇਍ಱᄴᄟ ،(x, y) ިොຶ ਐಾگ؇رب ((xn, yn)) ܳٺܝ݆

∀n ∈N;‖(xn −x)‖E ≤ ‖xn −x‖E +‖(yn − y)‖F

∀n ∈N;‖xn, x‖E ≤ ‖(xn, yn)− (x, y)‖E×F أي:
lim

n→+∞‖xn −x‖E = 0 ෠ຶڎ: اዛዊܳ؇ل۰ ሌᇿإ ً؇ৎ৊ݠور
lim

n→+∞‖yn − y‖F = 0 ෠ຶڎ: لگ۰ اܳޚݠ و਍ಸڰݴ
1 .1 ١ֵ ֿ܊ۑ

ڣݯ؇ء ሒᇭ اࠍ੅؇رۏ٭۰، اܳأ݄ܹ٭۰ ሒሃ(.)و اᄴᄟا༠ܹ٭۰ اܳأ݄ܹ٭۰ ሒሃ ۋ٭ت(+) ሒᇼ؇ނأ ڣݯ؇ء (E ,+, .) ܳ٭ܝ݆
݁ފٺ݄ݠة ّޚٴ٭گ؇ت (.)،(+) اܳأ݄ܹ٭ٺ؇ن (E ,‖.‖) َޙ٭݄޶ ሒᇼ؇ނأ

(+) : E ×E → E
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(x, y) → x + y

(.) : K×E → E

(λ, x) →λ.x

اոॻలॆूت:
ොຳ٭ت: (x, y) ިොຶ ݁ٺگ؇ر۰ً E ×E َگ؇ط ݆݁ ݁ٺٺ؇ܳ٭۰ (zn)n∈N ܳٺܝ݆ .1

∀n ∈N ; zn = (xn, yn)

إذن:
xn

E→ x ∧ yn
E→ y∥∥xn + yn − (x + y)

∥∥ = ∥∥xn −x + yn − y
∥∥

≤ ‖xn −x‖+∥∥yn − y
∥∥

xn∥∥و݁ٷ۬: + yn − (x + y)
∥∥ E→ 0

.E ሒᇭ x + y ިොຶ ਐಾگ؇رب (xn + yn)n∈N إذن:
݁ފٺ݄ݠ. ّޚٴ٭ݑ (+) و༟ܹ٭۬:

ොຳ٭ت: K ๤ཛྷ؇؜ٷ ݆݁ (λn)n∈N و E َگ؇ط ݆݁ ݁ٺٺ؇ܳ٭۰ (xn)n∈N ܳٺܝ݆ .2
xn

E→ x ∧ λn
k→λ

‖λn xn −λx‖ = ‖λn xn −λn x +λn x −λx‖
≤ ‖λn xn −λn x‖+‖λn x −λx‖
≤ ‖λn(xn −x)‖+‖x(λn −λ)‖
≤ |λn| |(xn −x)‖+|λn −λ)|‖x‖

و݁ٷ۬:
‖λn xn −λx‖ E→ 0
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λx ިොຶ ਐಾگ؇رب (λn xn)n∈N إذن:
݁ފٺ݄ݠ. (.) و༟ܹ٭۬:

ոॾ఩خ ո۠ؔءات 3 .3 .1

3 .1 ؉ֵ ׂ֔ۑ
إذا: وڣگޔ إذا Cauchy ܳـ ؇ዛኡأ ݁ٺٺ؇ܳ٭۰ ؜݆ َگިل

∀ϵ> 0∃m ∈N;∀p, q ∈ N; (p ≥ m)∧ (q ≥ m) =⇒ d(xp , xq ) < ϵ

15 .1 ڲ٢જ੻ר١
(xn)n∈N ܳـ Ⴄ၍ن إذا E َگ؇ط ݆݁ Cauchy ܳـ ݁ٺٺ؇ܳ٭۰ (xn)n∈N و َޙ٭݄޶ ڣݯ؇ء (E ,‖.‖) ܳ٭ܝ݆

.x ިොຶ ਐಾگ؇رب (xn)n∈N ڣ؆ن E ݆݁ x ا৙৑ڢܭ আॻ༟ ఈః݁ݬگ۰ ڢ٭۰݄

اոॻలॆूت:
إذن: ϵ> 0 ܳ٭ܝ݆

∃m ∈N;∀p, q ∈ N; (p ≥ m)∧ (q ≥ m) =⇒ ∥∥xp −xq

∥∥< ϵ

2

إذن: (xn)n∈N ܳـ ఈః݁ݬگ۰ ڢ٭۰݄ x أن ؇ஓ୾و
∃n0 ∈N;n0 ≥ m;

∥∥xn0 −x
∥∥< ϵ

2

ڣ؆ن: n ≥ n0 ෠ຳ٭ت n ∈N Ⴄ၍ن و݁ٷ۬:إذا
‖xn −x‖ ≤ ‖xn −xn0‖+‖xn0 −x‖ < ϵ

2
+ ϵ

2

إذن: ؇݁؇ஓ஄ ݁ިۏص ܋٭ࠕࠫ ϵ أن ؇ஓ୾و ‖xn −x‖ < ϵ ڣ؆ن n ≥ n0 ؇ৎ৊ أي
∀ϵ> 0;∃n0 ∈N;∀n ∈N;n ≥ n0 =⇒ ‖xn −x‖ < ϵ
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4 .1 ؉ֵ ׂ֔ۑ
. ڣ٭۬ ݁ٺگ؇ر۰ً َگ؇ޗ۬ ݆݁ Cauchy ܳـ ݁ٺٺ؇ܳ٭۰ ႟၍ ೑಻Ⴄ၍ إذا وڣگޔ إذا ّ؇م أَ۬ E ؜݆ َگިل

5 .1 ؉ֵ ׂ֔ۑ
ً؇ܳٷޙࡗࡲ. اৎ৊ܹۜگ۰ గጻዧފ؇ڣ۰ ً؇ܳྡྷފٴ۰ ّ؇م Ⴄ၍ن إذا ሒᇕ؇਍ಸ أَ۬ E َޙࡗࡲ ሒᇼ؇ނأ ڣݯ؇ء ؜݆ َگިل

2 .1 ႞႖أڲ׭
਍ಸ؇خ. ڣݯ؇ءات ሒሃ n ∈Nn و Rn ،C ،R

اिऻר׫ٝ: اڤץ֔׿ ذات اڤר܊מڵמ١ اڤ۾ո֔֍מ١ اڤءո۠ءات 2 .5
K=R∨K=C ሒᇆ؊ل؇ᆙᆘ ႟၍ ሒᇭ

2 .1 ١ֵ ֿ܊ۑ
႟၍ ڣ؆ن ݁ٷٺ۬ ًأڎ ذو E Ⴄ၍ن إذا (K = R∨K = C)K اࠍ੆گܭ আॻ༟ َޙ٭݄޶ ሒᇼ؇ނأ ڣݯ؇ء E

݁ٺႤၽڣ۰٪. E আॻ༟ اৎ৊أݠڣ۰ اܳٷޙܾ

3 .1 ڲ୹୴ؼ܊١
ّ؇م. ଫଃ༚ ا৙৑ݿ؇س ۋگܭ Ⴄ၍ن إذا 1 .2 ل۰ اܳٷޙݠ ౫౜ళگݑ ৖৑ ڢڎ

2 .1 ١ວמ༖໪
(K = R∨K = C) K اࠍ੆گܭ আॻ༟ (n ∈ N∗) n ݁ٷٺ۬ ًأڎ ذو َޙ٭݄޶ ሒᇼ؇ނأ ڣݯ؇ء E ܳ٭ܝ݆

:؇਍ಱᄴᄟ لܝިن ؜ٷڎࢱࣖ
لܝިن f : E → F ۊޚ޶ ّޚٴ٭ݑ ႟၍ ڣ؆ن K اࠍ੆گܭ َڰݴ আॻ༟ َޙ٭݄޶ ሒᇼ؇ނأ ڣݯ؇ء F Ⴄ၍ن 1.إذا
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݁ފٺ݄ݠ.
. ଫଐ݁اݬ۰ A ⇔ وො੼ڎودة ݁؞ܹگ۰ A ،A ∈ P (E) ܳٺܝ݆ .2

. ਍ಸ؇خ ڣݯ؇ء E .3
.੯੩݁؞ E ݆݁ F ሒᆶඹජ ሒᇼ؇ނأ ڣݯ؇ء ႟၍ .4

اոॻలॆूت:
: إذن x ∈ E وܳ٭ܝ݆ ‖.‖ ًـ F 1‖.‖و ً؇ܳٷޙࡗࡲ E ߖ߳ود E ل ڢ؇༟ڎة {e1,e2, ...,en} 1.ܳ٭ܝ݆

∃x1, x2, ..., xn ∈K; x =
n∑

k=1

xkek

و݁ٷ۬:
f (x) =

n∑
k=1

xk f (ek)

و݁ٷ۬:
‖ f (x)‖ = ∥∥∑n

k=1 xk f (ek)
∥∥

≤∑n
k=1 xk |xk |‖ f (ek)‖

≤ ‖x‖l‖ f (ek)‖
َݯؕ:

sup
k=1,n

‖ f (ek)‖ = M

෠ຶڎ: ؜ٷڎࢱࣕ
‖ f (x)‖ ≤ M‖x‖I

ڣ؆ن: x1, x2 ∈ E Ⴄ၍ن إذا و݁ٷ۬
‖ f (x1)− f (x2)‖ ≤ M‖x1 −x2‖I

ڣ؆ن ݁ٺႤၽڣ۰٪ E আॻ༟ اܳٷޙܾ أن ؇ஓ୾و ‖.‖I ܳـ ً؇ܳྡྷފٴ۰ E আॻ༟ ݁ފٺ݄ݠ ڣ۳ި k = M ྲྀྡྷފٴ۰ f و݁ٷ۬
َޙࡗࡲ ৙৑ي اܳྡྷފٴ۰ E আॻ༟ ل۰ ଫଐܳ٭ྟލ f

.E ݆݁ ۰ਃಮඹජ ۰༟ިᆇ୞୘ A ܳٺܝ݆ .2
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.มᘟኗࣖࢻ اܳٺႤၽڣޝ ڣ؆ن A =; ೑಻Ⴄ၍ إذا •
،x ∈ E ިොຶ ݁ٺگ؇ر۰ً A َگ؇ط ݆݁ ݁ٺٺ؇ܳ٭۰ (xn)n∈N وܳٺܝ݆ ༠؇ܳ٭۰ و྘ܳފب ଫଐ݁اݬ۰ A أن َڰݠض •

وۋ٭ڎة. ఈః݁ݬگ۰ ڢ٭۰݄ ጥ጑ஓ஄ ڣ۳޶ ݁ٺگ؇ر۰ً (xn)n∈N أن ؇ஓ୾و
.(a ∈ A) A ሌᇿإ ོྡྷٺ݄޶ a ఈః݁ݬگ۰ ڢ٭۰݄ ا৙৑ڢܭ আॻ༟ ጥ጑ஓ஄ (xn)n∈N ڣ؆ن ଫଐ݁اݬ۰ A أن ؇ஓ୾

݁؞ܹگ۰. A إذن x ∈ A و݁ٷ۬ a = x إذن:
إذن: ො੼ڎودة ྘ܳފب A أن َڰݠض

∀a ∈R,∃xa ∈ A;‖xa‖ > a

إذن
∀n ∈N,∃xn ∈ A;‖xn‖〉n

݆݁ (xk)k∈N ۰༥݁ފٺۛݠ ݁ٺٺ؇ܳ٭۰ ༥ިّڎ ݁ٷ۬ و আॻ༟৙৑ا ݆݁ ො੼ڎودة ྘ܳފب (xn)n∈N اৎ৊ٺٺ؇ܳ٭۰ ڣ؆ن ሒᇿ؇وً؇ܳٺ
ොຳ٭ت: (xn)n∈N

lim
k→+∞

(
xnk

)=+∞

ො੼ڎودة. A إذن ଫଐ݁اݬ۰ A ܋ިن ؕ݁ ਍ಾ؇ڢݥ و۱ڍا ఈః݁ݬگ۰ ڢ٭۰݄ ጥ጑ஓ஄ ৖৑ (xnk )n∈N ሒᇿ؇وً؇ܳٺ
: اܳأܝݴ

ۋފص Knިොຶ E ݆݁ ϕ Ismorphisme ل༥ިڎ أَ۬ َأ޺޾ ،E আॻ༟ ො੼ڎودة و ݁؞ܹگ۰ ۰༟ިᆇ୞୘ A َڰݠض
ل؇ن ଫଐৎ৊ا ይዧڰݯ؇ءان homéomorphisme ؜݆ ؜ٴ؇رة ި۱ ϕ و݁ٷ۬ ݁ފٺ݄ݠان ϕ−1 و ϕ 1 - 2 .1 ۰༶اܳٷྥ٭

أن: ؇ஓ୾و Kn ሒᇭ ଫଐ݁اݬ۰ ڣ۳޶ Knሒᇭ وො੼ڎودة ݁؞ܹگ۰ ۰༟ިᆇ୞୘ ሒሃ ϕ(A) و݁ٷ۬ Kn،E

A =ϕ−1(ϕ(A))

.E ଫଐ݁اݬ۰ A إذن
.E َگ؇ط ݆݁ Cauchy ܳـ ݁ٺ؇ܳ٭۰ (Un)n∈N ܳٺܝ݆ .3

إذن: ො੼ڎودة (Un)n∈N أن ؇ஓ୾
∃r > 0;{Un,n ∈N} ⊆ B(0,r )
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ሒᇿ؇وً؇ܳٺ E ሒᇭ ଫଐ݁اݬ۰ B(0,r ) ڣ؆ن 2 - 2 .1 ۰༶اܳٷྥ٭ ۋފص إذن وො੼ڎودة ݁؞ܹگ۰ B(0,r ) أن ؇ஓ୾
݁ٺگ؇ر۰ً (Un)n∈N ڣ؆ن 17 .2 ا۱ଫଊৎ৊ٷ۰ ۋފص إذن a ∈ E ا৙৑ڢܭ আॻ༟ ఈః݁ݬگ۰ ڢ٭۰݄ (Un)n∈N గጻዧٺٺ؇ܳ٭۰

ّ؇م. E Eو݁ٷ۬ ًـ
3 -2 .1 ۰༶اܳٷྥ٭ ۋފص ّ؇م ڣ۳ި ሒᇿ؇وً؇ܳٺ ݁ٷٺ۬ ًأڎ ذو F إذن ،E ݆݁ ሒᆶඹජ ሒᇼ؇ނأ ڣݯ؇ء F ܳ٭ܝ݆ .4
F َگ؇ط ݆݁ ๴ཇިܳـܝ ݁ٺٺ؇ܳ٭۰ (xn)n∈N إذن E ݆݁ x ިොຶ ݁ٺگ؇ر۰ً F َگ؇ط ݆݁ ݁ٺٺ؇ܳ٭۰ (xn)n∈N ܳٺܝ݆

أي: F ሒᇭ ݁ٺگ؇ر۰ً (xn)n∈N إذن ّ؇م ଫଃ༠৙৑ا ۱ڍا أن ؇ஓ୾و
x ∈ F

.੯੩݁؞ F إذن
(أ۰ո۰מ١) :3 .1 ١ֵ ֿ܊ۑ

لܝިن: ؜ٷڎࢱࣖ َޙ٭݄޶ ሒᇼ؇ނأ ڣݯ؇ء (E ,‖.‖) ܳ٭ܝ݆
݁ٷٺ۬ ًأڎ ذو E ⇔ ଫଐ݁اݬ۰ B(0,1)

اոॻలॆूت:
ଫଐ݁اݬ۰. B(0,1)-2 2 .1 ۰༶اܳٷྥ٭ ۋފص إذن ݁ٷٺ۬ ًأڎ ذو E أن َڰݠض

: ༟ܝފ٭؇
:؇਍ಱᄴᄟ ݁ٷٺ۬. ًأڎ ذو E و E ሒᇭ B(0,1) أن َڰݠض

B(0,1) ⊆ ⋃
x∈B(0,1)

B(x,1)

و݁ٷ۬:
∃x1, x2, ..., xn ∈ B(0,1);B(0,1) ⊆

n⋃
k=1

B(xk ,1)...(∗)

َݯؕ:
F = vect {x1, x2, ..., xn}
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:ሒᇿ؇وً؇ܳٺ ݁ٷٺ۬ ًأڎ ذو E ݆݁ ሒᆶඹජ ሒᇼ؇ނأ ڣݯ؇ء F إن
∃x ∈ E , x ∉ F

ڣ؆ن: (3 ا৕৑ݿگ؇ط(اܳڰݱܭ ل۰ َޙݠ ۋފص وො੼ڎب ّ؇م F أن ؇ஓ୾
∃y ∈ F ;‖x − y‖ = d(x,F )

‖x − y‖〉0 :؇਍ಱᄴᄟ
َݯؕ: و݁ٷ۬

x0 = x − y

‖x − y‖
ڣ٭ܝިن:

x0 ∈ B(0,1)

ڣ؆ن: 0 ∈ F ஓ୾؇أن:
d(x0,F ) ≤ ‖x0 −0‖

و݁ٷ۬:
d(x0,F ) ≤ 1 ...(1)

ڣ؆ن: z ∈ F Ⴄ၍ن: إذا أَ۬ ఈఃَۏޓ ܳـܝ݆
‖x0 − z‖ =

∥∥∥ x−y
‖x−y‖ − z

∥∥∥
= 1

‖x−y‖‖x − y−‖‖x − y‖z‖
= 1
‖x−y‖

∥∥x − (y+∥∥∥∥x − y
∥∥‖z)‖

إذن:
1

‖x − y‖d(x,F ) ≤ ‖x0 − z‖

و݁ٷ۬:
1 ≤ ‖x0 − z‖
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إذن: F ݆݁ ܋٭ࠕࠫ z ܳـܝ݆
∀z ∈ F 1 ≤ ‖x − z0‖

:ሒᇿ؇وً؇ܳٺ
d(x0,F ) ≥ 1 ...(2)

أن: ૭૙ྥٷٺھ (2) و (1) ݆݁
d(x0,F ) = 1

و݁ٷ۬:
∀k = 1,n;‖x0 −xk‖ ≥ 1

∀k = 1,n; x0 ∉ B(xk ,1)

إذن:
x0 ∉

n⋃
k=1

(xk ,1)

ଫଐ݁اݬ۰، ଫଃ༚ 0,1 إذن (*) ؕ݁ ਍ಾ؇ڢݥ و۱ڍا
݁ٷٺ۬. ًأڎ ذو E و݁ٷ۬



2 اڤءۢڞ
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،ሒᇆଫଊܹ۱ اܳލٴ۬ اܳڰݯ؇ء ቕ቉ اܳފగఒ޶ اࠍ੊ڎاء لژ ਐಸأݠ ࢻࣖأ ۱٭ଫଊܹت، ڣݯ؇ءات ࢻࣖراݿ۰ اܳڰݱܭ ۱ڍا ሒᇭ ᆇᅪٷ؇
اৎ৊ݠاۏؕ ݆݁ ႟ၽً اܳڰݱܭ ۱ڍا ሒᇭ اݿٺأٷ؇ اܳݯأ٭ژ اܳٺگ؇رب أଫଃ༠ا و ۰ਃಾଫଊܹୖ୒ا اܳڰݯ؇ءات اܳٺأ؇݁ڎ،

.[8]،[7]،[6]،[2]

اڤۻஈஃܧ اݾ঻׿اء 1 .2
1 .2 ؉ֵ ׂ֔ۑ

ّޚٴ٭ݑ ႟၍ E আॻ༟ ݿగఒ޶ ༥ڎاء ૭૙݄޶ (k= R أو k=C) k اࠍ੆گܭ আॻ༟ ሒᇼ؇ނأ ڣݯ؇ء E ܳ٭ܝ݆
ොຬگݑ: ϕ : E ×E −→k ۋ٭ت: ϕ

لܝިن E ݆݁ y ႟ၽܳ
1 . ∀x1, x2 ∈ E ;∀λ1,λ2 ∈k;ϕ(λ1x1 +λ2x2, y) =λ1ϕ(x1, y)+λ2ϕ(x2, y)

2 . ∀x, y ∈ Eϕ(x, y) =ϕ(y, x)

3 . ∀x ∈ E ;ϕ(x, x) ≥ 0

4 . ∀x ∈ E ;ϕ(x, x) = 0 =⇒ x = 0

1 .2 ڲ୹୴ؼ܊١
لܝިن E ݆݁ x ႟၍ أ༥ܭ ݆݁

∀y1, y2 ∈ E ; ∀λ1,λ2 ∈K ; ϕ(x,λ1y1 +λ2y2) =λ1ϕ(x, y1)+λ2ϕ(x, y2)
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اոॻలॆूت:

ϕ(x,λ1y1 +λ2y2) = ϕ(λ1y1 +λ2y2, x)

=λ1ϕ(y1, x)+λ2ϕ(y2, x)

=λ1 ϕ(y1, x)+ λ2 ϕ(y2, x)

=λ1ϕ(x, y1)+λ2ϕ(x, y2)

1 .2 ႞႖أڲ׭
ϕ اܳٺޚٴ٭ݑ Kn আॻ༟ َأݠف .1

ϕ : Kn ×Kn −→K

(x, y) 7−→ϕ(x, y) =
n∑

k=1

xk yk

.ሒᇃިَ؇اܳگ اܳފగఒ޶ اࠍ੊ڎاء ް݄૭૏ Kn আॻ༟ ݿగఒ޶ ༥ڎاء لأݠف ϕ إن

اոॻలॆूت:
ۋ٭ت λ1,λ2 ∈K و x, x ′, y ∈Kn ܳ٭ܝ݆:

x = (x1, x2, ..., xn)

x ′ = (x ′
1, x ′

2, ..., x ′
n)

y = (y1, y2, ..., yn)



32HILBERT ڣݯ؇ءات .2 اܳڰݱܭ

ڣ٭ܝިن:
ϕ(λ1x +λ2x ′, y) =

n∑
k=1

(λ1xk +λ2x ′
k)yk

=
n∑

k=1

λ1xk yk +
n∑

k=1

λ2x ′
k yk

=λ1

n∑
k=1

xk yk +λ2

n∑
k=1

x ′
k yk

=λ1ϕ(x, y)+λ2ϕ(x ′, y) ...i )

ϕ(x, y) =
n∑

k=1

xk yk =
n∑

k=1

xk yk =
n∑

k=1

yk xk =ϕ(x, y) ...i i )

ϕ(x, x) =
n∑

k=1

xk xk =
n∑

k=1

|xk |2 = 0 ⇒ xk = 0,∀k = 1,n

⇒ x = 0 ...i i )

ϕ(x, x) =
n∑

k=1

|xk |2 ≥ 0 ...i v)

ݿగఒ޶. ༥ڎاء لأݠف ϕ و݁ٷ۬
:ሒᇿ؇اܳٺ ႟ၽܳލ؇ً اৎ৊أݠڣ۰ l 2(K) 2.ܳٺܝ݆

l 2(K) =
{

(xn)n∈N ∈KN,
∑
n≥0

|xn|2cv

}
ًـ: اৎ৊أݠف اܳٺޚٴ٭ݑ إن

ϕ : l 2(K)× l 2(K) −→K

(x, y) 7→ϕ(x, y) = ∑
n≥0

xn yn

l 2(K) আॻ༟ ݿగఒ޶ ༥ڎاء لأݠف
K আॻ༟ ሒᇼ؇ނأ ڣݯ؇ء l 2(K) أن ཹྦྷٴب
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:؇਍ಱᄴᄟ ،λ ∈K xو = (xn)n∈N ∈ l 2(k) ∑ܳ٭ܝ݆
n≥0

|λxn| =
∑
n≥0

|λx|2 = ∑
n≥0

|λ|2|x|2 = |λ|2 ∑
n≥0

|x|2

إذن: ݁ٺگ؇ر۰ً ∑
n≥0

|λx|2 و݁ٷ۬:
λx ∈ l 2(K)

اܳٺ؇ܳ٭۰: اܳٺިޗ۰٪ ሌᇿا ොຶٺ؇ج x + y ∈ l 2(K) أن ཹྦྷٴب ปฆۋ

1 .2 ׂܙ܈כ١
:؇਍ಱᄴᄟ x, y ∈K ႟၍ أ༥ܭ ݆݁

(|x|+ |y |)2 ≤ 2(|x|2 +|y |2)

اոॻలॆूت:
:؇਍ಱᄴᄟ x, y ∈K ႟၍ أ༥ܭ ݆݁

(|x|+ |y | ≥ 0)

|x|2 +|y |2 −2|x||y | ≥ 0

|x|2 +|y |2 ≥ 2|x||y |

2(|x|2 +|y |2) ≥ (|x|+ |y |)2

و݁ٷ۬:
(|x|+ |y |)2 ≤ 2(|x|2 +|y |2)

x = (xn)n∈N ∈ l 2(K) ; y = (yn)n∈N ∈ l 2(K) ܳٺܝ݆

َݯؕ:
∀n ∈N ; Sn =

n∑
k=1

|xk + yk |2
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:؇਍ಱᄴᄟ
∀k ∈ {1,2, ...,n} ; |xk + yk |2 ≤ (|xk |+ |yk |)2 ≤ 2

(|xk |2 +|y2
k |

)
و݁ٷ۬:

∀N ∈N;Sn ≤ 2(
n∑

k=1

|xk |2 +
n∑

k=1

|yk |2)

إذن: ො੼ڎودّ؇ن ڣ۳݄؇ ݁ٺگ؇رਐಸ؇ن n∑
k=1

|yk |2 و n∑
k=1

|xk |2 اৎ৊ٺٺ؇ܳ٭ٺ؇ن أن ؇ஓ୾

∃M1, M2 ∈R∗
+ ; ∀n ∈N ; 2

(
n∑

k=1

|xk |2 +
n∑

k=1

|yk |2
)
≤ 2(M1 +M2)

لިݪؕ:
2(M1 +M2) = M ∈R∗

+

෠ຶڎ:
∀n ∈N;Sn ≤ M

݁ٺگ؇ر۰ً. ∑
n≤0

|xn + yn|2 ᄭᄥاܳފܹފ أي ݁ٺگ؇ر۰ً sn : إذن
x + y ∈ l 2 و݁ٷ۬:

.K اࠍ੆گܭ আॻ༟ ሒᇼ؇ނأ ڣݯ؇ء l 2(K) و༟ܹ٭۬
y = (yn)n∈N ∈ l 2(K) و x = (xn)n∈N ∈ l 2(K) ႟ၽܳ ොຳ٭ت ϕ اܳٺޚٴ٭ݑ l 2(K)×l 2(K) আॻ༟ َأݠف

َݯؕ:
ϕ(x, y) = ∑

n≥0
xn yn

ڣ؆ن: n ∈N Ⴄ၍ن إذا ఈఃڣأ ۏ٭ڎا، ݁أݠف ϕ إن
y = (yn)n∈N ∈ l 2(K)

و༟ܹ٭۬:
∀k = 0,n ; (|xk |+ |yk |) ≥ 0

:ሒᇿ؇وً؇ܳٺ
|xk yk | ≤ 1

2

(
n∑

k=1

|xn|2 +
n∑

k=1

|yk |2
)
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و݁ٷ۬:
∃M ∈R+ ;

n∑
k=1

|xk yk | ≤ M

݁ٺگ؇ر۰ً ڣ۳޶ ݁ޚܹگ؇ ݁ٺگ؇ر۰ً ∑
n≤0

xn yn ᄭᄥاܳފܹފ إذن
৙৑ن: ݿగఒ޶ ༥ڎاء ϕ

:؇਍ಱᄴᄟ K ݆݁ y ႟၍ أ༥ܭ ݆݁
∀x1 = (xn)n∈N , x2 = (ωn)n∈N ∈ l 2(K);ϕ(x1 +x2, y) = ∑

n≥0
(xn +ωn)yn

= ∑
n≥0

xn + yn + ∑
n≥0

ωn yn

=ϕ(x1, y)+ϕ(x2, y)

∀λ ∈k,∀x = (xn)n∈N ∈ l 2(K) ; ϕ(λx, y) = ∑
n≥0

λxn yn

=λ
∑
n≥0

λxn yn

=λϕ(x, y)...i )

:؇਍ಱᄴᄟ l 2(K) ݆݁ x = (xn)n∈N ႟၍ أ༥ܭ ݆݁
∀x = (xn)n∈N, y = (ωn)n∈N ∈ l 2(K) ; ϕ(x, y) = ∑

n≥0
xn yn

= ∑
n≥0

xn yn

= ∑
n≥0

yn xn

=ϕ(x, y) ...i i )

:؇਍ಱᄴᄟ x = (xn)n∈N ∈ l 2(K) ႟၍ أ༥ܭ ݆݁
ϕ(x, x) = 0 ⇒ ∑

n≥0
|xn|2 = 0 ⇒ xn = 0,∀n ∈N⇒ x = 0 ...i i i )

ألݯ؇: ؇਍ಱᄴᄟو
ϕ(x, x) = ∑

n≥0
|xn|2 ≥ 0
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1 .2 ચੴ݊ݦڲ
ਲ਼ਦීෂ؇ً E আॻ༟ اܳފగఒ޶ ࠯࠵࠾ڎاء ਲ਼ਦߖߵ ؇਍಻؇ڣ (K=R ∨K=C)K اࠍ੆گܭ আॻ༟ ሒᇼ؇ނأ ڣݯ؇ء E Ⴄ၍ن إذا

وَܝٺص: 〈,〉

〈,〉 : E ×E →K

(x, y) 7→ 〈x, y〉

ᆃᄷજ੻٢ڪ اڤ۾ץٝ اڤءո۠ء 2 .2
1 .2 ؉ֵ ׂ֔ۑ

ڣݯ؇ء E ૭૙݄޶ ،〈,〉 ݿగఒ޶ ෠ຳڎاء ਲ਼ਦود (K=R∨K=C) Kگܭ੆اࠍ আॻ༟ ሒᇼ؇ނأ ڣݯ؇ء E ܳ٭ܝ݆
.(H ,〈,〉) ًـ: ᄩᄟ ਲ਼ਦوߖߵ ሒᇆଫଊܹ۱ ނٴ۬

2 .2 ڲ୹୴ؼ܊١
إڢܹ٭ڎل؇. ڣݯ؇ءا ݁ٷٺ۬ ًأڎ ذو (R اࠍ੆گܭ আॻ༟)ࠫۋگ٭ࠔ ሒᇆଫଊܹ۱ ނٴ۬ ڣݯ؇ء ૭૙݄޶ •

.มฆ۱ݠ݁٭ ڣݯ؇ء ݁ٷٺ۬ ًأڎ ذو C اࠍ੆گܭ আॻ༟ ሒᇆଫଊܹ۱ ނٴ۬ ڣݯ؇ء ૭૙݄޶ •

1 .2 ڲ٢જ੻ר١
ۋ٭ت: ϕ اܳٺޚٴ٭ݑ ؜ٷڎࢱࣕ ሒᇆଫଊܹ۱ ނٴ۬ ڣݯ؇ءا (H ,〈,〉) ܳ٭ܝ݆

ϕ :H 7→R+

x 7→ϕ(x) =
√
〈x, x〉
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اܳފగఒ޶). ً؇ࠍ੊ڎاء اৎ৊ܹۜݑ اܳٷޙࡗࡲ ް݄૭૏) H আॻ༟ َޙࡗࡲ لأݠف

اոॻలॆूت:
اܳފగఒ޶. ࠯࠵࠾ڎاء (i v) اࠍ੅؇ݬ٭۰ ݆݁ اَޚఈఃڢ؇ ۏ٭ڎا ݁أݠف ϕ إن •

.ϕ(0) = 0 أن ༃واࡵ •
اܳފగఒ޶) ࠯࠵࠾ڎاء (i i i ) اࠍ੅؇ݬ٭۰ ݆݁) x = 0 و݁ٷ۬ 〈x, x〉 = 0 ڣ؇ن ϕ(x) = 0 ොຳ٭ت x ∈ H ܳ٭ܝ݆

ڣ؆ن: λ ∈K, x ∈ H ܳ٭ܝ݆ •
ϕ(λx) =

√
〈λx,λx〉

=
√
λλ〈x, x〉

= |λ|ϕ(x)

ϕ(x + y) ≤ϕ(x)+ϕ(y) أن: ཹྦྷٴب •
اܳٺ؇ܳ٭۰: اܳٺިޗ۰٪ ሌᇿإ ොຶٺ؇ج ዻዧذ ਊು৕৑؇ت

( Cauchy-Schwartz ١ཚৌاજઁڲ ) :2 .2 ׂܙ܈כ١
: ۋ٭ت ϕ اܳٺޚٴ٭ݑ ܳ٭ܝ݆ و ሒᇆଫଊܹ۱ ނٴ۬ ڣݯ؇ء (H ,〈,〉) ܳ٭ܝ݆

ϕ : H −→R+

x 7→ϕ(x) =
√

〈x, x〉

∀x, y ∈ H ; |〈x, y〉| ≤ϕ(x)ϕ(y) لܝިن: ؜ٷڎࢱࣕ

اոॻలॆूت:
أَ۬: ఈఃَۋޓ

ࢻࣖا۰۱. ො੼گگ۰ 2 .2 اܳٺިޗ۰٪ ڣ؆ن 〈x, y〉 = 0 Ⴄ၍ن إذا
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႟ၽܳ أරඝى ۏ۰۳ و݆݁ ϕ2(x +λy) ≥ 0 ۏ۰۳ ݆݁ ؇਍ಱᄴᄟ ،x, y ∈ H وܳٺܝ݆ ،〈x, y〉 6= 0 أن َڰݠض
:؇਍ಱᄴᄟ λ ∈K

ϕ2(x +λy) = 〈x +λy, x +λy〉
= 〈x, x +λy〉+λ〈y, x +λy〉
= 〈x, x〉+λ〈x, y〉+λ〈y, x〉+λλ〈y, y〉

و݁ٷ۬:
ϕ2(x +λy) =ϕ2(x)+λ〈x, y〉+λ〈y, x〉+ |λ|2 +ϕ2(y)

=ϕ2(x)+2Re(λ〈x, y〉)+|λ|2ϕ2(y)

و݁ٷ۬:
∀λ ∈ k ; |λ|2ϕ2(y)+2Re(λ〈x, y〉)+ϕ2(x) ≥ 0

ࢻࣖا۰۱. ො੼گگ۰ 2 .2 اܳٺިޗ۰٪ و؜ٷڎࢱࣕ y = 0 ڣ؆ن ϕ(y) = 0 Ⴄ၍ن إذا
ڣٷ༶ڎ: t ∈R ۋ٭ت λ= t〈x, y〉 وً؊༠ڎ ϕ(y) 6= 0 أن َڰݠض

|λ|2 = t 2|〈x, y〉|2

و݁ٷ۬:
∀t ∈R ; |〈x, y〉|2ϕ2(y)t 2 +2|〈x, y〉|2t +ϕ2(x) ≥ 0

إذن:
|〈x, y〉|4 −|〈x, y〉|2ϕ2(x)ϕ2(y) ≤ 0

و݁ٷ۬:
|〈x, y〉|4 ≤ |〈x, y〉|2ϕ2(x)ϕ2(y)

إذن:
|〈x, y〉| ≤ϕ(x)ϕ(y)

ො੼گگ۰. 2 .2 اܳٺިޗ۰٪ إذن
و݁ٷ۬:

ϕ2(x + y) =ϕ2(x)+2Re〈x, y〉+ϕ2(y)
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ϕ2(x + y) ≤ϕ2(x)+2|Re〈x, y〉|+ϕ2(y)

≤ϕ2(x)+2|〈x, y〉|+ϕ2(y)

෠ຶڎ: 2 .2 اܳٺިޗ۰٪ وۋފص
ϕ2(x + y) ≤ϕ2(x)+2ϕ(x)ϕ(y)+ϕ2(y)

ϕ2(x + y) ≤ (ϕ(x)+ϕ(y))2

ϕ(x + y) ≤ϕ(x)+ϕ(y)

.H আॻ༟ َޙࡗࡲ لأݠف ϕ و݁ٷ۬

2 .2 ڲ٢જ੻ר١
:؇਍ಱᄴᄟ لܝިن ؜ٷڎࢱࣕ x ∈ H و ሒᇆଫଊܹ۱ ނٴ۬ ڣݯ؇ء H ܳ٭ܝ݆

‖x‖ = sup{|〈y, x〉|; y ∈ H ;‖y‖ ≤ 1}

اոॻలॆूت:
ڣ؆َ۬: x = 0 Ⴄ၍ن إذا x ∈ H ܳ٭ܝ݆

∀y ∈ H , ‖y‖ ≤ 1 ; |〈y, x〉| = 0

=⇒ sup{|〈y, x〉|;‖y‖ ≤ 1} = sup{0} = 0 = |x|

‖y‖ ≤ 1 ۋ٭ت y ∈ H وܳ٭ܝ݆ ،x 6= 0 أن َڰݠض
෠ຶڎ: (Cauchy-Schwartz) ّިޗ۰٪ ً؇ݿٺأ݄؇ل

|〈y, x〉| ≤ ‖y‖‖x‖ ≤ ‖x‖

إذن:
sup{|〈y, x〉|; y ∈ H ;‖y‖ ≤ 1|} ≤ ‖x‖ ...(1)
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1
‖x‖ .x = y0 وًިݪؕ: ‖x‖ ≥ 0 أن ؇ஓ୾

و݁ٷ۬: ‖y0‖ = 1 ෠ຶڎ
|〈y0, x〉| ≤ sup{|〈y, x〉| ; y ∈ H ;‖y‖ ≤ 1}

ܳـܝ݆:
|〈y0, x〉| =

∣∣∣〈 1
‖x‖x, x

〉∣∣∣
= 1

‖x‖ |〈x, x〉|
= ‖x‖

إذن:
‖x‖ ≤ sup{|y, x|; y ∈ H ,‖y‖ ≤ 1} ...(2)

෠ຶڎ: (2) و (1) ݆݁
|x| = sup

{|〈y, x〉| ; y ∈ H , |y | ≤ 1
}

1 .2 ١ວמ༖໪
َޙ٭݄޶. ڣݯ؇ء ި۱ ሒᇆଫଊܹ۱ ނٴ۬ ڣݯ؇ء ႟၍

ا୹୴ۛॊूع ڲ׫ܙازي ڲۻոواة :2 .2 ڲ٢જ੻ר١
:؇਍ಱᄴᄟ ሒᇆଫଊܹ۱ ނٴ۬ ڣݯ؇ء (H ,〈,〉) ܳ٭ܝ݆

∀x, y ∈ H ;‖x + y‖2 +‖x − y‖2 = 2(‖x‖2 +‖y‖2)

اոॻలॆूت:
:؇਍ಱᄴᄟ

‖x + y‖2 = 〈x + y, x + y〉
= ‖x‖2 +‖y‖2 +2Re〈x, y〉 ...(1)



41HILBERT ڣݯ؇ءات .2 اܳڰݱܭ

ألݯ؇: ؇਍ಱᄴᄟو
‖x − y‖2 = 〈x − y, x − y〉

= 〈x, y〉−〈x, y〉−〈x, y〉+〈y, y〉
= ‖x‖2 −‖y‖2 −2Re〈x, y〉 ...(2)

෠ຶڎ: (2) و (1) ؕᆇ໶ໜ
‖x + y‖2 +‖x − y‖2 = 2(‖x‖2 +‖y‖2)

3 .2 ڲ୹୴ؼ܊١
اܳأ؇۰݁. ᄭᄟ؇੆اࠍ ሒᇭ ොේ٭ں ଫଃ༚ اܳފ؇ًگ۰ 1 .2 ۰༶اܳٷྥ٭ ༟ܝݴ

1 .2 ١ֵ ֿ܊ۑ
Ⴄ၍ن: إذا R اࠍ੆گܭ আॻ༟ َޙ٭݄޶ ڣݯ؇ء (E ,‖.‖) ܳ٭ܝ݆

∀x, y ∈ E ;‖x + y‖2 +‖x − y‖2 = 2(‖x‖2 +‖y‖2)

ًـ: E ×E আॻ༟ اৎ৊أݠف اܳٺޚٴ٭ݑ ڣ؆ن
∀(x, y) ∈ E ×E ;ϕ(x, y) = 1

4
(‖x + y‖2 −‖x − y‖2)

.E ×E আॻ༟ ۋگ٭ࠔࠫ ݿగఒ޶ ༥ڎاء لأݠف

اܳٺ؇ܳ٭۰: اܳٺިޗ۰٪ ሌᇿإ ොຶٺ؇ج ዻዧذ ਊುఇዳዧ؇ت
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3 .2 ׂܙ܈כ١
ۋ٭ت: f اܳٺޚٴ٭ݑ ؜ٷڎࢱࣕ a ∈ E ،K ۋگܭ আॻ༟ َޙ٭݄޶ ڣݯ؇ء E ܳ٭ܝ݆

f : K−→ E

λ 7→λa

݁ފٺ݄ݠ

اոॻలॆूت:
ڣ؆ن: λ,µ ∈K ܳ٭ܝ݆

‖ f (λ)− f (µ)‖ = ‖λa −µa‖ = |λ−µ|‖a‖

݁ފٺ݄ݠ ڣ۳ި إذن k = ‖a‖ ૭૙ྟٺ۬ ܳ٭ྟྥލ଩ଃي f ڣ؇ن إذن
إذن: ሌᇿو৙৑ا గጻዧݠ܋ٴ۰ ً؇ܳྡྷފٴ۰ ݁ފٺ݄ݠ ϕ ڣ؇ن اܳފ؇ًگ۰ اܳٺިޗ۰٪ وۋފص و༟ܹ٭۬

∀λ ∈R ; ϕ(λx, y) =λϕ(x, y)
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3 .2 ڲ٢જ੻ר١
ۋ٭ت: ϕ2,ϕ1 اܳٺޚٴ٭گ؇ن ،ሒᇆଫଊܹ۱ ނٴ۬ ڣݯ؇ء (H ,〈,〉) ܳ٭ܝ݆

ϕ2 : H −→k ϕ1 : H −→k

و
y 7→ϕ2(y) = 〈x, y〉 x 7→ϕ1(x) = 〈x, y〉

ۋ٭ت: ϕ اܳٺޚٴ٭ݑ و ً؇ਐ಻ޙ؇م ݁ފٺ݄ݠان
ϕ : H ×H −→K

(x, y) 7→ϕ(x, y) = 〈x, y〉

݁ފٺ݄ݠ.

اոॻలॆूت:
:؇਍ಱᄴᄟ ،H ݆݁ x1, x2, y ،ܳٺܝ݆ ሒᇆଫଊܹ۱ ނٴ۬ ڣݯ؇ء H ܳ٭ܝ݆

|ϕ1(x1)−ϕ1(x2)| = |〈x1, y〉−〈x2, y〉| = |〈x1 −x2, y〉| ≤ ‖y‖‖x1 −x2‖

ً؇ਐ಻ޙ؇م. ݁ފٺ݄ݠ ڣ۳ި إذن k = ‖y‖ ૭૙ྟٺ۬ ܳ٭ྟྥލ଩ଃي ϕ1 و݁ٷ۬
.H ݆݁ x, y1, y2 وܳٺܝ݆

إذن:
|ϕ2(y1)−ϕ2(y2)| = |ϕ(x, y1)−ϕ(x, y2)| = |ϕ(x, y1 − y2)| ≤ ‖x‖‖y1 − y2‖

ً؇ਐ಻ޙ؇م. ݁ފٺ݄ݠ ڣ۳ި إذن k = ‖x‖ ૭૙ྟٺ۬ ܳ٭ྟྥލ଩ଃي ϕ2 و݁ٷ۬
إذن: (x, y) ިොຶ ݁ٺگ؇ر۰ً H ×H َگ؇ط ݆݁ ݁ٺٺ؇ܳ٭۰ ((xn, yn))n∈N و (x, y) ∈ H ×H ܳٺܝ݆

.y ިොຶ ਐಾگ؇رب (yn)n∈Nو x ިොຶ ਐಾگ؇رب (xn)n∈N
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‖yn − y‖ −→ 0 و ‖xn −x‖ −→ 0 و݁ٷ۬:
أن: ؇ஓ୾

‖〈xn, yn〉−〈x, y〉‖ = |〈xn −x, yn〉+〈xn, yn − y〉−〈xn −x, yn − y〉|
≤ ‖xn −x‖‖yn‖+‖xn‖‖yn − y‖+‖xn −x‖‖yn − y‖
≤ ‖xn −x‖‖yn − y‖+‖xn‖‖yn − y‖+‖xn −x‖‖yn − y‖+
‖xn −x‖‖y‖+‖xn −x‖‖yn − y‖

෠ຶڎ: اዛዊܳ؇ل۰ ሌᇿإ ً؇ৎ৊ݠور
|〈xn, yn〉−〈x, y〉|→ 0

اܳފగఒ޶)݁ފٺ݄ݠ. (اࠍ੊ڎاء ϕ و݁ٷ۬

اڤ׫ո֔ڲ׿ 3 .2
1 .2 ؉ֵ ׂ֔ۑ

݁ٺأ؇݁ڎان ؇݄ዛኡأ y xو ؜݆ َگިل ، H ݆݁ y xو ܳٺܝ݆ و K اࠍ੆گܭ আॻ༟ ሒᇆଫଊܹ۱ ނٴ۬ ڣݯ؇ء H ܳ٭ܝ݆
x ⊥ y َݯؕ و 〈x, y〉 = 0 Ⴄ၍ن: إذا

أي:
x ⊥ y ⇔〈x, y〉 = 0

2 .2 ؉ֵ ׂ֔ۑ
َأݠف ،H݆݁ ༠؇ܳ٭۰ ଫଃ༚ ۰ਃಮඹජ ۰༟ިᆇ୞୘ A ܳٺܝ݆ و K اࠍ੆گܭ আॻ༟ ሒᇆଫଊܹ۱ ނٴ۬ ڣݯ؇ء H ܳ٭ܝ݆

ًـ: A ۰༟ި݄௵௯௫ا ᆇᅦިدي
A⊥ = {y ∈ H ; ∀x ∈ A ; 〈x, y〉 = 0}
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1 .2 ػܙاص
H ݆݁ ྘ཬඹජٺ؇ن ᆇ୞୘ި؜ٺ؇ن BوA݆ܳٺܝ و K اࠍ੆گܭ আॻ༟ ሒᇆଫଊܹ۱ ނٴ۬ ڣݯ؇ء H ܳ٭ܝ݆

{0}⊥ = H .1
A ⊆ B ⇒ B⊥ ⊆ A⊥ .2

اոॻలॆूت:
:؇਍ಱᄴᄟ x ∈ H ܳ٭ܝ݆ .1

〈x,0〉 = 0

x ∈ {0}⊥ : و݁ٷ۬
إذن:

H ⊆ {0}⊥...(1)

:؇਍ಱᄴᄟو
{0}⊥ ⊆ H ...(2)

෠ຶڎ: (2) و (1) ݆݁
{0}⊥ = H

إذن: x ∈ B⊥ 2.ܳ٭ܝ݆
∀y ∈ B ; 〈x, y〉 = 0

إذن: A ⊆ B ؇਍ಱᄴᄟو
∀y ∈ A ; 〈x, y〉 = 0

x ∈ A⊥ إذن:
B⊥ ⊆ A⊥ و༟ܹ٭۬:
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4 .2 ڲ٢જ੻ר١
لܝިن ؜ٷڎࢱࣕ ،H ݆݁ ༠؇ܳ٭۰ ଫଃ༚ ۰ਃಮඹජ ۰༟ިᆇ୞୘ A وܳٺܝ݆ K اࠍ੆گܭ আॻ༟ ሒᇆଫଊܹ۱ ނٴ۬ ڣݯ؇ء H ܳ٭ܝ݆

:؇਍ಱᄴᄟ لܝިن و H ݆݁ ੯੩݁؞ ሒᆶඹජ ሒᇼ؇ނأ ڣݯ؇ء A⊥

∀x ∈ H ; x ∈ A∩ A⊥ ⇒ x = 0

اոॻలॆूت:
H ݆݁ ༠؇ܳ٭۰ ଫଃ༚ ۰ਃಮඹජ ۰༟ިᆇ୞୘ Aو K اࠍ੆گܭ আॻ༟ ሒᇆଫଊܹ۱ ނٴ۬ ڣݯ؇ء H ܳ٭ܝ݆

∀x ∈ H ; 〈x,0〉 = 0 :؇਍ಱᄴᄟ
إذن:

∀x ∈ A;〈x,0〉 = 0

A⊥ 6= ; إذن 0 ∈ A⊥ و݁ٷ۬:
z ∈ A وܳ٭ܝ݆ α ∈K , x, y ∈ A⊥ ܳٺܝ݆

〈αx + y, z〉 =α〈x, z〉+〈y, z〉 = 0

إذن:
∀z ∈ A;〈αx + y, z〉 = 0

αx + y ∈ A⊥ و݁ٷ۬:
y ∈ A وܳ٭ܝ݆ H ݆݁ x ިොຶ ݁ٺگ؇ر۰ً A⊥ ๤ཛྷ؇؜ٷ ݆݁ (xn)n∈N ܳٺܝ݆

∀n ∈N; |〈x, y〉| = |〈xn, y〉+〈x −xn, y〉|
= |〈x −xn, y〉|
≤ ‖〈x −xn〉‖‖y‖

〈x, y〉 = 0 ෠ຶڎ: اዛዊܳ؇ل۰ ሌᇿإ ً؇ৎ৊ݠور
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݁؞ܹگ۰. ۰༟ިᆇ୞୘ A⊥ و݁ٷ۬ x ∈ A⊥ إذن
5 .2 ڲ٢જ੻ר١

؜ٷڎࢱࣕ: H ݆݁ وّ؇۰݁ ො੼ڎ۰ً ۰༟ިᆇ୞୘ AوK اࠍ੆گܭ আॻ༟ ሒᇆଫଊܹ۱ ނٴ۬ ڣݯ؇ء (H ,〈,〉) ܳ٭ܝ݆
∃!a ∈ A; ‖a‖ = inf{‖x‖; x ∈ A}

اոॻలॆूت:
اܳިۏިد:

أن: ؇ஓ୾و { ‖x‖ ; x ∈ A} ڣ؆ن A 6= أن; ؇ஓ୾
∀x ∈ A; |x| ≥ 0

a وܳ٭ܝ݆ أݿڰܭ ༡ڎا ጥ጑ஓ஄ ڣ۳޶ ሒᇿ؇ܳٺ؇ً و ا৙৑ݿڰܭ ݆݁ ො੼ڎودة {‖x‖; x ∈ A} ڣ؆ن
و݁ٷ۬:

∀n ∈N∗;∃xn ∈ A ; ‖xn‖ <α+ 1

n

ොຳ٭ت: A َگ؇ط ݆݁ ݁ٺٺ؇ܳ٭۰ ሒሃ (xn)n∈N ሒᇿ؇وً؇ܳٺ
∀n ∈N∗;‖xn‖ <α+ 1

n

إذن:
lim

n−→∞‖xn‖ =α

෠ຶڎ: ا৙৑ݪఈఃع) ݁ٺިازي ا۱ଫଊৎ৊ٷ۰(݁ފ؇واة وਐಸިޖ٭ژ n, p ∈N ܳ٭ܝ݆
∥∥1

2 xn + 1
2 xp

∥∥2 +∥∥1
2 xn − 1

2 xp

∥∥2 = 2
(∥∥1

2 xn

∥∥2 +∥∥1
2 xp

∥∥2
)

= 1
2

(
‖xn‖2 +∥∥xp

∥∥2
)

و݁ٷ۬:
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1

4

∥∥xn −xp

∥∥= 1

2

(
‖xn‖2 +∥∥xp

∥∥2
)
−

∥∥∥∥1

2
(xn +xp)

∥∥∥∥2

xn∥∥إذن: −xp

∥∥= 2
(
‖xn‖2 +∥∥xp

∥∥2
)
−4

∥∥∥∥1

2
(xn +xp)

∥∥∥∥2

و݁ٷ۬: 1
2(xn +xp) ∈ A ڣ؆ن: ො੼ڎل۰ A أن ؇ஓ୾

α≤
∥∥∥∥1

2
(xn +xp)

∥∥∥∥
و༟ܹ٭۬:

α2 ≤
∥∥∥∥1

2
(xn +xp)

∥∥∥∥2

:ሒᇿ؇وً؇ܳٺ
−4α2 ≥−4

∥∥∥∥1

2
(xn +xp)

∥∥∥∥2

إذن:
∥∥xn −xp

∥∥2 = 2‖xn‖2 +2
∥∥xp

∥∥2 −4

∥∥∥∥1

2
(xn +xp)

∥∥∥∥2

≤ 2‖xn‖2 +2
∥∥xp

∥∥2 −4α2

෠ຶڎ: n, p →∞ ؇ৎ৊ اዛዊܳ؇ل۰ ሌᇿإ ً؇ৎ৊ݠور
lim

n→∞
p→∞

‖xn −xp‖ = 0

݁ފٺ݄ݠ ‖.‖ ஓ୾؇أن a ިොຶ ݁ٺگ؇ر۰ً (xn)n∈N إذن ۰݁؇ّ A أن ؇ஓ୾و Cauchyܳـ ݁ٺٺ؇ܳ٭۰ ሒሃ (xn)n∈N و݁ٷ۬
إذن:

lim
n→∞‖xn| = ‖a‖

و݁ٷ۬:
‖a‖ =α

:۰ਃ಻ڎا༡ިܳا
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أَ۬: َڰݠض
∃a,b ∈ A ; ‖a‖ = ‖b‖ =α

:؇਍ಱᄴᄟ
α2 = 1

2
‖a‖2 + 1

2
‖b‖2

ا৙৑ݪఈఃع: ݁ٺިازي ݁ފ؇واة وۋފص

α2 =
∥∥∥∥a +b

2

∥∥∥∥2

+ 1

4
‖a −b‖2 ≥α2 + 1

4
‖a −b‖2

و݁ٷ۬:
‖a −b‖2 = 0

إذن:
a = b

6 .2 ڲ٢જ੻ר١
:؇਍ಱᄴᄟ لܝިن ؜ٷڎࢱࣕ ،H ݆݁ ሒᇼ؇ނأ ڣݯ؇ء F و K اࠍ੆گܭ আॻ༟ ሒᇆଫଊܹ۱ ނٴ۬ ڣݯ؇ء H ܳ٭ܝ݆

F ⊆ (F⊥)⊥

اոॻలॆूت:
ا۱ଫଊৎ৊ٷ۰ ۋފص ؇਍ಱᄴᄟ ، H ݆݁ ሒᆶඹජ ሒᇼ؇ނأ ڣݯ؇ء F و K اࠍ੆گܭ আॻ༟ ሒᇆଫଊܹ۱ ނٴ۬ ڣݯ؇ء H ܳ٭ܝ݆

أن: ݆۱ଫଊَ أن لܝࠕࠫ (6 .2) ਊು৕৑؇ت ሒᇿ؇وً؇ܳٺ ݁؞ܹگ۰ ۰༟ިᆇ୞୘ (F⊥)⊥ أن (2 .4)
F ⊂ (F⊥)⊥
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: ؇਍ಱᄴᄟ x ∈ F ܳ٭ܝ݆
∀y ∈ F⊥;〈x, y〉 = 0

3 .2 ؉ֵ ׂ֔ۑ
(e1)i∈I ؜݆ َگިل ، H ݆݁ ݁ٷዛው٭۰ ᄭᄥف؇༟ (e1)i∈I وܳٺܝ݆ K اࠍ੆گܭ আॻ༟ ሒᇆଫଊܹ۱ ނٴ۬ ڣݯ؇ء H ܳ٭ܝ݆

أي: ปฃ݁ټ ปฃ݁ټ ݁ٺأ؇݁ڎة ؇۱๤ཛྷ؇؜ٷ ೑಻Ⴄ၍ اذا ݁ٺأ؇݁ڎة ؇ዛኡا
∀i , j ∈ I ; i 6= j ⇒ 〈

ei ,e j

〉= 0

ؔמ׭দֈոوس ١ֵ ֿ܊ۑ :2 .2 ١ֵ ֿ܊ۑ
:؇਍ಱᄴᄟ H ݆݁ ݁ٺأ؇݁ڎة ᄭᄥف؇༟ (x1 +x2...+xn) ܳٺܝ݆

‖x1 +x2...+xn‖2 = ‖x1‖2 +‖x2‖2 + ...+‖xn‖2

اոॻలॆूت:
H ݆݁ ݁ٺأ؇݁ڎة ᄭᄥف؇༟ (x1, x2, ..., xn) وܳٺܝ݆ K اࠍ੆گܭ আॻ༟ ሒᇆଫଊܹ۱ ނٴ۬ ڣݯ؇ء (H ,〈,〉) ܳ٭ܝ݆

‖x1 +x2...+xn‖2 =
n∑

k=1

|Xk‖2 +
( ∑

I≤i , j≤n

〈xi , y j 〉
)

إذن: ∑
I≤i , j≤n〈xi , y j 〉 = 0 و܋ިن:

7 .2 ڲ٢જ੻ר١
ොູިي ݁ٺأ؇݁ڎة ᄭᄥف؇༟ (x1, x2, ..., xp) وܳٺܝ݆ K اࠍ੆گܭ আॻ༟ ሒᇆଫଊܹ۱ ނٴ۬ ڣݯ؇ء (H ,〈,〉) ܳ٭ܝ݆

. ᄭᄥ݁ފٺگ ᄭᄥف؇༟ (x1, x2, ..., xp) ّܝިن ؜ٷڎࢱࣕ ݁أڎو۰݁ ྘ܳފب ؇۳ၯ၍ اނأ۰
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اոॻలॆूت:
اނأ۰ ොູިي ݁ٺأ؇݁ڎة ᄭᄥف؇༟ (x1, x2, ..., xp) وܳٺܝ݆ K اࠍ੆گܭ আॻ༟ ሒᇆଫଊܹ۱ ނٴ۬ ڣݯ؇ء (H ,〈,〉) ܳ٭ܝ݆

݁أڎو۰݁ ྘ܳފب ؇۳ၯ၍∑p
i=1λi xi = 0 َݯؕ:

:؇਍ಱᄴᄟ〈
p∑

i=1

λi xi , x j

〉
=λ j‖x j‖2 = 0

إذن: λ j = 0 ڣ؇ن x j 6= 0 و܋ިن:

∀i = 1, p;λi = 0

.ᄭᄥ݁ފٺگ (x1, x2, ..., xp) إذن:

4 .2 ؉ֵ ׂ֔ۑ
Ⴄ၍ن: إذا ۰૭૙؇༶و݁ٺ ݁ٺأ؇݁ڎة ؇ዛኡأ (ei )i∈I ؜݆ َگިل H ݆݁ ݁ٷዛው٭۰ ᄭᄥف؇༟ (ei )i∈I وܳٺܝ݆

∀i , j ∈ I ;〈ei ,e j 〉 =


0 ; i 6= j

1 ; i = j

8 .2 ڲ٢જ੻ר١
Hو ݆݁ ۰૭૙؇༶و݁ٺ ݁ٺأ؇݁ڎة ᄭᄥف؇༟(e1,e2, . . . ,en) وܳٺܝ݆

v ∈ vect (e1,e2, . . . ,en)

لܝިن: ؜ٷڎࢱࣕ
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v =
n∑

i=1

〈v,ei 〉ei

اոॻలॆूت:
v ∈ vect (e1,e2, ..............,en) ܳ٭ܝ݆ و ۰૭૙؇༶و݁ٺ ݁ٺأ؇݁ڎة ᄭᄥف؇༟ (e1,e2, . . . ,en) ܳٺܝ݆

؜ٷڎࢱࣕ:
∃(v1, v2, ..., vp) ; v =

n∑
i=1

vi ei

إذن:
〈v,ei 〉 =

〈
n∑

j=1

vi ei ,ei

〉
=

n∑
j=1

vi ei =
n∑

j=1

〈
e j ,ei

〉= vi

2 .2 ١ວמ༖໪
۰૭૙؇෠੼و ݁ٺأ؇݁ڎة ᄭᄥف؇༟ (e1,e2, ...,en) وܳٺܝ݆ K اࠍ੆گܭ আॻ༟ ሒᇆଫଊܹ۱ ނٴ۬ ڣݯ؇ء (H ,〈,〉) ܳ٭ܝ݆

:؇਍ಱᄴᄟ لܝިن (x, y) ∈ vect (e1,e2, ...,en) و H ݆݁
∀x, y ∈ H ;〈x, y〉 =

n∑
i=1

〈x,ei 〉〈y,ei 〉

اոॻలॆूت:
إذن: (x, y) ∈ vect (e1,e2, ...,en) ؇਍ಱᄴᄟ

∃(x1, x2, ..., xn), (y1, y2, ..., yn) ∈K; x =
n∑

i=1

yi ei ∧ y =
n∑

i=1

xi ei

ًـ: ݁أݠف ሒᇃިَ؇اܳگ اܳފగఒ޶ اࠍ੊ڎاء أن َأ޺޾
〈x, y〉 =

n∑
i=1

x1yi
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:؇਍ಱᄴᄟ اܳފ؇ًگ۰ ا۱ଫଊৎ৊ٷ۰ وۋފص

〈x,e1〉 = xi ∧〈y,ei 〉 = yi

〈x, y〉 =
n∑

i=1

〈x,e1〉〈y,e1〉

اڤ֔ڵܙدي ا۰ॆूؠոط :3 .2 ١ֵ ֿ܊ۑ
ሒᇼ؇ނأ ڣݯ؇ء E ܳ٭ܝ݆ و (K = R∨K = C)K اࠍ੆گܭ আॻ༟ ሒᇆଫଊܹ۱ ނٴ۬ ڣݯ؇ء (H ,〈,〉) ܳ٭ܝ݆

؜ٷڎࢱࣕ: x ∈ E وܳ٭ܝ݆ ،H ݆݁ ّ؇م ሒᆶඹජ
∃!y ∈ E ;

∥∥x − y
∥∥= inf{‖x − z‖ , z ∈ E }

اոॻలॆूت:
:ఈఃڣأ ، ො੼ڎ۰ً A

A = E −x ොຳ٭ت u, v ∈ A ܳ٭ܝ݆
∃y, z ∈ E ;u = y −x

v = z −x

: إذن ، α ∈ [0,1] وܳ٭ܝ݆
αu + (1−α)v =αy + (1−α)z −αx − (1−α)x

= (αy + (1−α)z)−x

ො੼ڎب E ܋ިن ݆݁ (αy + (1−α)z) ∈ E ؇਍ಱᄴᄟ
لܝިن: α ∈ [0,1] أ༥ܭ ݆݁ و݁ٷ۬

αu + (1−α)v ∈ A
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݆݁ (yn)n∈N ݁ٺٺ؇ܳ٭۰ ༥ިّڎ إذن A َگ؇ط ݆݁ Cauchy ܳـ ݁ٺٺ؇ܳ٭۰ (Un)n∈N ܳٺܝ݆ أරඝى ۏ۰۳ و݆݁
ොຳ٭ت: E َگ؇ط

∀n ∈N ,Un = yn −x ...(1)

ڣ؆َ۬: ϵ> 0 ܳ٭ܝ݆
∃n0 ∈N,∀n,m ∈N; (n ≥ n0)∧ (m ≥ n0) ⇒ ‖Un −Um‖ < ϵ

⇒ ‖(Un +x)− (Um +x)‖ < ϵ

⇒ ∥∥yn − ym

∥∥< ϵ

إذن: ّ؇م E ܳـܝ݆ Cauchy ܳـ (yn)n∈N إذن
∃y ∈ E , lim

n−→∞ yn = y

෠ຶڎ: (1)ሒᇭ اዛዊܳ؇ل۰ ሌᇿإ ً؇ৎ৊ݠور
lim
n∈N

Un = y −x

۰݁؇ّ A إذن
ڣ؆َ۬: 5 .2 ا۱ଫଊৎ৊ٷ۰ ۋފص و݁ٷ۬

∃!a ∈ A ; ‖a‖ = inf{‖z‖ , z ∈ A}

ڣ؆َ۬: a ∈ A أن: ؇ஓ୾و
∃y ∈ E ; a = y −x

5 .2 ؉ֵ ׂ֔ۑ
ሒᇼ؇ނأ ڣݯ؇ء E ܳ٭ܝ݆ و (K = R∨K = C)K اࠍ੆گܭ আॻ༟ ሒᇆଫଊܹ۱ ނٴ۬ ڣݯ؇ء (H ,〈,〉) ܳ٭ܝ݆
ሒᇭ اৎ৊أݠف E ݆݁ اܳިۋ٭ڎ y اܳލأ؇ع H ݆݁ x ނأ؇ع ႟ၽً ߌߵڣݑ اᄳᄟي اܳٺޚٴ٭ݑ ، H ݆݁ ّ؇م ሒᆶඹජ

y = PE (x) وَܝٺص: PE ਲ਼ਦීෂ؇ً ᄩᄟ ਲ਼ਦوߌߵ E আॻ༟ اܳأ݄ިدي ا৕৑ݿگ؇ط ް݄૭૏ اܳފ؇ًگ۰ ل۰ اܳٷޙݠ
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9 .2 ڲ٢જ੻ר١
ሒᇼ؇ނأ ڣݯ؇ء E ܳ٭ܝ݆ و (K = R∨K = C)K اࠍ੆گܭ আॻ༟ ሒᇆଫଊܹ۱ ނٴ۬ ڣݯ؇ء (H ,〈,〉) ܳ٭ܝ݆

:؇਍ಱᄴᄟ لܝިن ؜ٷڎࢱࣕ E আॻ༟ اܳأ݄ިدي ا৕৑ݿگ؇ط P و H ݆݁ ّ؇م ሒᆶඹජ
.E = {x ∈ H ;PE (x) = x} .1

∀y ∈ E ; (x − y) ∈ E⊥ ⇔ y = PE (x) .2
.(x −PE (x)) ∈ E⊥ ොຳ٭ت E ݆݁ اܳިۋ٭ڎ اܳލأ؇ع ި۱ PE (x) أن أي )

H = E ⊕E⊥;∀x ∈ H ; x = PE (x)+ (I −PE )(x) .3
H ل اৎ৊ޚ؇ًݑ اܳٺޚٴ٭ݑ ި۱ I ۋ٭ت

∀x ∈ H ;‖x‖2 = ‖PE (x)‖2 +‖(I −PE )(x)‖2 .4
و݁ފٺ݄ݠ. ۊޚ޶ PE .5

.E⊥ = ker PE .6

(Gram-Schemidt) :9 .2 ڲ٢જ੻ר١
රඞة أ๤ངة (an)n∈N و (K = R∨K = C) K اࠍ੆گܭ আॻ༟ ሒᇆଫଊܹ۱ ނٴ۬ ڣݯ؇ء (H ,〈,〉) ܳ٭ܝ݆
.(an)n∈N ᄴᄟިّه اᄳᄟي اܳڰݯ؇ء ᄴᄟިّ (bn)n≥0 ۰૭૙؇༶و݁ٺ ݁ٺأ؇݁ڎة أ๤ངة إ૰૙؇ء ஓ୷ܝ݆ ؜ٷڎࢱࣕ H݆݁

اոॻలॆूت:
۰૭૙؇༶݁ٺ اଫଃ༠৙৑ة ۱ڍه ّܝ݆ ቕረ ڣ؆ن ،(bn)n≥0 ݁ٺأ؇݁ڎة أ๤ངة ૰૙؆࿓؇ء ੯੩أਐಱ ਵਦ৙৑ا أن ሌᇿإ اܳٴڎال۰ ሒᇭ ଫଃ૰૜
ᄴᄟިّه اᄳᄟي اܳڰݯ؇ء َڰݴ ًިݪިح و ࢻࣖور۱؇ ᄴᄟިّ มฆܳا (

bn
‖bn‖

)
n∈N

۰૭૙؇༶ٺৎ৊ا ا๤ང৙৑ة ؇ୖ୒ࢻࣖا أ༠ڎت
.(bn)n≤0
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اܳٺ؇ܳ٭۰: اܳٺڎر෠ຬ٭۰ ً؇ܳأఈఃڢ۰ (bn)n≥0 ا๤ང৙৑ة َأݠف
b0 = a0

bn = an −PEn−1(an)

(ak)0≤k≤n−1 ب ᄴᄟިৎ৊ا ሒᇼ؇اܳލأ اܳڰݯ؇ء En−1 ۋ٭ت:
En−1 আॻ༟ ا৕৑ݿگ؇ط ًؕ؇ّ ި۱ PEn−1 و:

:؇਍ಱᄴᄟ n ≥ m أ༥ܭ ݆݁ ݁ٺأ؇݁ڎة، ا๤ང৙৑ة ً؇ܳڰأܭ
〈bn,bm〉 = 〈an,PEn−1(an), am −PEn−1(am)〉

= 〈an,PEn−1(an), am〉−〈an,PEn−1(an),PEn−1(am)〉

ڣ؇ن: ا৕৑ݿگ؇ط ۱ଫଊ݁ٷ۰ ۋފص و
〈an −PEn−1(an), am〉 = 0∧〈an −PEn−1(an),PEn−1(am)〉 = 0

: إذن
∀n 6= m ; 〈bn,bm〉 = 0

١ॴయજ੻اૃેڪ اڤءո۠ءات 4 .2
1 .2 ؉ֵ ׂ֔ۑ

ይዧٷޙࡗࡲ ً؇ܳྡྷފٴ۰ ؇݁؇ّ Ⴄ၍ن إذا ሒᇆଫଊܹ۱ ڣݯ؇ء أَ۬ H ؜݆ َگިل ،ሒᇆଫଊܹ۱ ނٴ۬ ڣݯ؇ء (H ,〈,〉) ܳ٭ܝ݆
اܳފగఒ޶. ً؇ࠍ੊ڎاء اৎ৊ݠڣݑ

2 .2 ႞႖أڲ׭
.ሒᇆଫଊܹ۱ ڣݯ؇ء ڣ۳ި إذن ّ؇م ި۱ ۱ݠ݁٭ٺ؇ أو اڢܹ٭ڎل؇ ڣݯ؇ء ႟၍ •
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ڣݯ؇ء ި۱ (K = R∨K = C) l 2(K) ڣ؇ن اܳފగఒ޶ اࠍ੊ڎاء ᄭᄥأ݁ټ ሒᇭ 2 اৎ৊ټ؇ل ሌᇿإ ً؇ܳأިدة •
Hilbert.

اոॻలॆूت:
َݯؕ: l 2(K) ๤ཛྷ؇؜ٷ ݆݁ Cauchyܳـ ݁ٺٺ؇ܳ٭۰ (xk)k∈N ܳٺܝ݆

∀k ∈N; xk = (xk
n)n∈N

إذن: ϵ> 0 وܳ٭ܝ݆
∃n0 ∈N;∀p, q ∈N; (p ≥ n0)∧ (q ≥ 0) ⇒‖xp −xq‖ < ϵ

∃n0 ∈N;∀p, q ∈N; (p ≥ n0)∧ (q ≥ 0) ⇒ ∑
n≥0

|xp −xq |2 < ϵ2

:؇਍ಱᄴᄟ أَ۬ ؇ஓ୾
∀N ∈N;

∣∣xp
n −xq

n

∣∣〈∑
n≥0

∣∣xp
n −xq

n

∣∣2

إذن:
∃n0 ∈N;∀p, q ∈N; (p ≥ n0)∧ (q ≥ 0) ⇒ ∣∣xp

n −xq
n

∣∣< ϵ

َݯؕ: K ሒᇭ Cauchy ل ሒሃ (xK
n )n∈N اৎ৊ٺٺ؇ܳ٭۰ ڣ؇ن ݁أڎوم ଫଃ༚ n ௧ਤޗٴ٭ ༟ڎد ႟၍ أ༥ܭ ݆݁ ሒᇿ؇وً؇ܳٺ

∀n ∈N; lim
k→∞

xk
n = xn

ڣ؆ن: (p ≥ n0)∧ (q ≥ 0) ۋ٭ت p, q ∈N Ⴄ၍ن إذا ،(xn)n∈N اৎ৊ٺٺ؇ܳ٭۰ وܳٺܝ݆
∀m ∈N;

n∑
n−→0

∣∣xp
n −xq

n

∣∣2 < ϵ2...(∗)

෠ຶڎ: q −→+∞ ؇ৎ৊ (∗) ሒᇭ اዛዊܳ؇ل۰ ሌᇿإ ً؇ৎ৊ݠور
∀m ∈N;

n∑
n−→0

|xp
n −xq

n | < ϵ2...(∗∗)
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෠ຶڎ: (∗∗) ሒᇭ اዛዊܳ؇ل۰ ሌᇿإ ً؇ৎ৊ݠور
sup
m∈N

m∑
n→0

|xp
n −xq

n | < ϵ2

: ؇਍ಱᄴᄟ∑
n≥0

|xn|2 ≤
∑
n≤0

∣∣xn0
n −xn

∣∣2 + ∑
n≥0

∣∣xn0
n

∣∣2 <∞

xn ∈ l 2(k):إذن
xp∥∥و݁ٷ۬:

n −xn

∥∥2 < ϵ2

إذن: ؇݁؇ஓ஄ ݁ިۏص ܋٭ࠕࠫ ϵ أن ؇ஓ୾و
∀ϵ>;∃n0 ∈N;∀p ∈N; p ≥ n0 ⇒

∥∥xp
n −xn

∥∥< ϵ

. Hilbert ڣݯ؇ء l 2(k) ڣ؇ن ሒᇆଫଊܹ۱ ڣݯ؇ء l 2(k) أن ؇ஓ୾و ݁ٺگ؇ر۰ً (xk)k∈K اৎ৊ٺٺ؇ܳ٭۰ إذن
4 .2 ڲ୹୴ؼ܊١

਍ಸ؇خ. ڣݯ؇ءات ݆݁ ༠؇ݬ۰ ᄭᄟ؇༡ ި۱ ሒᇆଫଊܹୖ୒ا اܳڰݯ؇ء

10 .2 ڲ٢જ੻ר١
݁ٺႤၽڣ۰٪: اܳٺ؇ܳ٭۰ اܳگݯ؇ل؇ ؇਍ಱᄴᄟ H ݆݁ ሒᆶඹජ ሒᇼ؇ނأ ڣݯ؇ء F و ሒᇆଫଊܹ۱ ڣݯ؇ء H ܳ٭ܝ݆

(i ) ੯੩݁؞ F

(i i ) H = F⊥⊕ F

(i i ) (F⊥)⊥ = F

اոॻలॆूت:
H ݆݁ ሒᆶඹජ ሒᇼ؇ނأ ڣݯ؇ء F و ሒᇆଫଊܹ۱ ڣݯ؇ء H ܳ٭ܝ݆

(i i ) ⇐ (i )
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ڣ؇ن: ا৕৑ݿگ؇ط ل۰ َޙݠ وۋފص ّ؇م ڣ۳ި إذن H ݆݁ ੯੩݁؞ ج ش ف F أن ؇ஓ୾
H = F⊥⊕F

(i i i ) ⇐ (i i )

إذن: x ∈ H ሒᇿ؇وً؇ܳٺ x ∈ (F⊥)⊥ ܳ٭ܝ݆:
∃!y ∈ F ∧∃!z ∈ F⊥; x = y + z

:؇਍ಱᄴᄟو
〈x, z〉 = 〈y + z, z〉 = 〈y, z〉+‖z‖2 = 0

z = 0 و༟ܹ٭۬ ‖z‖2 = 0 إذن 〈y, z〉 = 0 :؇਍ಱᄴᄟو
x ∈ F ڣ؇ن y ∈ F أن ؇ஓ୾و x = y إذن:

: إذن
(F⊥)⊥F ⊆ ...(2)

:؇਍ಱᄴᄟ (6 .2) ا۱ଫଊৎ৊ٷ۰ ۋފص و
F ⊆ (F⊥)⊥

ڣ؇ن: ੯੩݁؞ F أن ؇ஓ୾و
F = F ⊆ (F⊥)⊥...(2)

෠ຶڎ: (2) و (1) ݆݁
(F⊥)⊥ = F

(i ) ⇐ (i i i )

.੯੩݁؞ F اذن ݁؞ܹگ۰ ۰༟ިᆇ୞୘ (F⊥)⊥ و (F⊥)⊥ = F :؇਍ಱᄴᄟ
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4 .2 ١ֵ ֿ܊ۑ
:؇਍ಱᄴᄟ H݆݁ ج ش ف و ሒᇆଫଊܹ۱ ڣݯ؇ء H ܳ٭ܝ݆

F = (F⊥)⊥

اոॻలॆूت:
H ݆݁ ج ش ف F و ሒᇆଫଊܹ۱ ڣݯ؇ء H ܳ٭ܝ݆

:؇਍ಱᄴᄟ (6 .2) ا۱ଫଊৎ৊ٷ۰ ۋފص
F ⊆ (F )⊥ (1)

:؇਍ಱᄴᄟ اܳފ؇ًگ۰ ا۱ଫଊৎ৊ٷ۰ ۋފص )و
F

⊥)⊥ = F

و༟ܹ٭۬: (
F

⊥)⊥ ⊆ F⊥ إذن F ⊆ F ؇਍ಱᄴᄟ و
(F

⊥
)⊥ ⊆

(
F

⊥)⊥ = F

و݁ٷ۬:
(F⊥)⊥ ⊆ F ...(2)

إذن
F = (

F⊥)⊥



61HILBERT ڣݯ؇ءات .2 اܳڰݱܭ

اڤ۠֔מ؉ اڤ׫ؠոرب 5 .2
1 .2 ؉ֵ ׂ֔ۑ

؇ዛኡأ (xn)n∈N اৎ৊ٺٺ؇ܳ٭۰ ؜݆ َگިل x ∈ H،H َگ؇ط ݆݁ ݁ٺٺ؇ܳ٭۰ (xn)n∈N، ଫଊܹ۱ت ڣݯ؇ء H ܳ٭ܝ݆
xn * x ب ዻዧᄳᄟ ਲ਼ਦوߖߵ x ިොຶ ًݯأژ ਐಾگ؇رب

: ঌॻل؇݁ ොູگݑ إذا وڣگޔ إذا
∀y ∈ H ; 〈xn, y〉→ 〈x, y〉...(∗)

.(xn)n∈N గጻዧٺٺ؇ܳ٭۰ اܳݯأ٭ڰ۰ ً؇ዛዊܳ؇ل۰ (∗) ොູگݑ มฆܳا x ް݄૭૜

5 .2 ڲ୹୴ؼ܊١
limn→∞‖xn −x‖ = 0 Ⴄ၍ن: إذا x ∈ H،H َگ؇ط ݁ٺٺ؇ܳ٭۰ (xn)n∈N، ଫଊܹ۱ت ڣݯ؇ء H ܳ٭ܝ݆

.x ިොຶ ًگިة ݁ٺگ؇ر۰ً ؇ዛኡأ (xn)n∈N ؜݆ َگިل ؇਍಻؆ڣ

5 .2 ١ֵ ֿ܊ۑ
(اዛዊܳ؇ل۰ وا༡ڎة ݪأ٭ڰ۰ ዛኡ؇ل۰ ଫ଒܋৙৑ا আॻ༟ ጥ጑ஓ஄H َگ؇ط ݆݁ ݁ٺٺ؇ܳ٭۰ ႟၍ ، ଫଊܹ۱ت ڣݯ؇ء H ܳ٭ܝ݆

وۋ٭ڎة). ڣ۳޶ و༥ڎت ان اܳݯأ٭ڰ۰

6 .2 ١ֵ ֿ܊ۑ
ّگ؇رً؇ ݁ٺگ؇ر۰ً (xn)n∈N ೑಻Ⴄ၍ إذا ،H َگ؇ط ݆݁ ݁ٺٺ؇ܳ٭۰ (xn)n∈N، ଫଊܹ۱ت ڣݯ؇ء H ܳ٭ܝ݆

ො੼ڎودة. ؇ዛኡ؆ڣ ݪأ٭ڰ؇
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7 .2 ١ֵ ֿ܊ۑ
:؇਍ಱᄴᄟ X ∈ H،H َگ؇ط ݆݁ ݁ٺٺ؇ܳ٭۰ (Xn)n∈N ଫଊܹ۱ت ڣݯ؇ء H ܳ٭ܝ݆

Xn 7→ X ⇒ Xn * X

8 .2 ١ֵ ֿ܊ۑ
: ڣ؆ن ݁ٷٺ۬ ًأڎ ذو H Ⴄ၍ن إذا ،X ∈ H،H َگ؇ط ݆݁ ݁ٺٺ؇ܳ٭۰ (Xn)n∈N، ଫଊܹ۱ت ڣݯ؇ء H ܳ٭ܝ݆

Xn * X ⇒ Xn 7→ X



3 اڤءۢڞ
١ॴయજ੻اૃેڪ اո۰ո۰ॊूت

63
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اܳڰݱܭ ڢ؇ًܹ٭۰ ቕ቉ اၯၽܳ٭۰ اܳأ؇فఈఃت لژ ਐಸأݠ ࢻࣖأ ۰ਃಾଫଊܹୖ୒ا ا৙৑ݿ؇ݿ؇ت ۋިل اܳڰݱܭ ۱ڍا ො੼ٺިى ࢴࣖور
.[6]،[5]،[4] ً؇ৎ৊ݠاۏؕ اܳڰݱܭ ۱ڍا ሒᇭ اݿٺأٷ؇ .ሒᇆଫଊܹୖ୒ا ا৙৑ݿ؇س ݁ڰ۳ިم اࠍ੅ٺ؇م ሒᇭو

اڤ࿠࿮מ١ اڤ୹୴ֲո֔ت 1 .3
1 .3 ؉ֵ ׂ֔ۑ

اذا ၯ၍٭۰ ۰༟ިᆇ୞୘ ؇ዛኡأ H ؜݆ َگިل ،H ݆݁ ༠؇ܳ٭۰ ଫଃ༚ ۰ਃಮඹජ ۰༟ިᆇ୞୘ Aو ሒᇆଫଊܹ۱ ڣݯ؇ء H ܳ٭ܝ݆
Ⴄ၍ن: اذا وڣگޔ

vect (A) = H

.( A ًިاݿޚ۰ ᄴᄟިৎ৊ا ሒᆶݞ੊اࠍ ሒᇼ؇اܳލأ اܳڰݯ؇ء ި۱ vect (A) (ۋ٭ت

1 .3 ڲ٢જ੻ר١
إذا ڣگޔ و إذا ، ၯ၍٭۰ ᄭᄥف؇༟ F ّܝިن H ݆݁ أނأ۰ أ๤ངة F = {ei }i∈I ، ଫଊܹ۱ت ڣݯ؇ء H ܳ٭ܝ݆

: Ⴄ၍ن
∀x ∈H;∀ϵ> 0;∃n ∈N∗ ; ∃ ei 1,ei 2, ...,ei n ∈ F

∃λ1,λ2, ...,λn ; ‖x −
n∑

λ=1

λkei k‖ < ϵ

2 .3 ڲ٢જ੻ר١
Ⴄ၍ن: اذا وڣگޔ اذا ၯ၍A٭۰ H݆݁،ّܝިن ༠؇ܳ٭۰ ଫଃ༚ ۰ਃಮඹජ ۰༟ިᆇ୞୘ Aو ሒᇆଫଊܹ۱ ڣݯ؇ء H ܳ٭ܝ݆

A⊥ = {0}
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اոॻలॆूت:
; 6= A ⊆ H و ሒᇆଫଊܹ۱ ނٴ۬ ڣݯ؇ء (H ,〈,〉) ܳ٭ܝ݆

ၯ၍٭۰ A أن َڰݠض
إذن: z ∈ vect (A) و x ∈ A⊥ ܳ٭ܝ݆

∃y1, y2, ..., yn ∈ A ; ∃λ1,λ2, ...,λn ∈K; z =
n∑

k=1

λk yk

و݁ٷ۬:

〈z, x〉 = 〈
n∑

k=1

λk yk , x〉

=
n∑

k=1

λk〈yk , x〉

= 0

إذن:
∀z ∈ vect (A);〈z, x〉 = 0

و݁ٷ۬:
x ∈ (vect (A))⊥

إذن:
A⊥ ⊆ (vect (A))⊥ (p)

ਐಾگ؇رب vect (A) َگ؇ط ݆݁ ݁ٺٺ؇ܳ٭۰ ༥ިّڎ إذن vect (A) = H ؇਍ಱᄴᄟ أරඝى ۏ۰۳ و݆݁ ۏ۰۳ ݆݁ ۱ڍا
و݁ٷ۬: x ިොຶ

∀n ∈N;〈xn, x〉 = 0

෠ຶڎ: اዛዊܳ؇ل۰ ሌᇿإ ً؇ৎ৊ݠور
〈x, x〉 = 0
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إذن: x = 0 و݁ٷ۬ ‖x‖2 = 0 إذن
A⊥ ⊆ {0} (1)

:؇਍ಱᄴᄟو
{0} ⊆ A⊥ (2)

෠ຶڎ: و(2) (1)݆݁
A⊥ = {0}

اܳٺ؇ܳ٭۰: اܳٺިޗ۰٪ ሌᇿإ ොຶٺ؇ج اܳأܝݴ ਊು৕৑؇ت

1 .3 ׂܙ܈כ١
:؇਍ಱᄴᄟ لܝިن H؜ٷڎࢱࣕ ݆݁ ༠؇ܳ٭۰ ଫଃ༚ ۰ਃಮඹජ ۰༟ިᆇ୞୘ A و ሒᇆଫଊܹ۱ ڣݯ؇ء H ܳ٭ܝ݆

A⊥ = (vect (A))⊥

اոॻలॆूت:
:؇਍ಱᄴᄟ ® 6= A ⊆ H و ሒᇆଫଊܹ۱ ނٴ۬ ڣݯ؇ء 〈H ,〈,〉〉 ܳ٭ܝ݆

A ⊆ vect (A)

إذن:
(vect (A))⊥ ⊆ A⊥ (1)

:؇਍ಱᄴᄟ (p) وۋފص ݿٴݑ ؇ᆙᆘو
A⊥ ⊆ (vect (A))⊥ (2)

: ෠ຶڎ و݆݁(1)و(2)
A⊥ = (vect (A))⊥
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:؇਍ಱᄴᄟ اܳފ؇ًگ۰ اܳٺިޗ۰٪ وۋފص (A⊥)⊥ = H ڣ؆ن: A⊥ = {0} Ⴄ၍ن )إذا
(vect (A))⊥

)⊥ = H

:۰༶اܳٷྥ٭ ۋފص و݁ٷ۬
vect (A) = H

ၯ၍٭۰. A إذن
1 .3 ١ֵ ֿ܊ۑ

:؇਍ಱᄴᄟ لܝިن ؜ٷڎࢱࣕ H ݆݁ ሒᆶඹජ ሒᇼ؇ނأ ڣݯ؇ء F و ሒᇆଫଊܹ۱ ނٴ۬ ڣݯ؇ء (H ,〈,〉) ܳ٭ܝ݆
F = H ⇔ F⊥ = {0}

اոॻలॆूت:
H ݆݁ ሒᆶඹජ ڣݯ؇ء F و ሒᇆଫଊܹ۱ ނٴ۬ ڣݯ؇ء (H ,〈,〉) ܳ٭ܝ݆

إذن: F⊥ = {0} أن َڰݠض
(F⊥) = {0} = H

F = H إذن F = (F⊥)⊥ (2 .2)۰༶اܳٷྥ٭ ۋފص ؇਍ಱᄴᄟو
اܳأܝݴ:

ڣ؆ن: ሒᆶඹජ ሒᇼ؇ނأ ڣݯ؇ء F أن ؇ஓ୾
vect (F ) = F

و༟ܹ٭۬:
vect (F ) = H

ڣ؆ن: (1 .12) ا۱ଫଊৎ৊ٷ۰ وۋފص ၯ၍٭۰ A إذن
F⊥ = {0}
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اڤءۢڞ ոּؓڪמ١ 2 .3
ଫଊܹ۱ت. ڣݯ؇ء H ܳ٭ܝ݆

1 .3 ؉ֵ ׂ֔ۑ
ොູگݑ: H ݆݁ D ۰ਃಮඹජ ۰༟ިᆇ୞୘ و༥ڎت إذا ڣگޔ و إذا ይዧڰݱܭ ڢ؇ًܭ أَ۬ H ؜݆ َگިل

ይዧأڎ. ڢ؇ًܭ D .1
.(H ሒᇭ ܋ټ٭ڰ۰ D D(أي = H .2

3 .3 ڲ٢જ੻ר١
ොຳ٭ت: H ๤ཛྷ؇؜ٷ ݆݁ {en}n∈N ݁ٺٺ؇ܳ٭۰ و༥ڎت إذا وڣگޔ إذا ይዧڰݱܭ ڢ؇ًܭ H لܝިن

∀x ∈ H , ∀ϵ> 0 , ∃n0 ∈N ; ‖x −en0‖ < ϵ

2 .3 ١ֵ ֿ܊ۑ
: ොຳ٭ت F ⊆ H و༥ڎ ଫଊܹ۱ت.إذا ڣݯ؇ء H ܳ٭ܝ݆

1 . vect (F ) = H(H ሒᇭ ၯ၍٭۰ F ) .
2 . . ይዧأڎ ᄭᄥً؇ڢ F

. ይዧڰݱܭ ڢ؇ًܭ H ڣ؆ن
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ᆃᄷજ੻اૃેڪ اո۰ॊूس 3 .3
.H أނأ۰ ݆݁ ᄭᄥف؇༟ (ei )i∈I ، ଫଊܹ۱ت ڣݯ؇ء H ܳ٭ܝ݆

1 .3 ؉ֵ ׂ֔ۑ
اܳٺ؇ܳ٭۰: ا๤དྷܳوط ොູگگب إذا وڣگޔ إذا H ܳـ ሒᇆଫଊܹ۱ أݿ؇س ؇ዛኡأ (ei )i∈I ؜݆ َگިل

(i) vect ({ei , i ∈ I }) = H

(ii) ∀(i , j ) ∈ I 2 , i 6= j ⇒〈ei ,e j 〉 = 0

(iii) ∀i ∈ I , ‖ei‖ = 1

3 .3 ١ֵ ֿ܊ۑ
ሒᇆଫଊܹ۱ أݿ؇س ا৙৑ڢܭ আॻ༟ ጥ጑ஓ୷ ڣ؆َ۬ ይዧڰݱܭ ڢ؇ًܭ H Ⴄ၍ن ،إذا ݁ٷٺ۬ ًأڎ ذو ଫଊܹ۱ت ڣݯ؇ء H ܳ٭ܝ݆

ይዧأڎ. ڢ؇ًܭ

: اոॻలॆूت
: ොຳ٭ت H ๤ཛྷ؇؜ٷ ݆݁ ݁ٺٺ؇ܳ٭۰ (en)n∈N }ܳٺܝ݆

(en)n∈N
}
= H

{e1,e2, ...,en} ًـ ᄴᄟިৎ৊ا ሒᆶݞ੊اࠍ ሒᇼ؇اܳލأ اܳڰݯ؇ء F ܳ٭ܝ݆ -
.H ሒᇭ ܋٭ࠕࠫ ∞⋃

n=1
Fn ොຳ٭ت ݁ٷዛው٭۰ أًأ؇د ذات ۰ਃಮඹජ ڣݯ؇ءات ݆݁ ଩ଐ݁اࢴࣖة ݁ٺٺ؇ܳ٭۰ ሒሃ (Fn)n∈N إن -

ሒᇿ؇ܳٺ؇ً ොຶݱܭ وᄔჼ۱ا ،F2 ሒᇭ اܳٺأ؇݁ڎ َ؇ޖ݄٭۰ ڢ؇༟ڎة ሌᇿإ ؇۳݄റണ೷ ቕ቉ F1 ሒᇭ اܳٺأ؇݁ڎ َ؇ޖ݄٭۰ ڢ؇༟ڎة -ෛຶٺ؇ر
.H ሒᇭ ይዧأڎ ڢ؇ًܭ ሒᇆଫଊܹ۱ أݿ؇س আॻ༟
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( bessel ١ཚৌاજઁڲ ) :4 .3 ١ֵ ֿ܊ۑ
،H أނأ۰ ݆݁ ይዧأڎ ᄭᄥً؇ڢ ۰૭૙؇༶݁ٺ و ݁ٺأ؇݁ڎة ᄭᄥف؇༟ (ei )i∈I ݁ٷٺ۬، ًأڎ ذو ଫଊܹ۱ت ڣݯ؇ء H ܳ٭ܝ݆

: ؇਍ಱᄴᄟ لܝިن ؜ٷڎࢱࣕ
∀x ∈ H ;

∑
i∈I

|x,ei |2 ≤ ‖x‖2 <+∞ ...(∗)

1 .3 ڲ୹୴ؼ܊١
.Planchevel ݁ٺޚ؇ًگ۰ ް݄૭૜و ݁ފ؇واة (*) ۰࿩ਜ਼اଫଐৎ৊ا ّݱٴں ،H ܳـ ሒᇆଫଊܹ۱ أݿ؇س (ei )i∈I ᄭᄟ؇༡ ሒᇭ

( Parsevel ڲۻոواة ) :5 .3 ١ֵ ֿ܊ۑ
݁ٺႤၽڣ۰٪: اܳٺ؇ܳ٭۰ اܳگݯ؇ل؇ ، E ሒᇭ ۰૭૙؇༶و݁ٺ ݁ٺأ؇݁ڎة ᄭᄥف؇༟ (ei )i∈I و ሒᇆଫଊܹ۱ ނٴ۬ ڣݯ؇ء (E ,〈.〉) ܳ٭ܝ݆

.E আॻ༟ ሒᇆଫଊܹ۱ أݿ؇س (ei )i∈I .1
: ؇਍ಱᄴᄟو R+ ሒᇭ ࠯࠵࠾݄ؕ ᄭᄥً؇ڢ (‖x,ei‖2)i∈I ᄭᄥاܳأ؇ف ، x ∈ E ႟၍ أ༥ܭ ݆݁ .2

‖x‖2 =∑
i∈I

|(〈x,ei 〉|2

: ؇਍ಱᄴᄟو E ሒᇭ ࠯࠵࠾݄ؕ ᄭᄥً؇ڢ (〈x,ei 〉ei )i∈I ᄭᄥاܳأ؇ف، x ∈ E ႟၍ أ༥ܭ ݆݁ .3
x =∑

i∈I

〈x,ei 〉ei

: ؇਍ಱᄴᄟو K ሒᇭ ࠯࠵࠾݄ؕ ᄭᄥً؇ڢ (〈x,ei 〉〈y,ei 〉)i∈I ᄭᄥاܳأ؇ف، x, y ∈ E ႟၍ أ༥ܭ ݆݁ .4
〈x.y〉 =∑

i∈I

〈x,ei 〉〈y,ei 〉
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4 .3 ڲ٢જ੻ר١
ًـ: اৎ৊أݠف اܳٺޚٴ٭ݑ ؜ٷڎࢱࣕ H ܳـ ሒᇆଫଊܹ۱ أݿ؇س (en)n∈N وܳٺܝ݆ ଫଊܹ۱ت، ڣݯ؇ء H ܳ٭ܝ݆

Q :H ←− l 2(C)

x ←−Q(x) = (〈x,en〉)n∈N

.ྵะ؇ّگ ި۱

اոॻలॆूت:
ۊޚ޶. Q أن ඔ൹ਊ಻ ৖৑أو

:؇਍ಱᄴᄟ n ∈N ႟ၽܳ x, y ∈ H ܳ٭ܝ݆ .1
ϕ(x + y) = (〈x + y,en〉)n∈N

= (〈x,en〉+〈y,en〉)n∈N

= (〈x,en〉)n∈N+ (〈y,en〉)n∈N

=ϕ(x)+ϕ(y)

:؇਍ಱᄴᄟ λ ∈C و x ∈ H ܳ٭ܝ݆ .2
ϕ(λx) = (〈λx ,en〉)n∈N

= (λ〈x,en〉)n∈N

=λ(〈x,en〉n∈N)

=λϕ(x)
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ۊޚ޶. ϕ(x) إذن:
෠ຶڎ: ً؇رݿڰ؇ل ݁ފ؇واة ݆݁ x ∈ H ∑-ܳ٭ܝ݆

i∈I

|〈x,ei 〉|2 = ‖x‖2

‖ϕ(x)‖l 2(C) = ‖x‖ و݁ٷ۬
.ྵะ؇ّگ ϕ(x) إذن

6 .3 ١ֵ ֿ܊ۑ
݆݁ ۰૭૙؇༶݁ٺ و ݁ٺأ؇݁ڎة (ei i∈I ) ᄭᄥف؇༟ ႟၍ ؜ٷڎࢱࣕ ، ይዧڰݱܭ ڢ؇ًܭ ଫଊܹ۱ت ڣݯ؇ء H ܳ٭ܝ݆

ይዧأڎ. ᄭᄥً؇ڢ ّܝިن H أނأ۰

اڤո٢જ੻ن

ڣ؆ن: i1, i2 ∈ I Ⴄ၍ن إذا أَ۬ ৖৑أو ఈఃَۋޓ
‖ei1 −ei 2‖2 = 〈ei1 −ei2,ei1 −ei2〉

= ‖ei1‖2 −〈ei1,ei2〉−〈ei 2,ei 1〉+‖ei2‖2

= 2

إذن:
‖ei 1 −ei 2‖ =

p
2

܋ټ٭ڰ۰ H أނأ۰ ݆݁ (hn)n∈N ݁ٺٺ؇ܳ٭۰ ༥ިّڎ (3 .3) ا۱ଫଊৎ৊ٷ۰ ۋފص إذن ይዧڰݱܭ ڢ؇ًܭ H أن ؇ஓ୾
: ොຳ٭ت H ሒᇭ

∀i ∈ I , ∃ni ∈N ; ‖ei −hni‖ <
p

2

3
...∗;
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و؜ٷڎࢱࣕ (∗) ොູگݑ มฆܳا اܳޚٴ٭أ٭۰ ا༟৙৑ڎاد ႟၍ ඔ൹ً ݆݁ ni وا༡ڎ ௧ਤޗٴ٭ ༟ڎد ෛຶٺ؇ر i ∈ I ႟ၽܳ
ًـ: ϕ اܳٺޚٴ٭ݑ َأݠف

ϕ : I −→N

i −→ϕ(i ) = ni

:؇਍ಱᄴᄟ ،i1 6= i2 ොຳ٭ت ،i1, i2 ∈ I ܳ٭ܝ݆
‖ei1 −ei2‖ ≤ ‖ei1 −hni1

‖+‖hni1
−hni2

‖+‖hni2
−ei2‖

≤ ‖hni1
−hni2

‖+2

p
3

2

و݁ٷ۬:
p

2 < ‖hni1
−hni2

‖+2

p
3

2

أي:
‖hni1

−hni2
‖ >

p
3

2
> 0

و݁ٷ۬
hni1

6= hni2

ϕ(i1) 6=ϕ(i2) و݁ٷ۬ ni1 6= ni2 إذن:
.દઊ؇݁ٺٴ ϕ ሒᇿ؇وً؇ܳٺ

ይዧأڎ. ᄭᄥً؇ڢ (ei )i∈I و݁ٷ۬
1 .3 ١ວמ༖໪

ይዧأڎ. ᄭᄥً؇ڢ ۰ਃಾଫଊܹୖ୒ا ا৙৑ݿ؇ݿ؇ت ႟၍ ڣ؆ن اܳڰݱܭ ڢ؇ًܭ H Ⴄ၍ن إذا ଫଊܹ۱ت ڣݯ؇ء H ܳ٭ܝ݆



١଄૵ոຑ
اܳڰݯ؇ءات ሌᇿإ ڣ٭۬ ّޚݠڢٷ؇ ،إذ ሒᇿاᄴᄟا اܳٺ༲ܹ٭ܭ ݁٭ڎان ݆݁ ݬ؞ଫଃا ඹජءا ৖৑إ ྘ܳݴ ۱ڍا ᆇᅦܹٷ؇ ،ଫଃ༠৙৑ا ሒᇭو
݁ڰ۳ިم ݆݁ ႟၍ ࿓؆ݿٺأ݄؇ل ۰ਃಾଫଊܹୖ୒ا ا৙৑ݿ؇ݿ؇ت لژ ܳٺأݠ اఈዳዧز۰݁ اৎ৊ڰ؇۱ࡗࡲ ႟၍و ۰ਃಾଫଊܹ۱ واܳލٴ۬ ۰ਃಾଫଊܹୖ୒ا

ଫଊܹ۱ت. ڣݯ؇ءات ሒᇭ اܳٺ۠ݠࢴࣖ ᄴᄟراݿ۰ ݁ڰٺިح ا௯௫௵؇ل وਊಱࠔࠥ اܳڰݱܭ. وڢ؇ًܹ٭۰ اၯၽܳ٭۰ واܳأ؇فఈఃت اܳٺأ؇݁ڎ
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١ॴ఩اڤ֔ۑ اոۢिऻدر
- ༟ܝٷިن દઑ-۰ل ஼ணݠৎ৊ا ۰༡؇اܳފ اࠍ੊؇݁أ٭۰، اৎ৊ޚٴ༟ި؇ت دلިان اܳޚٴިܳިۏ٭؇," ሒᇭ ๤ཡٺ௰௯௫ا" م.༡؇زي, [1]

.1994 اࠍ੊ݞا߉ߵ,
.2009 -2008 اࠍ੅ޚ޶," ଫଊ᛻੊اࠍ ሒᇭ "دروس රඞاث, દઑ-م [2]
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H. Hazi, "Espaces topologiques général et espaces métriques en particulier," [8]
O.pu, .1993
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اളൄڲܙز
ঌॻڎلਊಾ ۋگܭ : K

اࠍ੆گ٭گ٭۰ ا༟৙৑ڎاد ۰༟ިᆇ୞୘ : R

اܳޚٴ٭أ٭۰ ا༟৙৑ڎاد ۰༟ިᆇ୞୘ : N

اܳأگڎل۰ ا༟৙৑ڎاد ۰༟ިᆇ୞୘ : C

اࠍ੊ڎاء : ·
ا௯௫௵݄ިع : +
اܳٺႤၽ݁ܭ : ∫
اܳٺگ؇ޗؕ : ⋂
اොູ৖৑؇د : ⋃
اܳٷޙࡗࡲ : ‖.‖

اৎ৊ޚܹگ۰ اܳگ٭۰݄ : |.|
اܳފగఒ޶ اࠍ੊ڎاء : 〈., .〉

y و x ඔ൹ً اৎ৊ފ؇ڣ۰ : d(x, y)

Aܳـ আॻ༟৙৑ا اࠍ੆ڎ : sup A

Aܳـ ሌᇃد৖৑ا اࠍ੆ڎ : inf A

z ܳـ اࠍ੆گ٭ࠔࠫ اࠍ੊ݞء : ℜ(z)

z ܳـ ঌॻاܳٺۛ٭ اࠍ੊ݞء : ℑ(z)
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