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Mécanique des fluides

Chapitre 1

Introduction - Notions de Base

1.1  Qu’est-ce qu’une Compressibilité ?

La compressibilité est le caractéere de variation de volume de fluide avec une variation de
pression (dp), le volume de fluide subit une diminution de volume (dV).

L’augmentation de pression entraine une diminution de volume.

Le coefficient de compressibilité est :

Why _ _ dv

= Pal; m% N (1.1)
dp vdp

B=-
B : coefficient de compressibilité (m?/N)
V : volume de fluide (m?)

dV : variation de volume (m?)

dp : variation de pression (N/m?)

1.2 Equation d’état, Gaz parfaits :
On recherche I’équation qui lie les paramétres d’état (p,v,T). On considere une

(U.D.M) d’un gaz parfait dans deux états différents :

Etat (1) : (P, V,T)
Etat (2) : (P’, V°, T°)

Imaginons un 3°M état ou la pression est P, la température est 7°. Etat (3) : (P, V", T).

On passe a pression constante de 1’état (1) a I’état (3), on a donc en vertu de la loi

de GAY-LUSSAC.
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r= (1.2)
On passe de D’état (3) a I’état (2), la température étant constante, on a donc en
vertu de la loi de MARIOTTE :

P V’=P.V’ (1.3)

En multipliant membre a membre les deux équations (1.2) et (1.3) on obtient :

PVVH PVIiVH PV PV
— = = = cte (1.4)
T T T T
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Pour un gaz parfaiton a:

PV
T Cte (15)

Pour ['unit¢ de masse (UDM) cette constante est appelée (r), 1’équation d’état
devient :

PV =1T (1.6)
Pour une masse m de gaz parfait, occupant le volume V sous la pression P et a
température T, I’équation d’état devient :

PV =mrT 1.7
Pour I’air, qui est considéré comme un gaz parfait, r vaut : 287 J/kg°K.

Si on considere une masse molaire M de gaz parfait, elle occupe le volume V, on
peut écrire :

PV = MrT = RT (1.8)
Avec : R=M.r tel que R : constante universelle des gaz parfait indépendante du gaz
considéré. Donc pour 1Mole de gaz parfait, I’équation d’état devient

Pv =RT (1.9)
Ici, v : représente le volume molaire = 22,4 L

Pour n moles de gaz parfait occupant un volume V, sous la pression P et la température T,
I’équation d’état devient :

PV = nRT (1.10)
R=8.32J/Mole °K pour tous les gaz.

1.3 Qu’est-ce qu’un fluide ?

On peut rencontrer la matiére sous trois formes principales :

—1’état solide ;

— I’état liquide ;

— I’état gazeux.

Un fluide est un liquide ou un gaz.

1.4 Quelles sont les difféerences entre un fluide et un solide ?

La matiéere est constituée de particules de trés petite taille qui sont des atomes, des
molécules ou des ions. Dans un solide, ces particules sont fortement liées entre elles par des
forces ¢électrostatiques et occupent ainsi des positions fixes dans I’espace. Par conséquent, un
solide posséde une forme bien déterminée. Pour le déformer, il faut lui appliquer une contrainte
mécanique suffisante pour contrer les forces qui existent entre les particules qui le constituent.

Dans le cas des fluides, ces forces sont moins intenses, si bien que les particules sont mobiles
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dans I’espace. Par conséquent, le fluide peut se déformer spontanément et ne possede pas de
forme propre.
1.5 Quelles sont les différences entre un gaz et un liquide ?

La principale différence entre un gaz et un liquide est que les particules constituant un
liquide sont jointives alors que dans le cas d’un gaz ces particules sont beaucoup plus espacées
les unes des autres. Cette différence a les deux conséquences suivantes :

- I est possible de réduire le volume qu’occupe un gaz en le comprimant (en effet, les particules
qui le constituent peuvent se rapprocher puisqu’elles ne sont pas jointives) alors que c¢’est
impossible avec un liquide (les particules sont déja jointives, il est impossible de plus les
rapprocher) ;

- Un gaz va occuper tout le volume qui lui est offert alors qu™un liquide va épouser la forme du

récipient qui le contient en laissant une surface libre (voir figure 1.1).

| | ™

Surface libre

FiG. 1.1 — Différence de comportement d’un gaz et d’un liquide dans un récipient
1.6 Qu’est-ce que la mécanique des fluides ?

La mécanique des fluides est la branche de la physique qui s’intéresse a 1’étude des
forces et des énergies mises en jeu dans les fluides ainsi qu’aux caractéristiques des

écoulements.

1.7 A quoi sert la mécanique des fluides ?

Le champ d’application de la mécanique des fluides est extrémement large et varié. En
effet, dés qu’on se trouve en présence d’un fluide en écoulement et que 1’on veut comprendre
ou prévoir son comportement, il faut faire appel a la mécanique des fluides. On peut ainsi citer
les domaines d’application suivants qui démontrent cette grande variéte :

- L’écoulement du sang a I’intérieur des veines et arteres ;
- Les prévisions météorologiques qui doivent tenir compte de la circulation des masses

d’air ;
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- L’étude aérodynamique des véhicules et de 1’écoulement de 1’air ou de I’eau autour de
Ceux-ci ;

- Le dimensionnement d’un réseau d’eau urbaine ;

En génie chimique-génie des procédeés, les fluides en circulation sont omniprésents. 1l est
donc nécessaire de comprendre ce qui se passe lors de leur écoulement afin de concevaoir,
dimensionner et choisir convenablement les réseaux dans lesquels ils circulent. La mécanique
des fluides permettra ainsi :

- de déterminer le diamétre optimal d’une conduite ;

- de choisir la pompe qui permettra de satisfaire aux conditions requises pour la

circulation d’un fluide dans un réseau donné ;

- de prévoir la consommation d’énergie d’un appareil utilis€¢ pour la circulation d’un

fluide (pompe, compresseur ou ventilateur) ;

- de mieux comprendre le fonctionnement des appareils de mesure et de régulation ;

1.8 Quelques propriétés des fluides :
1.8.1 Masse volumique :
1.8.1.1 Définition — Unites :

Les fluides (liquide ou gaz) sont pesants. Cela signifie qu’un volume donné de fluide
(par exemple 1 m®) représente une masse bien définie. Toutefois cette masse sera différente
pour chaque fluide. Ainsi, 1 m® d’eau possédera une masse de 1000 kg, alors qu’1 m®de mercure
posseédera une masse de 13600 kg. On peut ainsi définir pour chaque fluide une grandeur
appelée masse volumique qui est le rapport de la masse m de fluide et du volume V qu’occupe
cette masse (voir équation 1.1). On utilisera le symbole p (la lettre grecque rho) pour désigner

la masse volumique.

p=y (1.11)

L’unité de la masse volumique dans le systéme d’unité international (S.I.) est le
kilogramme par métre cube, abrégé kg/m3. On veillera donc & exprimer la masse en kg et le
volume en m?,

Exemple 1 : On a vu précédemment qu’1 m? d’eau représentait une masse de 1000 kg.
La masse volumique de 1’eau sera donc :

Dea =$ =1000 kg/m?®.
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Pour le mercure, nous avons vu qu’ 1 m? avait une masse de 13600 kg. Par conséquent, il vient:
13600

mercure ~

=13600 Kg/m?®

On trouvera dans la table 1.1, les masses volumiques de divers fluides usuels. On peut
constater ici que les masses volumiques des liquides sont beaucoup plus grandes que celles des
gaz (environ 1000 fois). Ce phénomeéne s’explique par le fait que les particules constituant un
liquide sont jointives. Aussi, I’ensemble des particules est plus compact et un volume plus réduit
contient donc une plus grande masse.

TAB. 1.1 — Masses volumiques de fluides usuels

Fluide Masse volumique (kg/m?)
Eau (a température ambiante) 1000
Eau de mer 1020—1030
Mercure 13600
Air (a 20 °C et a pression atmosphérique) 1,2
Vapeur d’eau (2 100 °C et a pression atmosphérique) 0,6
Ethanol (alcool éthylique) 789
Huile végétale 910—940
Huile minérale (lubrifiants) 880—940
Essence 700—750
Kéroséne 780—820
Pétrole 870

Nous avons vu que I'unité de la masse volumique dans le systeme international (SI)
d’unités était le kg/m?3. 11 existe toutefois d’autres unités rassemblées dans le tableau 1.2. On'y
trouve aussi I’équivalence avec 1’unité SI.

TAB. 1.2 — Unités de masse volumique

Unité Equivalence en kg/m3
g/cm?® 1 g/cm®=1000 kg/m?
kg/L 1 kg/L=1000 kg/m?
g/L 1 g/L=1 kg/m?®
Ib/ft3 (livres par pieds au cube) 1 Ib/ft°=16,01846 kg/m?

1.8.1.2 Densité :

Afin d’éviter les problemes d’unités lorsqu’on donne la valeur de la masse volumique
d’un fluide, on a introduit la notion de densité. La densité d’un fluide est définie comme le
rapport de la masse volumique de ce fluide (exprimée dans une unité quelconque) sur la masse
volumique de I’eau (exprimée dans la méme unité). L’équation 1.2 permet de calculer la densité

que I’on notera par la lettre d.

P fuide
Privide =~ (1.12)
eau
Il est impératif d exprimer la masse volumique du fluide et celle de l’eau dans la méme
unité. La densité est donc une grandeur qui n’a donc pas d’unité (on dit qu’elle est sans

dimension). Sa valeur ne dépend pas du systéme d’unité utilisé.
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Exemple 2 : On a vu que la masse volumique du mercure était de 13600 kg/m® et celle de I’eau
de 1000 kg/m®. En Ib/ft3 (unité anglo-saxonne), on aura :
Peau = 62,43 I/ f 12
Pmercure = 849,02 10/ f t3
On peut calculer la densité a partir de ces deux systémes d’unités :

13600
mercure 1000

849,02
mercure m -

=136

13,6

On voit bien sur cet exemple que la densité ne dépend pas du systeme d’unités employé.

1.8.1.3 Notion de fluide compressible/incompressible :

Nous avons vu précédemment (voir § 1.1.3) qu’il était possible de comprimer un gaz,
c’est a dire de réduire le volume occupé par une masse donnée de ce gaz. Par exemple, si ’on
emprisonne de I’air dans une seringue, on peut faire varier le volume occupé par cette masse
d’air en exergant une pression sur le piston. La méme opération est impossible avec un liquide.
On dit que les gaz sont compressibles alors que les liquides sont incompressibles.

Cette propriété des gaz a par conséquent une influence sur leur masse volumique.
Reprenons I’exemple de la seringue :

Exemple 3 : Remplissons d’air une seringue de volume V1=20 ml (soit 20-107° m®). Dans les
conditions atmosphériques cette seringue contiendra alors une masse d’air m;=24-10" g (soit

24-107% kg). La masse volumique p1 de I’air contenu initialement sera donc :

m, 2410°°

vV = 20107 =1.2kg/m?®
A :

P

Comprimons, a I’aide du piston, cette masse d’air jusqu’a un volume V=10 ml.
La masse d’air contenue dans la seringue est toujours la méme, c’est a dire m1. La masse

volumique p2 de I’air comprimé est alors :

m, 24.10°

V, 10.10°

P2 =

=2.4kg/m®

On peut ainsi constater qu’en comprimant le gaz, on a augmenté sa masse volumique.
En fait, en comprimant le gaz, nous avons augmenté sa pression.

Ainsi, on pourra dire que la masse volumique d’un gaz dépend de la pression de celui-
ci. De plus, la masse volumique des gaz depend aussi fortement de la temperature. C’est

pourquoi dans le tableau 1.1 donnant les masses volumiques de certains fluides usuels, nous
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avons pris soin de donner pour les gaz les valeurs de la pression et de la température auxquelles
ont été mesurées ces masses volumiques.

L’équation 1.3 suivante permet de calculer la masse volumique d’un gaz en fonction des
conditions de pression et de température :

0,001.P.M

Pgar = W (1.14)

Avec P la pression du gaz exprimée en Pascal (Pa), T la température du gaz exprimée en °C, R
la constante des gaz parfaits qui vaut 8,314 J/mol. °C et M la masse molaire du gaz exprimée
en g/mol. Nous avons dit précédemment que les liquides étaient, contrairement aux gaz,
incompressibles. Ceci implique que la masse volumique des liquides ne varie pas. En réalité,
on observe que la masse volumique des liquides varie trés faiblement avec la température et
encore plus faiblement avec la pression. Ainsi, la masse volumique de 1’eau a 0° vaut 1000 kg/m?®
alors qu’a 100° elle vaut 959 kg/m®. Une telle précision n’est en général nécessaire que pour

des calculs tres précis. On peut alors trouver la masse volumique des liquides en fonctions de

la température dans des tables.

1.9 Expression des contraintes tangentielles : viscosité

Tous les fluides réels présentent une certaine viscosité, en ce sens que toute variation de vitesse
en leur sein (on parle de gradient de vitesse) se traduit par I’apparition de forces internes de
friction tendant & provoquer une homogénéisation des vitesses. Dans le cas ou I’on néglige ces
phénomenes, le fluide est qualifié de parfait. Cependant cette simplification ne pourra jamais
étre adoptée au voisinage d’une paroi ou les forces de viscosité imposent au fluide d’avoir la

méme vitesse que celle-ci (condition de non glissement).

a) Ecoulement de Couette, coefficient de viscosité (ou viscosité dynamique)
Considérons I’écoulement d’un fluide visqueux entre deux plaques planes et paralléles dont les
dimensions transversales sont tres supérieures a la distance, h, qui les sépare (Fig. 1.2). L’une
de ces plaques est maintenue fixe, alors que 1’autre est entrainée a vitesse constante (U) sous
I’effet d’une force par unité de surface (donc une contrainte) notée 1. Pour certains fluides (air,
eau, ...), le profil de vitesse est linéaire, et la force exercée est proportionnelle au gradient de la

vitesse.

u(z) = Uz/hett = constante U/h (1.15)
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Un fluide présentant un tel comportement est qualifi¢ de newtonien. L’hypothése de Newton

consiste en la généralisation suivante :

A
T = ,LIE (1.16)

La constante p est appelée coefficient de viscosité du fluide. Il dépend fortement de la
température, et dans une moindre mesure, de la pression du fluide.

Remarque 1 : en général, la viscosité augmente avec la température dans le cas des gaz, mais
diminue dans le cas des liquides.

Remarque 2: il ne faut pas confondre coefficient de viscosité (U et viscosité cinématique (ou

dynamique), notée v, et définie par

v= (1.17)

SRS

Comme on le verra plus tard en démontrant les équations de Navier-Stokes, cette derniere rend
mieux compte que p de I’'impact de la viscosité d’un fluide sur son mouvement. Attention aux
idées regues, a 20°C, sous la pression normale, la viscosité dynamique de I’air sec (15.1 E-6 SI)
est plus importante que celle de I’eau (1.008 E-6 SI).

Question : quelles sont les dimensions de [ et de v?

FIG. 1.2 — Schéma de I’expérience de Couette

b) Interprétation moléculaire de la viscosité :
Remarque qualitative : la contrainte est due a un échange de molécules plus ou moins rapides
entre deux particules fluides adjacentes et de vitesses moyennes différentes.
Remarque sur les unités : Une contrainte s’exprime en Pa (donc en N/m?), ce qui peut aussi se
mettre sous la forme (kg.m.s)/(m?.s). Elle peut donc étre interprétée comme un flux de quantité

de mouvement a travers la surface de séparation entre les deux particules fluides.
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c) Remarque complémentaire : viscosité et couche limite, écoulement établi et
écoulement non établi

Lorsque ’on injecte dans une conduite cylindrique un fluide dont le profil de vitesse est

initialement uniforme (Fig.1.3), I’existence de forces de viscosité nécessairement tres

importantes (pourquoi ?) au niveau des parois se traduit par le développement progressif d’une

couche limite (régime non établi). Lorsque le profil de vitesse devient indépendant de I’abscisse

de la section étudiée, le régime est dit établi.

FiG. 1.3 — le profil de vitesse

10
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Chapitre 2

Equation de base

2.1. Notion de Débit :
2.1.2 Définitions — Unités :

En génie chimique-génie des procédés, il est essentiel de pouvoir connaitre la quantité
de matiere qui circule a I'intérieur des différents éléments du procédé (conduites, pompes,
réacteurs,). Par conséquent, il est nécessaire de définir la notion de débit.

Considérons, par exemple, une conduite (voir figure 2.1) dans laquelle circule un fluide.
On appellera section de passage la surface a travers laquelle s’écoule le fluide (hachurée sur la
figure). Le débit s’écoulant a travers cette section de passage représentera alors la quantité de
matiére (exprimée par une masse ou un volume) qui passe a chaque unité de temps (c'est-a-dire
chaque seconde, chaque minute, chaque heure, selon I'unité de temps choisie) a travers cette
section. Si ont choisi d’exprimer la quantité de matiére, alors on parlera de débit massique. Si
ont choisi d’utiliser un volume on parlera de débit volumique. On notera Qm le débit massique

et Qv le débit volumique.

Qm
Q,

Section de
passage

FIG. 2.1 — Fluide en écoulement dans une conduite
Par conséquent si une masse m de fluide traverse la section de passage pendant un intervalle de
temps t, on pourra calculer le débit massique Qm de la maniére suivante :
Q=" 2.1)
t
De méme, si un volume V franchit la section de passage pendant I’intervalle de temps t, on
calculera le débit volumique Qv de la maniére suivante :
Q = v (2.2)
t
Les unités du systéme international pour la masse étant le kg, pour le volume le m2 et
pour le temps la seconde (s), I’unité du systéme international pour le débit massique sera le kg/s
et pour le débit volumique le m%/s. I est bien sir possible d’exprimer masse, volume et temps

dans d’autres unités. Par exemple, si on choisit le gramme (g) comme unité de masse et la

11
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minute (min) comme unité de temps, le débit massique sera donné en g/min. De méme, si on
choisit le litre (L) comme unité de volume et I’heure (h) comme unité¢ de temps, les débits
volumiques seront exprimés en L/h.
Exemple 4 : Débit d’eau dans une installation sanitaire
On preéléve pendant 1 minute et 17 secondes de 1’eau a un robinet d’eau sanitaire a 1’aide d’un
récipient. On a ainsi prélevé une masse de 12,33 kg. On a donc :
m = 12,33kg

t=1minl7s =77s

On peut par conséquent calculer le débit massique d’eau Qm disponible sur ce robinet

_M_1233_ 416 Kg/s
{77

Exemple 5 : Dans une unité de fabrication de benzéne (qui est un hydrocarbure liquide a
température ambiante) on stocke le produit final dans plusieurs cuves. Ces cuves
parallélépipédiques ont pour dimensions :
— Longueur L=10 m
— Largeur I=4 m
— Hauteur h=2,5m
Il faut une heure, 12 minutes et 37 secondes pour remplir une cuve.
Il est ainsi possible de déterminer le débit volumique Qv genzene de benzéne produit.
Le volume V de la cuve est :
V=L:h=10-4-25=100m?

Le temps de remplissage t vaut :

t = 1h12min37s = 1 -3600+12 -60+37 = 4357s
On peut alors déterminer Qv enzene:

vV 100
e =—=——=0,023 m®/s
QV Benzéne t 4357

2.1.2 Relation entre débit massique et débit volumique :

Nous avons vu qu’il existe une relation entre masse et volume (équation 2.1) :

m
PoV
Par conséquent, on peut écrire :
m= pV (2.3)
Or nous avons vu précédemment que :
m
Qn = T

12
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En remplagant m dans I’expression précédente par la relation 2.3, on obtient :

\Y, \Y
Q=% =p~ (2.4)
t t
Par conséquent, on peut écrire la relation suivante entre débit massique et débit volumique :
Qn =pQy (2.5)
Ou encore :
Qn
Q =—" (2.6)
2,

Exemple 6 : Si nous reprenons I’exemple 4, nous avions un débit massique Qm de 0,16 kg/s.
Il est alors possible de calculer le débit volumique. En effet, la masse volumique de 1’eau vaut:
peau = 1000 kg/m?

Il vient donc :

Q, = _ 016 _4i6103mes
peaU 1000

On peut exprimer ce débit volumique dans une unité plus adaptée, par exemple le L/min. En
effet :
1 m3/s = 1000 L/s = 60 -1000 = 60000 L/min
Onadonc:
Qv=0,16 -107 -60000 = 9,6 L/min
2.1.3 Relation entre débit et vitesse :

Lorsqu’un fluide s’écoule, les particules qui le composent sont animées d’une certaine
vitesse. Reprenons 1’exemple de 1’écoulement d’un fluide au sein d’une conduite, en supposant
que toutes les particules se trouvant dans la section de passage (hachurée sur la figure 2.2(a))
au temps t = 0 sont animées de la vitesse moyenne Umoy. Apres un intervalle de temps t, ces
particules vont se retrouver dans une section distante d’une longueur | de la section initiale (voir

figure 2.2(b)). On peut alors calculer cette longueur | :
| =U 1 (2.7)

La surface de la section de passage étant S, on peut alors calculer le volume V de fluide qui est

)

(a) temps t=0 (b) temps t

FIG. 2.2 — Ecoulement dans une conduite au cours de I’intervalle de temps t

Passé a travers la section de passage pendant I’intervalle de temps t :

13
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V=1S=U_,tS (2.8)
On peut donc aisément calculer le débit volumique s’écoulant a travers notre section de passage:
Q=Y -UmtS_y g (2.9)
t t
On a donc les relations suivantes entre débit volumique et vitesse et entre débit massique et
vitesse :
Qy =U:S (2.10)
Qn =PV S (2.11)

Exemple 7 : Considérons une gaine de ventilation dans laquelle circule de 1’air. Cette gaine est
de section rectangulaire (largeur 1=30 cm, hauteur h=50 cm). Le débit volumique d’air circulé

est de 5400 m%h. On désire connaitre la vitesse moyenne de I’air dans la conduite.

11 faut tout d’abord calculer la section de passage S de ’air :
S=1-h=0,3-0,5=0,15m?
On peut maintenant calculer la vitesse du fluide sachant que Qv=U -S.

Q, _ 5400/3600
S 015

U= 10m/s

2.2 Bilans de matiére :
2.2.1 Qu’est-ce qu’un bilan de matiére ?
Au sein d’un procédé, on rencontre de nombreux organes dans lesquels circulent des fluides.
Ces organes peuvent comporter plusieurs entrées et plusieurs sorties. Il est tres souvent
nécessaire d’établir des relations entre les quantités de matiere sortantes et entrantes, c’est a
dire plus précisement entre les débits entrants et sortants. Effectuer un bilan de matiere
consistera alors a recenser les différents flux de matiére et a en établir une sorte de comptabilité.
Les relations ainsi établies entre les différents débits permettront alors d’établir des relations
entre les différentes vitesses.
2.2.2 Comment écrire un bilan de matiere ?
2.2.2.1 Bilan de matiére sur une conduite :

Reprenons toujours I’exemple d’une conduite. Toutefois, celle-Ci peut ne pas avoir une

section constante (voir figure 2.3).

14
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Q,
Qm 1

u,

FiG. 2.3 — Conduite avec changement de section

Si I’on considére que I’écoulement est bien établi, c’est a dire qu’il a eu le temps de se
stabiliser, les débits, les vitesses et les différentes propriétés du fluide dans les différentes parties
de la conduite seront par conséquent constants. On dit que le régime permanent est établi.
Considérons maintenant la masse m: de fluide traversant la section S: (petite section de la
conduite) pendant I’intervalle de temps t. On souhaite déterminer la masse m. de fluide
traversant la section S; pendant ce méme intervalle de temps t. La masse de fluide compris entre
les sections S: et S, devra rester constante puisque le régime permanent est établi. Par
conséquent, si pendant le temps t il rentre dans cette partie de la conduite une masse m, il faut
que la méme masse en sorte pendant le méme temps. Si cette condition n’était pas vérifiée, il y
aurait une augmentation ou une diminution de la masse de fluide contenu entre les deux
sections. On a donc m1 = m2. On peut alors établir la relation suivante entre les débits :

Qu =" =" =Qp, (2.12)

On a donc la conservation du débit massique qu’on écrit :
Qs =Qne (2.13)

Il parait maintenant légitime de se poser la question de savoir si le débit volumique se conserve

aussi. La relation liant débit massique et volumique, nous permet alors d’écrire :

P1Qu1 = p,Qy, (2.14)
Ou p: et p2 sont les masses volumiques dans les sections S1 et S2 de la conduite.
Dans le cas des fluides incompressibles, c’est a dire les liquides, la masse volumique reste

constante. Par conséquent, on aura p: = p, et donc :

Q1 =Qy; (2.15)
On peut donc dire que pour les liquides le débit volumique se conserve.
Dans le cas des fluides compressibles, c’est a dire les gaz, il se peut que la pression et la
température du fluide soient différentes dans les sections S1 et S2 de la conduite. Or la masse

volumique d’un gaz dépend de ces deux parameétres. On aura donc p: # pz€et par conséquent :
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Qv # Qs (2.16)

On peut maintenant s’interroger sur la vitesse moyenne du fluide dans les sections 1 et 2. En

utilisant I’équation 2.11, 0n a :

pULS, =p, U, S, (2.17)
Ce qui nous donne pour U2 la vitesse dans la section S2:
P S
U,=-—=+.—U
i P2 S, ' (2.18)

On voit alors bien que si les sections S1 et Sz sont différentes, ou si la masse volumique du fluide
varie, la vitesse dans les 2 sections seront différentes. Un cas particulier trés important est celui
des fluides incompressibles pour lesquels p:= p.. On a alors :
u, =§—1.U1 (2.19)
2
La variation de vitesse est alors uniquement fonction du rapport des sections de passage S1 et
S2.

Si i>1 alors >Uz ;
2

- Si i<1 alors <Us ;
2

En d’autres termes, lorsque la section d’une conduite diminue, la vitesse du fluide augmente
; et lorsque la section du fluide augmente la vitesse diminue. Il faut toutefois garder en téte que
le débit reste le méme dans les deux sections.
Exemple 8 : Reprenons le cas de la figure 2.3. On considérera que la conduite est cylindrique.
Le petit diametre D1 vaut 10 mm et le grand diamétre D> vaut 20 mm. Le débit volumique d’eau
Qv 1 circulant dans cette conduite est 8 L/min.
On souhaite alors connaitre le debit volumique Qov 2, les débits massiques Qm1 et Qmz ainsi que
les vitesses moyennes Us et Uo.
L’eau est un fluide incompressible donc le débit volumique se conserve. On peut donc écrire :

Q2 =Q,; =10L/min = % =0167 L/s=0167.10"° m3/s

On obtient facilement les débits massiques :
Q. = P...-Q,; =1000.0167.10° =0,167Kg /s
Q., =Q,, =0167Kg/s

Pour calculer les vitesses, il faut d’abord calculer les surfaces S1 et S2 :
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Sl= 7rD—12 =7. 0.01% =7,85.10"°m?
S2= 7z.D—22 =T 0.02* =314.10""m?
Il vient alors :
0, =% OO
U, = Qo _ 0167.10°° _053m/s

S, 31410
On constate bien qu’en augmentant la section de la conduite la vitesse du fluide diminue. On

aurait aussi pu calculer uz de la maniére suivante :

-5
U, = i.ul = %.2,12 =0.53m/s
S, 314.10

2.2.2.2 Bilan de matiere sur un embranchement :

Considérons maintenant le cas d’un embranchement sur une conduite (voir figure 2.4).
Deux flux de matiere traversent les sections S1 et S2 avec des débits massiques respectifs Qmi
et Qmz. Ils se mélangent pour donner naissance au troisiéme flux qui traverse la section S3 avec

un débit massique Qma.

FIG. 2.4 — Embranchement sur une conduite
En considérant toujours I’écoulement en régime permanent, on peut reproduire le
raisonnement précédemment établi pour la conduite. La quantité de matiére comprise entre les
sections S1, S2 et S3 doit rester constante. Par conséquent, pendant un méme intervalle de temps
il doit rentrer autant de matiére dans cette zone (entre les trois surfaces) qu’il doit en sortir. Le
débit massique net de matiére entrant sera donc la somme des débits entrant Qm1 et Qmz2. On

pourra alors écrire le bilan de matiére suivant :
Qi +Qmz = Qus (2.20)
De plus, si le fluide est incompressible, c’est a dire s’il est un liquide, alors on pourra également

écrire la conservation du débit volumique :
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Qui+Qy, =Qys (2.21)
On pourra aussi établir une relation entre les vitesses :
PULS +p,U,.5, = p U, S, (2.22)

Et si on est en présence d’un liquide, ce qui implique que p1 = p2 = p3, alors on pourra écrire :
u,.S, +U,S, =U,.S, (2.23)
Exemple 9 : Considérons une conduite principale dans laquelle circule de 1’essence de densité
dessence = 0, 72. Le débit massique Qm1 d’essence entrant dans la conduite est de 3tonnes par
heures. On réalise un piquage sur la conduite principale pour alimenter une conduite secondaire
cylindrique de 18 mm de diametre. On sait que la vitesse moyenne U, du fluide dans cette
conduite secondaire est de 0,9 m/s. On souhaite connaitre le débit volumique Qv 3 sortant de la

conduite principale.

Conduite principale

D,= 18 mm
L’essence étant un fluide incompressible, le bilan de matiére revient a écrire la conservation du
débit volumique :

Qi =Qy2 +Qus
D’ou:

Qs =Qu —Qy,
On peut alors calculer Qviet Quz:

Q.. _3.1000/3600
o, 0,72.1000

7.0,0182

=116.10"°m?/s

Q: =

Q,=5,U, = 0,9=2,29.10"m°/s

On peut alors calculer Qus:
Qus=Qv1i—Qv2=1,16-103-2,29-10%=19,28 -10* m¥s

2.2.2.3 Cas général :
En reprenant le raisonnement suivi pour les deux cas précedemment etudiés, on peut
comprendre comment écrire un bilan de matiére sur tout systeme fonctionnant en régime

permanent.
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Ce systéme peut étre un élément d’un procédé ou méme le procédé dans son ensemble.

Ome1—> '_>Qms1

OmeE# '#Qmsz
l PROCEDE . l

Qmenq #Qmsn

FiG. 2.5 — Bilan de matiere sur un procéde
Sur la figure 2.5, on voit un procédé représenté par une boite dans laquelle entrent et sortent des
flux de matiere auxquels sont associés des débits massiques (Qme pour les débits entrants et Qms
pour les débits sortants). Le bilan de matiére consistera alors a écrire que la somme des débits

massiques entrants est égale a la somme des débits massiques sortants :
Qmel + QmeZ +...t Qmen = QmSl + QmSZ +..t QmSn (224)

De plus pour les liquides on pourra écrire la conservation du débit volumique puisque la masse

volumique d’un liquide est constante :

Quez + Quez ++--+ Quen = Qusy +Qusz +-+-+ Qs (2.25)
2.3 Théoréme d’Euler :

Une application directe du théoréme d’Euler est 1’évaluation des forces exercées par les jets
d’eau. Celles-ci sont exploitées dans divers domaines : production de 1’énergie électrique a
partir de I’énergie hydraulique grace aux turbines, coupe des matériaux, etc.

Le théoréme d’Euler résulte de I’application du théoréme de quantit¢ de mouvement a
I’écoulement d’un fluide :

ZEext = o(lj_l: avec P =mVe : quantité de mouvement. (2.26)

Ce théoreme permet de déterminer les efforts exercés par le fluide en mouvement sur les objets
qui les environnent.

Enoncé

La résultante (Z Fext) des actions mécaniques extérieures exercées sur un fluide isolé (fluide
contenu dans 1’enveloppe limitée par S1 et Sy ) est égale a la variation de la quantité de

mouvement du fluide qui entre en S; & une vitesse V, et sort par Sz a une vitesse V, .

3" Fext = q, (v, —V.) (2.27)

Exemple :
Considérons un obstacle symétrique par rapport a I’axe Z . Le jet d’un écoulement (figure 2.6)

de débit massique gm, de vitesse V, et de direction paralléle a 1’axe Z , percute I’obstacle qui le
dévie d’un angle . Le fluide quitte I’obstacle a une vitesse \Zde direction faisant un angle g

par rapport a I’axe z.
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Z\

FIG. 2.6 — Le jet d’un écoulement

La quantit¢ de mouvement du fluide a I’entrée de ’obstacle est : q,.V, porté parl’axe Z .

La quantité de mouvement du fluide a la sortie de 1’obstacle est : q,,.V,.c0S  porté par ’axe z

La force opposée au jet étant égale a la variation de la quantité de mouvement :
R=q,V,.cosf—-q.,V, (2.28)

La force F exercée sur I’obstacle en direction de Z est égale et opposée a celle-ci :

F=q,.(V,-V,.cos p) (2.29)

2.4 Exercices complémentaires :

Exercice 1 :

Un pétrolier posséde une capacité de transport de 340000 tonnes de pétrole brut. Quel volume
de pétrole peut donc contenir ce bateau ?

Données : dpétrole=0,87

Exercice 2 :

Un plongeur remplit sa bouteille d’un volume de 10 L avec de 1’air comprimé a 1,5-10° Pascal
(c’est a dire 15 bar). La température ambiante est de 20 °C. Quelle masse d’air a-t-il introduit
dans la bouteille ?

Donnees : Masse molaire de I’air Mair=29 g/mol

Exercice 3 :
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Un petit cours d’eau dans sa partie canalisée possede une largeur de 3 m et une profondeur de
1,5 m. On mesure sa vitesse moyenne d’écoulement um=0,1 m/s. Donnez le débit volumique

de ce cours d’eau exprimé en m®/h.

Exercice 4 :

On rencontre le réseau de conduites d’huile suivant au sein d’une usine.

1
| 3 5
e

2 L.L

On désire connaitre le débit massique, le débit volumique ainsi que la vitesse moyenne du fluide

en chaque point du réseau (les diamétres D de la conduite aux différents points sont donnés).

dhuile=0,91 D;=40mm

Qmi=1Kg/s D,=32mm

Données : Qv2=7,2m3/h D3=50mm
Qms=15tonne/h Ds=25mm

Ds=50mm

Exercice 5 :

Une lance a incendie a un débit de 30 m®h avec une conduite 18-65 (18 représente en mm le
diamétre de I’extrémité conique, c¢’est-a-dire le diametre de sortie de la lance et 65 représente
en mm, le diamétre du tuyau avant le rétrécissement). Calculez la vitesse de 1’eau en sortie et

en entrée de la lance.
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Chapitre 3

Les fluides en équilibre Statique des fluides

3.1 Qu’est-ce que la pression ?
3.1.1 Pression et Force :

Les particules qui forment un fluide ne sont pas immobiles les unes par rapport aux
autres. Elles sont agitées de fagon désordonnée ce qui provoque de nombreux chocs entre elles
et avec les parois. Par ces chocs, le fluide applique une force sur les parois. Ces forces sont

appelées forces de pression.

FiG. 3.1 — Force de pression appliquée sur une paroi
Considérons la figure 3.1 représentant une enceinte contenant un fluide. Ce fluide exerce donc
des forces sur chacune des parois. Ces forces sont dirigées vers I’extérieur de 1’enceinte et sont
perpendiculaires aux parois. Si on considére la face hachurée de surface S, le fluide lui applique
une force F. On peut ainsi définir la pression P du fluide comme le rapport de cette force F et

de la surface S :

Réciproquement, si on connait la pression du fluide, on peut calculer la force qu’il exerce sur
une paroi de la maniére suivante :
F=PS (3.2)

La pression représente donc la force qui s’exerce sur chaque unité de surface.
3.1.2 Pression et Energie :

On a vu au paragraphe précédent que la pression €tait I’expression d’une force exercée
par le fluide. Si le fluide est capable d’exercer une force, c’est qu’il possede une certaine
énergie. Si on appelle Epr I’énergie d’un volume V de fluide dont la pression est P, on a alors la

relation suivante :
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E, =PV (3:3)
La pression P représente donc aussi la quantité d’énergie contenue dans chaque unité de

volume de fluide. On dit que c’est une énergie volumique. On a bien pris soin de préciser

I’indice pr pour I’énergie pour signifier qu’il s’agit ici d’une énergie de pression. On rencontrera

par la suite d’autres types d’énergies, comme par exemple 1’énergie cinétique que le fluide

acquiert lorsque sa vitesse augmente.

3.1.3 Unités de pression :

Nous venons de voir qu’il était possible de voir la pression comme une force par unité
de surface, et a la fois comme une énergie par unité de volume. On pourra ainsi exprimer son
unité de deux maniéres différentes qui sont toutefois équivalentes.

Dans le systeme international, 1’unité pour la force est le Newton, noté N, et ’'unité de la surface
le métre carré (m?). Par conséquent I’unité dans le systéme international pour la pression sera
le N/m?. L’unité international d’énergie est le Joules, noté J, et celle pour le volume le métre
cube (m3). On pourra donc aussi utiliser le J/m® comme unité internationale de pression. En fait,
le N/m? et le J/m3 sont une seule et méme unité, et sont par conséquent équivalentes. Une unité
a donc été inventée pour la pression : C’est le Pascal, noté Pa. On a par conséquent I’équivalence
suivante :

1Pa=1N/m2 =1J/m3 (3.4)

Il existe de nombreuses autres unités de pression couramment employées dans 1’industrie. Le
tableau 3.1 en dresse une liste non-exhaustive.

TAB. 3.1 — Unités de pression usuelles

Unité Correspondance avec le Pa
bar 1 b=10°Pa
Atmosphére (atm) 1 atm=101325 Pa
Millimétre de mercure (mmHg) ou torr 1 mmHg=133,32 Pa
Centimétre de colonne d’eau (cmCE) 1 cmCE=98,06 Pa
Psi (Livres par pouce au carré) 1 Psi=6894,7 Pa

3.1.4 Notions de pressions absolue et relative :

Nous vivons dans un monde qui est baigné au sein d’un fluide : /’air. On désigne par
pression atmosphérique la valeur de la pression de 1’air ambiant. On note la pression
atmosphérique Patm. Cette valeur (que I’on mesure a 1’aide d’un barométre) fluctue en fonction
des conditions météorologiques et de la zone géographique. Toutefois, la valeur de la pression
atmosphérique oscille autour d’une valeur moyenne qu’on appelle pression atmosphérique

normale qui vaut 101325 Pa.
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Lorsque la pression d’un fluide est supérieure & la pression atmosphérique on dit que ce fluide
est sous pression. Lorsque la pression du fluide est inférieure a la pression atmosphérique, on
dit que le fluide est sous vide. Une pression nulle (P=0 Pa) correspond a un vide parfait qui
correspond en fait a une absence totale de particules (atomes ou molécules).

Comme nous le verrons plus loin, on fait souvent apparaitre dans les calculs la différence entre
la pression P du fluide et la pression atmosphérique Patm. On définit ainsi une grandeur qu’on
appelle pression relative, que I’on note P, par :

P’ = P—Patm (3.5)

Pour bien différencier P et P’, on appellera P la pression absolue. P et P> sont toutes deux des
pressions et ont par conséquent la méme unité. On trouve parfois la mention abs ou a a cété de

I’unité de pression pour signaler qu’il s’agit d’une pression absolue.

3.2 Comment évolue la pression au sein d’un fluide au repos ?
3.2.1 Quelques observations expérimentales :
3.2.1.1 Expérience du créve-tonneau de PASCAL :

Blaise PASCAL (1623-1662) afin de mettre en évidence la maniere dont évolue la
pression au sein d’un fluide, imagina I’expérience dite du « Créve-tonneau ». Comme on peut
le voir sur la figure 3.2, PASCAL fit fixer un tube étroit sur le couvercle d’un tonneau. Ce tube

communiquait avec ’intérieur du tonneau et le tout était étanche.

(L \‘\)\

I

\\ [/

FIG. 3.2 — Expérience du « Créve-tonneau » de PASCAL

Une fois le tonneau plein, on continuait de remplir le fin tube qui le surplombait.
Lorsque le liquide arriva a un certain niveau dans le tube le tonneau se mit a fuir abondamment.
Cette expérience est surprenante car il suffit de quelques dizaines de grammes d’eau
pour que le tonneau se mette a fuir. Il faut tout d’abord se demander pourquoi le tonneau fuit.
La fuite provient des forces de pression qu’exerce le fluide sur les planches. Lorsque ces forces
deviennent trop importantes les planches s’écartent et laissent passer le liquide. Ceci signifie

que la pression dans le tonneau augmente lorsque que 1’on remplit le tube supérieur. Par
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conséquent, plus la hauteur d’eau au-dessus du fond du tonneau est importante, plus la pression
dans le fond du tonneau est importante.
3.2.1.2 Variation sur I’expérience de TORRICELLI :

L’expérience de TORRICELLI (1608-1647) consiste en fait a étudier I’influence qu’a
la hauteur d’un orifice dans un réservoir sur la vitesse de vidange. Dans notre cas (voir figure
3.3), on consideére trois réservoirs identiques, dans lesquels la hauteur d’eau est la méme. On
perce un orifice de méme diametre dans chacun des réservoirs, mais a des hauteurs différentes.
On constate que plus la hauteur de liquide au-dessus de I’orifice est grande, plus le jet de liquide
va loin. Par conséquent, plus la hauteur de liquide au-dessus de I’orifice est grande, plus
I’énergie, donc la pression, est importante. Ceci rejoint les constatations de 1’expérience du «

creve tonneau ».

FIG. 3.3 — Vidange d’un réservoir a travers un orifice de hauteur variable

3.2.2 L’équation de I’hydrostatique :
3.2.2.1 Formulations mathématiques :

Nous avons vu gue la pression variait avec la hauteur dans le liquide. Un point du fluide
sera donc représenté par son altitude notée z. L’altitude est la coordonnée du point sur un axe
vertical et dirigé vers le haut. On fixera de manicre arbitraire I’altitude O (1’origine) sur cet axe.
On veillera tout de méme a choisir une origine pratique comme par exemple le fond d’un
réservoir, le centre d’une pompe, . . .

Pour exprimer a 1’aide d’une relation mathématique I’évolution de la pression au sein
d’un fluide au repos, il convient de respecter scrupuleusement les hypothéses suivantes :

— Le fluide doit étre au repos. Un fluide en mouvement obéit a d’autres lois que nous verrons
au chapitre 4 ;

— Le fluide doit étre homogeéne. On ne peut écrire de relation qu’au sein d’un seul et méme
liquide.

Si maintenant, on considere au sein de ce fluide homogéne (voir figure 3.4) et au repos,
deux points distincts 1 et 2, d’altitudes respectives z1 et z», alors on peut écrire la relation

suivante entre les pressions P1et P2:

25



Mécanique des fluides

-

FIG. 3.4 — Points au sein d’un fluide homogene et au repos

P+ Pauide-9-Z1 = Py + Povice-9-Z, (3.6)
Ou g est ’accélération de la pesanteur qui vaut 9,81 m/s?.
La relation 2.6 est appelée équation de I’hydrostatique. On peut aussi 1’écrire de la fagon
suivante :

P, = P+ Ppuige 02— Z,) (3.7)

Cette formulation permet de mieux comprendre le phénoméne puisqu’en fait la pression au
point 2 est égale & la pression au point 1 plus le poids de la colonne de fluide se trouvant entre
les points 1 et 2.
Exemple 1 : La pression de 1’eau dans I’océan a 10 m de profondeur est de 2 bar. On souhaite

connaitre la pression qui régne a 100 m de profondeur. La densité de I’eau de mer est de 1,02.

W W e

R e —r- =100 m

FIG. 3.5 — La pression de I’eau
On choisit P'origine des altitudes a la surface de I’océan. Le point A correspondant & une
profondeur de 10 m aura donc une altitude négative za=-10 m. De méme, zg=-100 m. On aura
de plus :

Pmer = Omer peau = 1,02 -1000 = 1020 kg/m?
PA =2 bar = 200000 Pa

On peut raisonnablement considérer 1’océan comme un fluide homogene et au repos (on
supposera qu’il n’existe pas de courants marins). Par conséquent, on peut appliquer I’équation
de I’hydrostatique :

Patpmer *9 -Za = Pa+pmer g -Z8

D’ou:
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Ps = Pat pmer -0 -(za-zs) = 200000+1020 -9,81 -(-10-(-100))
Ps = 1100558 Pa = 11 bar

La pression de 1’océan a 100 m de profondeur est donc de 11 bar.

3.2.2.2 Approximation dans le cas des gaz :

Nous avons vu au chapitre 1 que les masses volumiques des gaz étaient trés faibles en
comparaison de celles des liquides. Par conséquent, dans un gaz, la pression variera tres peu
avec ’altitude. On pourra donc considérer en génie des procédés que dans un gaz la pression
est partout la méme.

Exemple 2 : Au sol la pression atmosphérique est de 101325 Pa. On considére que 1’atmosphére
a une masse volumique constante égale & 1,2 kg/m3. On souhaite connaitre la pression a 1 km
d’altitude.
Appelons A le point au sol et B le point a 1 km d’altitude. On choisit logiquement 1’origine des
altitudes au niveau du sol. On aura donc :
Pa=101325 Pa
Za=0m
zg =1 km=1000m
En appliquant la loi de I’hydrostatique, on aura :
Pg = Pa+ pmer -9 -(za-zg) = 101325+1,2 -9,81 -(0-1000) = 89553 Pa
La diminution de pression a une altitude de 1 km est donc relativement faible. Or en génie des
procédés, les installations ne dépassent jamais quelques dizaines de metres de hauteur. La

variation de pression due a I’altitude dans les gaz sera donc négligeable.

3.2.2.3 Interface entre deux fluides :

Il est trés courant de rencontrer deux fluides en contact comme un gaz au-dessus d’un
liquide (de I’air au-dessus de I’eau par exemple) ou un liquide 1éger surnageant sur un liquide
plus lourd avec lequel il n’est pas miscible (du pétrole sur de I’eau de mer ou de I’eau sur du
mercure par exemple). Cette surface de contact est, pour un liquide au repos, plane et
horizontale. On I’appelle aussi interface.

On aura alors la propriété suivante : la pression est identique de part et d’autre de ’interface.
En effet, lorsque ’on traverse 1’interface, on n’observe pas de discontinuité brutale de la
pression.

Ainsi, par exemple, la pression d’un liquide a sa surface ouverte a 1’atmosphere est la pression

atmosphérique.
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Exemple 3 :
A
FLUDE1 oye z,
.'“_"’_"f“._*i__k z,
BX e, |0

FIG. 3.6 — l’interface entre le fluide 1 et le fluide 2.

Si on considére la figure suivante, on peut voir I’interface entre le fluide 1 et le fluide 2.
Le point A est situé a I’interface des deux fluides. Par conséquent, le point A appartient a la fois
au fluide 1 et au fluide 2. La pression PaA est donc la méme que 1’on considére que le point A
fasse partie du fluide 1 ou du fluide 2. On peut ainsi appliquer I’équation de I’hydrostatique au
sein du fluide 1 entre les points A et B, et aussi sur le fluide 2 entre les points A et C :

Pa=Pgt+ p1 -9 -(z8-24)
PA =PC + p2 -0 -(zc-2n)
Par conséquent, on aura la relation suivante entre Pe et Pc:
Ps = Pc + p2-0 (zc-2a)- p1-9 +(z8-20)

On notera enfin la remarque suivante qui est trés importante : on ne peut pas écrire directement
[’équation de I’hydrostatique entre les points B et C car ils appartiennent a des fluides
différents. On n’est donc pas en présence d 'un fluide homogene.

Il ne faut surtout jamais écrire la chose suivante

Pg+p1-g—28=Pc—+p2-g—Zc

3.2.3 Applications pratiques de la loi de I’hydrostatique :

Nous allons voir maintenant a travers divers exemples quelques applications pratiques de
I’équation de I’hydrostatique.

On appelle tube manométrique un tube de faible diamétre rempli d’un liquide et raccordé a une
conduite ou un réservoir. Il est possible de relier la hauteur du liquide dans le tube a la pression
régnant dans la conduite ou le réservoir. Ces tubes servent donc a mesurer des pressions (un
manomeétre est un appareil servant a mesurer des pressions).

Exemple 4 :

|

—- P

Za

FIG. 3.7 — La pression P

28



Mécanique des fluides

On fixe une tube de faible diameétre ouvert a 1I’atmosphére sur une conduite dans laquelle
circule un liquide de masse volumique r. Le liquide se stabilise au niveau du point B dans le
tube. On souhaite connaitre la pression P du fluide circulant dans la conduite.

Le point A est a la limite entre la conduite et le tube, on a donc :
Pr=P
De plus le point B est a I’interface entre 1’atmosphére et le liquide, donc :
PB = Patm

Le liquide se trouvant dans le tube est homogeéne et au repos (contrairement au liquide
s’écoulant dans la conduite). Par conséquent, on peut écrire :

Patp ‘g -:Za=Patp 0 -Za
D’ou:

P = Pamt p g -(z8—2a)

Plus la pression P est forte dans la conduite, plus la dénivellation (zs - za) est grande, c’est a
dire plus le liquide monte haut dans le tube. L inconvénient majeur de ce genre de systéme de
mesure est qu’il nécessite souvent des tubes trés hauts (il faut un tube de 10 m de haut pour
mesurer une pression de 2 bar avec de 1’eau ! ! !). De plus, pour connaitre exactement Pa, il
faut aussi connaitre la pression atmosphérique (elle se mesure avec un manometre spécial
appelé barometre).
Exemple 5 : Entre deux points d’un procédé, un méme fluide peut voir sa pression varier pour
diverses raisons (frottements, présence d’une pompe ou d’une vanne,. . .). On cherche donc

couramment & mesurer des différences de pression entre deux points d’un circuit.

mercure

FiG. 3.8 — Différences de pression entre deux points d’un circuit
Un moyen simple est d’utiliser un tube en U. Dans cet exemple le tube est raccordé en deux
points de la conduite, et est rempli de mercure, qui est un fluide plus dense et qui ne se mélange
pas a I’eau. On cherche a déterminer la différence P1—P2. On pourra tout d’abord écrire :

P1—-P2=Pa-Pc

29



Mécanique des fluides

Puis on appliquera 1’équation de I’hydrostatique sur les différentes parties du tube en U : sur
I’eau entre A et B, sur le mercure (noté par son symbole chimique Hg) entre B et D et sur 1’eau
entre D et C. On aura les relations suivantes :

Pa = Pg+ peau g -(z8—2A)

PB = Pp+ pHg -0 - (zp—2B)

PD = Pc + peau -9 -(zc —Zp)
En regroupant ces trois relations on obtient :

PA = PC + peau g -(z8—ZA)* pHg -0 (ZD—ZB)+ peau -9 *(Zc - ZD)
Or za = zc, donc :
P1-P2 = Pa-Pc = (pHg-peau) -9 -(20-Z8)

Ce type de systeme est appelé manomeétre différentiel puisqu’il permet de mesurer une
différence de pression. Enfin, on notera qu’on ne peut écrire directement I’équation de
I’hydrostatique entre A et C, puisque dans la conduite le fluide n’est pas au repos et que dans

le manométre il n’est pas homogeéne (on a une alternance de plusieurs fluides).

3.2.4 Manomeétre type bourdon :

Pour des applications ou les variations de pression sont brusques et élevées. Le Bourdon est
simplement un tube métallique évidé dont une extrémité est fermée et 1’autre est reliée au fluide
sous pression. Sous I’effet de la pression, le tube tend a se redresser provoquant le mouvement
d’une aiguille sur un cadran gradué. Les unités que 1’on retrouve sur un cadran de Bourdon
peuvent étre trés variées et il importe de bien vérifier si les pressions mesurées sont absolues,

relatives et en quelles unités elles se trouvent.

FIG. 3.9 — Manometre type bourdon

3.3 Forces hydrostatiques sur les parois :
Cette force est définie comme étant la force de pression exercée par un fluide au repos sur une

surface de contacte, cette force est toujours normale a la surface. Le calcul des forces
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hydrostatiques sur une surface quelconque plongée dans 1’eau, consiste a déterminer 1’intensité

de la force et son point d’application. On traitera dans ce qui suit le cas des surfaces planes

ensuite les surfaces courbées.
a. Surfaces planes :

Soit une plaque de forme quelconque immergée et inclinée d’un angle a.

FiG. 3.10 — Force exercée par un fluide au repos sur une paroi solide fixe

Soit un élément de surface de la plaque « dS », la pression qui s’exerce sur cet élément est :

P=pgh

La force de poussée exercée sur 1’élément sera :
df = PdS = pghdS

Donc la force de poussée totale sur la plaque sera :
F = [dF = [ pghdS

Or, h=sina d’ou :

F = pgsina [ ydS

Le terme [ ydS représente le moment statique de la surface par rapport a 1’axe OX :
JydS = yeS

Avec yc ordonnée du centre de gravité
L’expression de F devient :

F = pgsinay;S

et comme :

he = ygsina

Donc I’expression finale de F devient :

F =pgh:S

(3.8)

(3.9)

(3.10)

(3.11)

(3.12)

(3.13)

(3.14)

(3.15)
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he est la profondeur du centre de gravité de la surface S est I’aire de la surface Le point
d’application de la force résultante F est appelé : le centre de poussée. La position de ce point
est définie par la position du barycentre des surfaces élémentaires (ds) pondérees par la pression

sur chaque surface, ce qui revient a calculer le moment équivalent des forces de pression, ¢’est-

a-dire :

ypF = [ ydF = pgsina [ y*dS (3.16)
D’ou:

=l 67
Le terme

I, = [y?dS (3.18)

Représente le moment d’inertie de la surface A par rapport a I’axe Ox. Le théoréme de Huygens
nous permet d’écrire que :

L, =L+ yisS (3.19)
Ou : IXg représente le moment d’inertie de la surface A par rapport a 1’axe qui passe par le
centre de gravité.

Dans ce cas, la formule de yp devient :

_ .l
Yp=Yot ¢ (3.20)

Cette formule montre que le point d’application de la résultante F se trouve toujours plus bas
que le centre de gravité d’une distance égale a :
L
YeS
La profondeur du centre de poussée par rapport a la surface libre est donnée par :
hp = ypsina
Le tableau 3.1 suivant fournit le centre de gravité, la surface et I’inertie pour quelques formes

de surface plane.
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TAB. 3.1 — Le centre de gravite, la surface et I’inertie pour quelques formes de surface plane.

Type de Forme géométrique Centre de surface Moment d'inertie
surface oravité |
Rectangle
3
h h bh bh”
7 12
Trnangle
h 3
h bh bh
3 3 36
Cercle '
4
) r mr? o
4
Dem
cercle Ar y f£ N i ]r-l
3T o \8 9rx,
2
(Quart de
cercle | 4_1' 2 [,T B 4 ]}_4
Yo __ 3n e 16 97
—_—
I

3.4 Comportement des flotteurs-Poussée d’ Archimede :
3.4.1 Poussée d’Archiméde :
Analysons ce qui se passe du point de vue de 1’équilibre mécanique sur un flotteur, c’est

a dire réfléchissons aux forces auxquelles il est soumis.
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Poussée
d'Archimede

Flotteur
Partie
immergée

(volume V)

Liquide

FIG. 3.11 — Equilibre mécanique d’un flotteur

Tout d’abord le flotteur est soumis a son propre poids, dirigé vers le bas et d’intensité
m- g, ou m est la masse du flotteur et g I’accélération de la pesanteur. Mais le poids n’est pas la
seule force, sinon le flotteur coulerait. Il est donc soumis a une force dirigée en sens inverse du
poids (donc vers le haut) et égale en intensité pour assurer 1’équilibre des forces. Cette force est
appelée Poussée d’Archimede. Le principe d’Archimede permet de relier I’intensité de cette
poussée au volume de flotteur immergé et a la masse volumique du liquide. L’énoncé
traditionnel du principe d’Archimeéde est le suivant : Tout corps plongé dans un liquide subit
une poussée verticale dirigée vers le haut dont [’intensité est égale au poids de liquide déplacé.
I1 est toutefois possible d’en donner une présentation plus simple. Ainsi, si 1’on appelle Vimm. le
volume de la partie du flotteur qui est immergée dans le liquide, alors I’intensité A de la poussée
d’Archiméde s’exprimera de la fagon suivante :

A= Piiquide I Vinm (3.21)

Pour que le flotteur soit en équilibre, c’est a dire pour qu’il flotte, il faut que la poussée

d’Archimede soit égale en intensité au poids du flotteur. Or le poids du flotteur vaut mfiotteur -g.

On aura donc:

mﬂotteur'g = pliquide'g'vimm. (322)
En rempla(;ant Miotteur PAT Priotteur - Vlotteur, ON obtient :
Priotieur *J *Viiotieur = Priquide *J “Vinm (323)

Le volume immergé Vimm. est toujours plus petit que le volume total du flotteur Viower. Par
conséquent, pour que la précédente relation soit satisfaite et que le flotteur flotte, il faut que la

masse volumique du flotteur soit plus faible que celle du liquide.

Priotteur < Pliquide (3.24)
On pourra encore écrire cette condition avec les densités :
Oilotteur < dliquide (3.25)

La glace, dont la densité est d’environ 0,9 flottera donc sur I’eau (densité de 1). Les icebergs en
sont un exemple. Par contre, le granit de densité 1,6 environ, coulera dans I’eau. Le granit

flottera toutefois sur le mercure (densité de 13,6).
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3.4.2 Un cas particulier de flottaison : les liquides non-miscibles :

Certains liquides sont dits immiscibles. Ceci signifie que méme en les agitant fortement,
ils ne se mélangent pas et aprés un certain temps, on obtient deux phases liquides qui se
superposent.

C’est le liquide qui a la densité la plus faible qu’on retrouvera toujours au-dessus. On
dit que c’est le liquide le plus Iéger. En fait, le liquide le plus léger « flotte » sur le liquide le
plus lourd. Ainsi, par exemple, le pétrole de densité 0,87 flotte sur I’eau de mer de densité 1,02.
C’est la raison pour laquelle lors de marées noires, le pétrole déversé surnage a la surface de

I’eau sous forme de nappes (ce qui permet d’ailleurs de le récupérer).

3.4.3 Exemple d’application pratique des flotteurs :

Nous avons vu que la valeur du volume immergé du flotteur dépendait de la masse
volumique du liquide. Il est par conséquent possible de mesurer des masses volumiques de
liquide en mesurant ce volume immergé. C’est le principe du pése-acide (utilisé pour mesurer
la densité du liquide de batterie automobile par exemple) ou du pese-alcool (utilisé pour
mesurer la densité d’une solution aqueuse d’alcool éthylique comme un spiritueux par

exemple).

FIG. 3.12 — Mesure de la masse volumique d’un liquide a I’aide d’un flotteur
On constate que le flotteur de volume V: et de masse volumique pr s’enfonce dans I’eau d’un
volume Vimm.1 alors qu’il s’enfonce d’un volume Vimm.2 dans un liquide dont on désire mesurer
la masse volumique plig.
Dans chacun des cas on peut écrire la condition d’équilibre du flotteur a I’aide de 1’équation
3.22. On obtient ainsi :

peau 9 *Vimm1 = pr -9 Vs
Plig -9 -Vimmz = pf -Q - V¢

Onadonc:
peau g -Vimm1 = plig g Vimm 2
D’ou:
_ peau'Vimml
p“q Vimm2
(3.26)
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La masse volumique de I’eau étant connue, il suffit alors de mesurer les deux volumes immergés

pour connaitre la masse volumique du liquide.

3.5 Exercices complémentaires :

Exercice 1 :

Suite au naufrage d’un pétrolier, on envoie un sous-marin pour inspecter 1’épave et repérer
d’éventuelles fuites. L’épave repose par 3000 m de fond.

1. Calculez la pression de 1’eau a cette profondeur.

2. Les hublots circulaires du sous-marin ont un diametre de 20 cm. Quelle force de pression
exerce 1’eau sur le hublot ?

3. Si un objet devait appliquer par son poids une telle force, quelle serait sa masse ?

Données : Patm=1 bar ; dmer=1,025

Exercice 2 :

Afin de mesurer la pression atmosphérique, on utilise un barometre a mercure. Celui-ci est
constitué d’un tube en U partiellement rempli de mercure. Une des branches du U est ouverte a
I’atmosphere.

L’autre est fermeée, et au-dessus du mercure on a réalisé un vide parfait.

P

atm

,,’-\

Vide
h parfait

\XMercure

On observe une différence de hauteur h=747 mm entre les deux branches du barométre.

Calculez la pression atmosphérique ?

Exercice 3 :

N

/
/

i Mk

/
!
AIR

ra

-

Sur une conduite verticale transportant de 1’eau, on fixe deux prises de pression reliées a un

tube en U renversé. Le haut du tube contient de 1’air. On observe une dénivellation h=20 cm
entre les deux branches. Calculez la différence de pression entre les sections 1 et 2 de la

conduite. On notera que le point 2 est situé 1 m au-dessus du point 1.
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Exercice 4 :

d:18

Soit un récipient contenant un mélange de liquides immiscibles constitué d’un solvant chloré
de densité d1= 1,6 et d’une solution d’acide chlorhydrique de densité d2 = 1, 2. Le récipient
communique au point M avec un tube indicateur de niveau par ’intermédiaire d’un robinet.
Lors d’un premier remplissage du récipient, le robinet était fermé et le tube vide. Au bout d’un
certain temps, le mélange a décanté : le solvant chloré se trouve dans la couche inférieure
d’épaisseur h1=35 cm (comptée a partir de M). La solution chlorhydrique se trouve dans la
couche supérieure s’épaisseur h=95 cm.

On ouvre le robinet R. Du solvant chloré monte dans le tube indicateur de niveau et se stabilise.
Sa hauteur dans le tube (comptée a partir de M) est ho.

Calculer ho en fonction de h1 et h2. Que peut-on conclure ?
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Chapitre 4

Cinématique, forces et contraintes

4.1 Approches lagrangienne et eulérienne :

Cette section a pour objectif d'établir le lien entre les descriptions lagrangienne et eulérienne.
Comme l'illustrent les figures 4.1 et 4.2, on parle de description lagrangienne lorsque I'on suit
la trajectoire d'une parcelle de fluide bien identifiée au cours du temps (Cf. le pécheur qui suit
une feuille du regard) et I'on parle de description eulérienne lorsque I'on s'intéresse a ce qui se
passe dans un volume geométrique bien défini de I'espace (Cf. le pécheur qui voit un tourbillon

arriver dans une zone a proximité d'un rocher puis en repartir).

’x(r-—-t,)

trajectoire —~.
{d’une feuille

tourbillon—
au'voisinage
du rocher (M)

FIG. 4.1 — Approches lagrangienne (gauche) et eulérienne (droite).

4.2 Dérivées partielle, totale et particulaire :

Pour établir un lien entre ces deux descriptions, nous allons considérer un écoulement ou la
vitesse du fluide a la position x et a I'instant t est notée v (x, t). Nous allons ensuite considérer
un point M de I'espace qui suit une trajectoire xm (t). Ce point peut étre fixe (a une distance
connue du rocher) ou bien étre la position d'une parcelle de fluide bien particuliére ou bien
encore étre decidee arbitrairement par l'observateur (son regard peut décrire un cercle a la
surface d'un fleuve s'écoulant paisiblement). On se place tout d'abord dans ce cas général et I'on
cherche a calculer I'évolution temporelle d'une grandeur f sur un petit volume autour du point
M (par exemple la concentration en colorant ou la vitesse ou encore la masse volumique). Cette

vitesse de variation est appelée dérivée totale de f et est notée df /dt.
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FIG. 4.2 — Approches lagrangienne (gauche) et eulérienne (droite).

Si I'on note ux la vitesse de déplacement du point de mire M, ce dernier passe de la position x

a l'instant t a la position x + ux.dt a l'instant t + dt. Par conséquent, la vitesse de variation est :

af _ f(x+uydt,t)+f(x,t) (4 1)
dt de '
Pour dt suffisamment petit, cette vitesse est egale :

df _ fOrtugdtirdd—footede) | fanttd)—fuD) 4.2)

dt dt dt
Le deuxieme terme du membre de droite est égal a la dérivée partielle df / ot . Concernant le

premier, on peut écrire le développement limité :

fx+wupdt,t +de) = f(x,t +dt) + 5w, dt (4.3)
En généralisant a trois dimensions, cela permet d'écrire : M quelconque

L=y @vf (4.5)
Le dernier membre de cette expression est u - V f qui traduit I'application de l'opérateur u - V
(produit scalaire entre u et I'opérateur V) a la grandeur f. L'utilisation de parenthéses permet
d'éviter la confusion avec la grandeur u - Vf qui peut étre interprétée a tort comme le produit

entre le vecteur u et la grandeur Vf. En effet, cette expression n'a pas de sens mathématique

(sauf si f est scalaire). La forme développée de cet opérateur, dit opérateur d'advection est :

a
0z

— a 0
u.V=u,. oo T Uy P + u,. (4.6)

Cette définition est valable quel que soit I'ordre tensoriel de f (scalaire, vecteur, tenseur d'ordre
2,...). L'opérateur (u - V) s'applique sur chacun des termes du tenseur f (par exemple p, vx ou

b|en O'yz).
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v
K

FIG. 4.3 — Représentation graphique des dérivées partielle et matérielle.

Cas particulier n°1 : le point de mire M est fixe (u = 5). On est alors dans une description

eulérienne et la vitesse de variation de f est égale a la dérivée partielle, notée of /ot :

M fixe = % = % (4.7)
Cas particulier n°2 : le point de mire est attaché a une molécule de fluide ( = v). On est alors
dans une description lagrangienne et la vitesse de variation de f est égale & ce qu'on appelle la
dérivée matérielle ou dérivée particulaire ou dérivée en suivant le mouvement, notée Df /Dt.

Nous utiliserons préférentiellement I'appellation dérivée matérielle.

Mfluide::»fl—’;:D—fav D—f=—+( Wf (4.8)

Dt Dt
La notation, D/Dt, indiquant une dérivée lagrangienne (parfois désigne un élément matériel ou
substantiel), est utilisée dans 1’éq. Précédente pour indiquer que nous suivons un élément

(morceau) de fluide particulier et non pas une particule seulement. Plus généralement, nous

avons :
b _ 2.)
D—t(...) = or + (u.V)(...) (4.9)
Taux de variation Lagrangien Variation locale ou d’Euler Variation convective
] ]
—( )——( )+ux (...)+uy£(...)+uza(...) (4.10)

Ou (...) représente toute grandeur d’intérét dans le champ d'écoulement.

4.3 Champ de vitesse et champ d’accélération :

Sur la base du concept du milieu continu qu’on a accordé au fluide, la description des propriétés
du fluide (densité, pression, vitesse, accélération etc. ...) peuvent étre des fonctions de 1’espace,
et peuvent par conséquence étre représentées graphiquement. Une de ces grandeurs est le champ

de vitesse. Il s’agit d’une fonction vectorielle de la position et du temps avec les composantes
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u, v et w. Dans un systeme Eulérien, la formulation du vecteur de vitesse en coordonnées

cartésiennes est définie comme :

V=u(xyzt)l+v(xyz0] +wlxyztk (4.11)
La dérivée totale par rapport au temps du vecteur de vitesse est le vecteur d’accélération (@) :
- d_‘? — d[u(xry'z't)] - d[v(xry'z't)] - d[w(xiyﬁzit)] T

a=—= " L+ —Jt " k (4.12)

Pour la composante de vitesse u, on peut écrire :

dlu(x,y,zt)] du N ou dx N Judx N oudz
dt 0t dtdt odtdt Otdt

P
=—+(V.V)u (4.13)
De méme pour les composantes v et w, on a :

dlv(xyzt)] _ ov =

==+ (V.V)v (4.14)

diwlxyzt)] _ ow
— == (V.V)w (4.15)

Sommons les trois termes précédents, on écrit :

—~ dv v ow = _\=

a=""=2+ (u3 LA Ztw at)_3+(v.v)v (4.16)
Ou,

= a i) a 0 - 0 -~ a7
V—ua+v5+waet,V—al+51+£k (417)
Il vient donc :

— ou ou ou u

ax—E+Ua+va—+W£ (418)
N v

a, = —+ ax+ y+w5 (4.19)
_ ow

a, = —+ v > AL wg (4.20)

Dans 1’équation ci- dessus est appelée « accélération locale » ce terme traduit la non

permanence de I'ecoulement, il est nul pour un écoulement permanent. La deuxiéme partie,

v v v T . . . .
u—+v % +w—est appelée 1’accélération convective. Ce terme traduit le non uniformité de
I'écoulement.

L dv , L - N . .
La dérivée temporelle totale = ©st appelée « derivee matérielle ou particulaire ». Ce concept

peut étre appliqué sur n’importe quelle grandeur (vecteur ou scalaire). Par exemple, on peut

écrire la derivee temporelle locale pour la pression et la tempeérature.
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dp _0p (0 00 OpY _0p
dat ot + (uax + v6y+ W@z) T oot + (V'V)p (4.21)
dT oT oT oT oT oT =
E—E+(ua+v5+w£)_5+(v.v)T (4.22)

4.4 Equations de Navier-Stokes :
Ainsi, 1’équation de mouvement pour un fluide Newtonien avec une masse volumique p = Cte
et une viscosité constante, u = Cte est donnée comme suit :

Mouvement suivant X,

ap 02u 9%u\ _ du
ng—aw(axﬁm%?)—f’dt (4.23)
Mouvement suivant y,

ap 92 9%v\ _ dv
pgy =S n(GE+ TR+ 52 =0 (4.24)
Mouvement suivant Z,

op 9w | d*w | 9%w\ _ aw
sz—aw(ﬁ%—yﬁ@)—ﬂdt (4.25)

Réécrivant les en fonction des contraintes de cisaillement, on obtient :

Suivant X :

_0p | 0Txx OTyx | 0Tz _ (d_u du u a_u)
PYx 6x+ 0x + oy + oz P dt+uax+vay+waz (4.26)
Suivanty :

. 6_p O0Txy 0Tyy , 0Tzy (ﬂ @ a_v @)
PGy 6y+ 0x + dy + 0z =P dt+u6x+ 6y+Waz (4-27)
Suivant z :

_ a_p aTxZ aTyz aTZZ _ (d_W a_W ow aW)
PYz az+ax+ay+az =pl5 tug tv +Waz (4.28)

Ce sont des équations différentielles partielles non linéaires du 2°™ ordre appelées équations

de Navier-Stokes. Sous forme vectorielle, elles peuvent étre reécrites sous la forme :

pg —Vp +uv¥=p= (4.29)

4.5 Equation d’Euler :
Quand les tensions visqueuses dans 1’équation différentielle linéaire de mouvement sont

négligeables (z;), I’équation de mouvement de Navier-Stokes se réduit a :

- av
pg —Vp=p_- (4.30)

La méme équation de mouvement sous forme scalaire peut-&tre réécrite comme suit :
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Mouvement suivant X,

] ]
pgx =22 =p> (4.31)
Mouvement suivant vy,

a ]
Py =5, =Po (4.32)

Mouvement suivant Z,
ad ad
PG, — 5 =Py (4.33)

z at

4.6 Equation de Bernoulli :

Maintenant, réécrivons 1’équation d’Euler sous la forme suivante,
WV | NS -

p |5+ (V.v)V| = pg —vp (4.34)
Le terme (V. V)V peut-étre simplifié comme suit :

S— —_ 1 N —_

(Vo) =v(5v2) + (ex V) (4.35)
Par substitution de ce terme dans 1’équation précédente, on obtient :
617 1 2 - o Vp N
TGV +(ExV) +T—g (4.36)
Multipliant I’équation précédente par dr

6‘7 1 2 - 7 Vp - =

E+V(;V)+(exV)+;—g].dr—0 (4.37)
Supposant que : (E X V). dr = 0, qui est valide sous les hypothéses suivantes :

e Quand il ny apas d’écoulement(v = 0), (cas de I’hydrostatique) ;

e Quand I’écoulement est irrotationnel, (€ = 0);

e d7 est perpendiculaire & (£ x V) ce qui trés rare ;

e d7 est paralléle a V donc on peut aller suivant la ligne de courant.

Si I’écoulement est irrotationnel et on prend,g = — gE, I’équation se réduit a :

6‘7 - 1 2 dp _
Edr+d(EV)+7+gz—0 (4.38)
Intégrant I’équation le long d’une ligne de courant entre deux points (1) et (2) pour un

écoulement dont les frottements sont negligeables.

o7
flza—‘;ds + flz%p + % (Vi =VH)+g(z2—2,) =0 (4.39)

ds est la longueur de I’arc le long de la ligne de courant. Cette équation est connue sous le nom

de I’équation de Bernoulli pour les fluides parfaits le long d’une ligne de courant. Si, le fluide

43



Mécanique des fluides

: . , ] h "
est incompressible (p = Cte), 1’écoulement est permanent,— = 0, I’équation précédente se

réduit a :

P, VE P, V?
—+—+gZi=—+—=+gZ
p+2+91 p+2+gz

Autrement dit,% + %VZ + gz = Cte , le long d’une ligne de courant.

Y

FIG. 4.4 — Théoreme de Torricelli
4.7 Application de I’équation de Bernoulli :
4.7.1 Vidange d’un réservoir (théoreme de Torricelli) :
Une des applications les plus simples du théoreme de Bernoulli est celle conduisant a la vitesse
de vidange d’un réservoir a surface libre par un orifice de section tres petite devant celle du

réservoir. Appliquons 1’équation de Bernoulli entre 1 et 2:

Py |, V? P, V3
otz bt
Ona:

P1=P2 =Patm

Z1-Z2=h

Le réservoir étant grand, la vitesse de descente du niveau de la surface libre peut étre considérée

comme négligeable devant celle du fluide s’écoulant dans le jet :

V<<V,
D’ou la formule de Torricelli reliant la vitesse de sortie a la hauteur h de liquide au-dessus de
’orifice :
V. =.2gh
4.7.2 Tube de Venturi :

Le tube de venturi a pour but de mesurer le débit a partir de la détermination de la différence
de pression. Ce dispositif consiste a faire passer un écoulement par une contraction pour qu’il

y’aura une diminution de pression.
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FIG. 4.5 — Le tube de venturi

L’équation de Bernoulli entre A et B est :

P, V;

+Z,= e + Vs +Zp
pg 29 pg 29
Ona:
Za=Zg (Méme niveau)
Va Sa=Veg Sg (équation de continuite)
L’équation hydrostatique entre A et B :

P,—Pg=pgh

En combinant ces équations, on obtient une équation de la vitesse a la section d’étranglement :

Et le débit serait :

Q=VsSg
Ce débit est considéré comme un débit théorique, car le fluide est supposé parfait. Le débit réel

est obtenu en multipliant le débit théorique par un coefficient correcteur qui prend en
considération la perte d’énergie dans le venturi, ce coefficient est appelé coefficient de débit
Ca.

Q=C4VESs
4.7.3 Tube de Pitot :

Un tube de Pitot, souvent simplement appelé 'Pitot’ est I'appareil le plus couramment utilisé
pour faire des mesures de vitesse dans divers écoulements. L'appareil est nommé en I'honneur
de son inventeur, Henri de Pitot qui testa I'appareil dans la Seine pour la premiére fois en ao(t
1732.
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- -
1) =)
7y = F ¥, =0

FIG. 4.6 — Un tube de Pitot
Le principe est basé sur la mesure de la pression statique et de la pression dynamique en un
point d'un écoulement. L’équation de Bernoulli entre 1 et 2 s’écrit :

Py V2 P, V3
i =—2422.7
pg * 29 9 + 29 T4z

On a: Z1=Z> (méme niveau)
V=0 (point 2 est un point d’arrét c-a-d est un obstacle)
L’équation hydrostatique donne

Py —P; =pgh

D’ou I’expression de la vitesse du fluide dans la canalisation :

V1 =4/ Zgh
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Chapitre 5

Application du théoréme de la quantité de mouvement

5.1 Energie d’un fluide :
5.1.1 Qu’est-ce que I’énergie ?

Le dictionnaire donne la définition suivante de 1’énergie : ce que possede un systeme s il
est capable de produire du travail. En ce qui concerne la mécanique des fluides, 1’énergie que
posseéde un fluide lui permettra d’étre a I’origine de forces et de produire des actions
mécaniques.

On désignera dans la suite 1’énergie par la lettre E. L’unité du systéme international pour
I’énergie est le Joules, noté J (il existe toutefois d’autres unités d’énergie comme la calorie,

notée cal. On a la correspondance 1 cal=4,18 J).

5.1.2 Notion d’énergie volumique :

L’énergie est une grandeur que possede un systéme donné, c’est a dire dans le cas qui
nous intéresse un volume donné de fluide. 11 est plus pratique de toujours se ramener a 1I’énergie
possédé par un volume unitaire de fluide. On définit ainsi la notion d’énergie volumique.
L’¢énergie volumique sera notée e. Par conséquent, si un volume V de fluide posséde une énergie

E, I’énergie volumique du fluide sera :

e—E (5.1)
Y
Réciproguement, un volume V de fluide d’énergie volumique € aura 1’énergie E :
E=eV (5.2)

L’unité dans le systéme international pour I’énergie volumique est par conséquent le J/m®,
Nous avons toutefois vu au chapitre précédent que cette unité était équivalente au Pascal. En

effet, la pression est une énergie volumique particuliére.

5.1.3 Les différentes formes d’énergies d’un fluide :

Nous avons déja vu que la pression était une forme d’énergie volumique. Toutefois, le
fluide peut posséder de 1’énergie autre que I’énergie de pression.
5.1.3.1 L’énergie de pression :

On rappellera que le fluide possede une certaine énergie de pression a cause de
I’existence des mouvements désordonnés des particules qui le constitue et qui s’entrechoquent

et frappent les parois de tres nombreuses fois a chaque seconde.
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L’énergie volumique de pression epr est la pression P elle-méme. On aura donc la relation

suivante pour un volume V de fluide :

e, =P= (5.3)

E
\Y
Exemple 1 : Calculons 1’énergie de pression Epr d’un volume V=12 L d’un fluide soumis a une
pression P=4,3 bar :

Epr=4,3-105-12 -10°=5160J

5.1.3.2 L’énergie cinétique :

Considérons les observations expérimentales suivantes :
— Un homme marche lentement et vient heurter une porte fermée. Cette derniére ne bouge pas.
Toutefois, s’il court, la porte céde sous le choc. Ceci prouve qu’avec une grande vitesse son
corps posséde 1’énergie suffisante pour briser la porte, ce qui n’est pas le cas si sa vitesse est
faible. Il existe donc une forme d’énergie liée a la vitesse d’un corps. Cette énergie est appelée
énergie cinétique. On la notera Ec. Elle augmente lorsque la vitesse augmente.
— On lance avec une vitesse donnée un gravillon sur une vitre. Celle-ci reste intacte. Si
maintenant on lance avec la méme vitesse une brique sur la vitre, cette derniere va se briser. On
voit donc que I’énergie cinétique du projectile dépend de sa masse. Plus la masse est importante,
plus I’énergie cinétique est grande.
La physique montre qu’il existe la relation suivante entre I’énergie cinétique Ec d’un corps avec

sa vitesse U et sa masse m :

1
Ec= E.m.u2 (54)
Il est possible de définir une énergie cinétique volumique, notée ec, de la méme maniére que
nous ’avons fait pour 1’énergie de pression. Ainsi, si une masse m occupe un volume V et est

animée d’une vitesse u, alors on aura :

1 2
E,_ o™ 1m (5.5)
g, =—= =—.—.u
Ec \Y 2V
Or, on sait que r =m/V, donc :
e = %.p.u2 (5.6)

Exemple 2 : Une goutte d’eau de 0,5 mL chute a une vitesse de 2 m/s. Ainsi, I’énergie cinétique
volumique ec de I’eau de la goutte sera :

e, = %.p.u2 = %.1000.22 =2000J /m® = 2000Pa

Et I’énergie cinétique de la goutte sera :
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Ec=ec -V =2000-0,5-10°=0,001J

5.1.3.3 I’énergie potentielle de pesanteur :

Soulevons un corps de masse m jusqu’a une altitude z. Si on lache ce corps, il va se
mettre en mouvement et chuter. Toutefois, un corps ne peut bouger que s’il posséde une certaine
énergie.

Par conséquent, en élevant le corps jusqu’a I’altitude z nous lui avons fourni une certaine
quantit¢ d’énergie. Cette énergie est en fait due a la force d’attraction gravitationnelle (tout
simplement le poids). On appelle cette énergie : énergie potentielle de pesanteur (mais aussi
énergie gravifique). On la notera Ep et on notera ep sont énergie volumique associée.
Cette énergie dépendra donc de la masse m du corps, mais aussi de son altitude z. L’expression
de Epest alors :

E,=mg.z (5.7)
On constate donc que plus la masse et 1’altitude sont importantes, plus 1’énergie potentielle de
pesanteur est grande.

On pourra alors trouver I’expression de ep I’énergie volumique de pesanteur :

e, =E, IV = mi"z (5.8)

Or, on rappelle que r = m/V, donc :

e, =092 (5.9)
I1 subsiste toutefois une ambiguité dans la définition de I’énergie potentielle de pesanteur. En
effet, dans I’expression de Ep intervient 1’altitude z. Ainsi, deux personnes choisissant une
origine différente des altitudes (c’est a dire le point d’altitude 0), calculeraient des valeurs
différentes de Ep pour un corps dans la méme position.
Exemple 3 : Deux mécaniciens des fluides, mais aussi alpinistes, se retrouvent au sommet du
Mont-Blanc. Ils se demandent quelle est 1’énergie potentielle de 1’eau qui se trouve dans leur
gourde. Ils savent que cette gourde contient 1 kg d’eau.
Le premier mécanicien des fluides décide de choisir le sommet du Mont-blanc comme origine
des altitudes. Par conséquent, pour lui I’altitude de I’eau de la gourde vaut 0 m. Ainsi, I’énergie
potentielle de pesanteur de I’eau vaut :

Ep=m:g-z=1-981:0=0J

Pour le second, I’origine se situe au niveau de la mer. Par conséquent 1’altitude de la gourde est
4807 m. Ainsi I’énergie potentielle de pesanteur de I’eau de la gourde vaut :

Ep=m-g-z=1.9,81-4807 =47157 J
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En fait, le choix de I’origine des altitudes importe peu. En effet, en mécanique des fluides, les
calculs que 1’on méne font toujours apparaitre des différences d’énergie potentielle. Toutefolis,
il faudra toujours veiller a garder, au cours des calculs la méme origine des altitudes. Si on
cherche par exemple, la différence d’énergie potenticlle Epi-Ep2 d’une masse m entre les
altitudes z1 et z2, on aura :

Ep, —Ep, =m.g.z;, —m.g9.z, =m.g.(z, - 2,) (5.10)
On voit bien ici que dans Epi-Ep2 apparait z1-z2, qui est la différence de hauteur entre deux

points, et qui donc ne dépend pas du choix de 1’origine des altitudes.

5.1.4 L’énergie totale et I’énergie volumique totale :

Nous venons de voir qu’un fluide pouvait posséder plusieurs sortes d’énergies : de
pression, cinétique et potentielle de pesanteur. On peut par conséquent définir 1’énergie totale,
notée Et, qui sera la somme des trois énergies précédentes :

E,.=E, +E: +E, (5.11)
On aura ainsi pour un volume V d’un fluide, de masse volumique p, animé d’une vitesse U, SOUS

une pression P et situé & une altitude z, I’expression suivante pour 1’énergie totale Et:

E =PV +%.p.\/.u2+p.\/.g.z (5.12)
On pourra aussi définir une énergie totale volumique et de la fagon suivante :
E E.+E
etZEZM:ePT-’_eC-Fep (513)
\Y, Vv

On aura alors I’expression de eten fonction des propriétés du fluide :

=P+ put+ pgz (5.14)

L’énergie totale volumique s exprime en J/m® qui est équivalente au Pascal. Par conséquent,
I’énergie totale volumique s’exprime dans la méme unité qu’une pression. C’est pour cela qu’on
appelle aussi 1’énergie totale volumique du fluide pression totale, que 1’on note Pt.

Exemple 4 : Considérons un fluide de densité 0,92 circulant dans une conduite cylindrique de
diamétre D=32 mm, avec un débit de 3 t/h. La conduite se trouve dans un atelier a 10 m de
hauteur. L’origine des altitudes est choisie au niveau du sol. La pression relative dans la
conduite est de 12 bar. On souhaite calculer 1’énergie totale volumique et (Ou pression totale)
du fluide. La pression atmosphérigue est de 100000 Pa.

Rappelons que :
1
e =P +§.p.u2+p.g.z

On peut définir les différents termes :
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P=Patm+P’=100000+12.10°=13.10° bar

Z=10m
p=d. peas=0,92.1000=920kg/m?*
2 2
S 7.D _ 7.0,012 _113.10"m?
4 4
Q, :% _ 3'1000/36009,06.10—4m3/8
P 920
-4
U Qm _ 9,06.10 —8.02m/s

p 113107
On aura alors :

g, =13.10° + %.920.8,022 +920.9,81.10=1,42.10°J /m® (Pa)

5.1.5 Débit d’énergie :
5.1.5.1 Définition et unité :

Nous avons pu definir au chapitre 1 la notion de debit. La matiere traversant une section
de passage donnée représente une certaine masse ce qui permet de définir le débit massique. De
méme, la matiere posséde un certain volume, ce qui permet de définir le débit volumique.

Nous avons vu précédemment que les fluides possédaient aussi une certaine énergie
totale (composée de différents termes). Par conséquent, lorsqu’un fluide s’écoule a travers une
section de passage, a chaque instant, une certaine quantité d’énergie traverse cette section. On
peut ainsi définir la notion de débit d’énergie, que 1’on notera QE. Le débit d’énergie sera donc
la quantité d’énergie totale traversant une section donnée pendant une unité de temps. Aussi, si

la quantité d’énergie Etpasse a travers cette section pendant I’intervalle de temps t, on aura :

Q. - % (5.15)
L’unité dans le systéme international pour le débit d’énergie sera par conséquent le joule par
seconde noté J/s. Le joule par seconde est aussi trés connu sous le nom de watt, noté W. On a
1 W=1J/s. On notera aussi que dans la vie courante le watt est utilisé comme unité de puissance
(ampoules, chaudiéres,. . .). En réalité, le débit d’énergie est une puissance. En utilisant, le mot
débit, nous insistons sur le fait que I’on a de 1’énergie qui traverse une section donnée.
5.1.5.2 Relation entre débit d’énergie et débit volumique :

L’équation 3.15 est toutefois peu pratique pour calculer le débit d’énergie s’écoulant a

travers une section. En effet, la quantité d’énergie Et est difficile a déterminer. C’est pourquoi

nous cherchons une relation avec d’autres grandeurs comme le débit volumique.

51



Mécanique des fluides

Le volume V passant a travers une section de passage donnée pendant un intervalle de
temps t peut étre déduit du débit volumique de la maniére suivante :
V=Q,t (5.16)
Or, ce volume V de fluide possede une énergie totale Et que I’on peut calculer a partir de

’énergie volumique et :

E, =V.e=Q te (5.17)
Le débit d’énergie totale QE s’exprimera alors de la maniére suivante :
QE :%:Q/'et (5.18)

Exemple 5 : On pourra déterminer le débit d’énergie totale passant a travers la section de
I’exemple 4. On avait :
er=1,42 -10°Pa
Quv=9,06 -10* m%/s
Par conséquent le débit d’énergie totale passant a travers la section sera :
Qe =Qv -et=9,06-10*-1,42 -10° = 1286,5W

5.1.6 La charge totale :

11 est parfois pratique d’exprimer 1’énergie volumique totale du fluide sous une forme
un peu différente. On définit pour cela une grandeur que 1’on appelle la charge totale du fluide.

On la notera ht. Elle s’obtient en divisant 1’énergie totale volumique et du fluide par le produit

p-Q:

h =2t (5.19)
P9
On pourra alors exprimer la charge totale ht en fonction des propriétés du fluide de la maniere
suivante :
2
I’]t:i+u_+z (520)
P9 29

La charge totale sera donc la somme de trois termes. Chacun d’eux sera représentatif

d’une forme d’énergie du fluide. On appellera alors charge de pression le terme P/pg, charge
cinétique le terme u?/2g et charge gravitaire le terme z.
L’unité dans le systeme international pour la charge sera le métre (m). Pour préciser qu’il s’agit
bien d’un charge (et non simplement d’une longueur), on précise toujours qu’il s’agit de metres
de colonne liquide, abrégés mCL. Si on a affaire a de 1’eau (cas fréquent) on parlera de metres
de colonne d’eau, notés mCE.

Exemple 6 : Calculons la charge totale ht du fluide de I’exemple 4 :
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2
ht = Py
p£0 2.9
13.105 8,022
t= +

= +10=157,3 mCL
920.9,81 2981

5.2 Comment évolue I’énergie totale dans un fluide qui s’écoule ?
5.2.1 La conservation de I’énergie - Bilan d’énergie :

L’¢énergie totale d’un fluide, de méme que sa masse, sont des grandeurs qu’on dit
conservatives, c¢’est a dire qu’elles ne peuvent ni apparaitre ni disparaitre de fagon spontanée.
Par conséquent, lorsque le régime permanent est établi, la quantité d’énergie totale contenue a
I’intérieur d’une zone précise d’un procédé reste constante. Dans cette zone (voir figure 5.1)
peuvent arriver et repartir différents flux de matiére. Cette matieére contenant de 1’énergie, au
sein de la zone considérée, on aura les débits d’énergie totale entrants Qee et sortants Qes. Il est
de plus possible de fournir de 1’énergie au fluide de cette zone a 1’aide d’appareils comme des
pompes ou des compresseurs. On notera QE fourni le débit d’énergie totale fourni au fluide par
I’appareil. Inversement, Le fluide de la zone peut fournir de 1’énergie a un appareil comme une
turbine. On notera QE cédé le débit d’énergie totale cédé par le fluide a I’appareil. Enfin, les
frottements subis par le fluide au cours de son écoulement peuvent lui faire perdre de I’énergie
(c’est ce que 1’on appelle les pertes de charge. Voir chapitre 6). Cette énergie dissipée par
frottement ne disparait pas, elle est transformée en énergie thermique, c’est a dire en chaleur.

On appellera QE frott. ce débit d’énergie dissipée par frottement.

QE fourni

Qc,, ‘_’0551
Q.. PROCEDE [P Qc.:
ou ‘—’

PARTIE D'UN  folp ..

PROCEDE > ..
c}Een '#QEsn

Q

QE cédé E frott.

FIG. 5.1 — Bilan d’énergie sur un procédé
Pour que I’énergie totale contenue dans cette zone reste constante, il faudra donc que la somme
des débits d’énergie entrants soit égale a la somme des débits d’énergie sortants. Le bilan
d’énergie totale sur cette zone s’écrira alors :

QE e1+QE ext+- - - +QE en+QE fourni = QE s:+QE so+- - - +QE sn+QE céedé +QE f rott. (5.21)
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Cette relation est toutefois trés générale. Dans de trés nombreux problémes, nous nous
intéresserons a des systémes avec une seule entrée et une seule sortie. Nous allons voir

maintenant différents cas importants.

5.2.2 Cas d’un écoulement sans apport ni perte d’énergie :
Dans de nombreux cas, on rencontre des systémes dans lesquels il n’y a ni pompes, ni
compresseurs, ni turbines, et ou les frottements sont peu importants et peuvent donc étre

négligés. C’est le cas par exemple de conduites ou les vitesses de fluide sont faibles.

FIG. 5.2 — Bilan d’énergie entre 2 points d’une conduite
Considerons la conduite de la figure 5.2. Entre les sections 1 et 2, il n’y a ni pompe ni turbine,
et on suppose que les frottements sont négligeables. Le régime permanent est supposé étre
établi.
Le bilan d’énergie sur le volume compris entre ces deux sections pourra alors s’écrire :
QE: = QE: (5.22)
La quantité d’énergie entrante est égale a la quantité d’énergie sortante. On peut développer les

expressions des débits d’énergie de la maniere suivante :

1 1
QR+ E'pl'ulz +p1.9.2) =Q,.(F + E-pz-uzz +0,.9.2,) (5.23)
Si nous avons affaire a un fluide incompressible, alors sa masse volumique ne varie pas entre
les sections 1 et 2. Par conséquent, on a p: = p.. De plus, on a la conservation du débit volumique,

donc Qv 1=Qv2. Le bilan d’énergie s’écrit alors :

P +%.p1.uf +p.02, =P, +%.p2.u22 +,.0.2, (5.24)
On remarque ainsi que dans ce cas I’énergie totale volumique du fluide se conserve. On a :
eu=er (5.25)
La relation 5.24 est généralement appelée équation de Bernoulli. Elle ne s’applique qu’en
régime permanent pour un fluide incompressible en [’absence de pompe, de turbine et de
frottements.

Si on divise la relation 5.24 par le produit p -g, on obtient :
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2 2
A, R, (5.26)
p9 29 p9 29
On a donc conservation de la charge totale dans ce cas :
hu=he (5.27)

Les relations 5.24 et 5.26 sont équivalentes et peuvent étre utilisées indifféremment.
Exemple 7 : Considérons une conduite cylindrique horizontale avec un changement de section.
La section d’entrée a un diamétre D,=12 mm et la section de sortie un diamétre

D-=32 mm. Le débit volumique d’eau entrant Qv : vaut 1 m#/h et P.=4 bar.

w Az

e 2,22,
_AX_

2

On souhaite déterminer la vitesse u. et la pression P, de I’eau en sortie. On supposera que le
régime permanent est établi et qu’il n’y a pas de frottements.
L’eau étant un fluide incompressible, on peut écrire la conservation du débit volumique entre
les sections 1 et 2 :

Qvi=Qv2

OrQv2=u2-S2,onadonc:

Qu__Qn _ 100 _ 450506
s, mD2/4 7.00322/4

u, =

Pour comparaison, u: = Qv/S: =2,45 m/s. On voit ici que 1’augmentation de section a entrainé
une baisse de la vitesse du fluide, donc de son énergie cinétique.

On peut écrire la conservation de 1’énergie totale volumique (on aurait aussi pu écrire la
conservation de la charge totale ht) :

Et1=€r2
1 1
R+ E'pl'ul +plg.z, =P, +E-p2'u2 *P2-0.2,

Or la conduite est horizontale, donc z1 = z2. Par conséquent, on peut écrire :

P,=P+ %.p.(uf —-u2)=4.10°+ %.p.(2,452 —0,3452) = 4,03.10° Pa = 4,03 bar
La pression a donc augmentée dans la section 2. L’énergie volumique de pression a donc
augmenté alors I’énergie cinétique a diminué. On a une conversion d’€nergie cinétique en

énergie de pression, mais 1’énergie totale du fluide reste constante.
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5.2.3 Cas d’un écoulement avec apport d’énergie :

Prenons maintenant le cas ou entre deux sections 1 et 2 (voir figure 5.3) se trouve une
machine (une pompe par exemple) qui fournit un débit d’énergie QE fourni au fluide. Ce débit
d’énergie représente la quantité d’énergie (exprimée en joules par exemple) fournie au fluide
par la machine a chaque unité de temps (a chaque seconde par exemple). Ce débit d’énergie est

aussi appelée puissance hydraulique et est notée Ph

Q

u, P,z

ve T2t 2 T2

Q

E fourni
FIG. 5.3 — Bilan d’¢énergie avec apport d’énergie

Le systeme étant en régime permanent, on peut écrire le bilan d’énergie de la maniére suivante:

QE: +QE fourni = QE: (5.28)
On aura par conséquent :
Qvi.et +QE fourni = Qv2.er2 (5.29)
Dans le cas des fluides incompressibles, on aura Qv 1= Qv 2 et p:= p.. Par conséquent, on pourra
écrire :
e, + QEQ+‘\’/“T”' =e, (5.30)

Le terme Qefourni/Qv est particulierement important. Il représente la quantité d’énergie fournie
par la machine a chaque unité de volume de fluide (chaque m?® par exemple) passant entre les
sections 1 et 2. Cette grandeur a la méme unité que 1’énergie volumique, c’est a dire dans le
systéme international le J/m3, en d’autres termes le pascal (Pa). On appellera cette grandeur

différence de pression de la machine et on la notera APmach.. On aura donc :

AP = % ou Qefourni= APmacn..Qv (5.31)

mach. —

Si on développe I’équation 3.30, on obtient alors :

P+p.9.2 +%.p.u12 +AP_. =P, +p.0.2, +%.p.u§ (5.32)
Cette formule n’est toujours valable que pour un fluide incompressible en régime stationnaire
et en [’absence de frottement.

Il est aussi trés pratique d’exprimer le bilan d’énergie a 1’aide des charges totales ht. On rappelle

que ht = et/pg. Par conséquent, I’équation 3.30 s’écrira :
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AP
htl 4+ "l mach _ h12 (5.33)
o)
Le terme APmach./p -g est appelé hauteur manométrique totale de la machine et notée HMT.

Son unité est celle de la charge, c’est a dire le metre de colonne liquide (mCL). Le bilan

d’énergie pourra alors s’écrire de la maniére suivante :

he1 + HMT = hyo (5.34)

On écrira trés souvent cette relation lorsque nous effectuerons des bilans sur des réseaux
munis d’une pompe dans lesquels circulent des liquides. L’utilisation de la hauteur
manomeétrique totale (HMT) peut paraitre un choix curieux pour représenter I’énergie fournie
par une pompe. Nous verrons en fait que ce choix est trés pratique et que les constructeurs

caractérisent leur pompe par leur HMT.

5.2.4 Cas d’un écoulement avec perte d’énergie :

Dans le cas présent, c’est le fluide qui va céder de I’énergie. Soit cette énergie va étre
cédée a une machine (une turbine), soit cette énergie va étre dissipée a cause des frottements et
va étre transformée en chaleur. On notera QE cédé le débit d’énergie cédé a la machine et QE frott.

le débit d’énergie perdu par frottement.

5.2.4.1 Cas ou I’énergie est cédée a une machine :

Sur la figure 5.4, on voit un réseau avec une machine a laquelle le fluide cede de
I’énergie. On supposera qu’il n’y a pas de frottements. Le bilan d’énergie en régime permanent
entre les sections 1 et 2 s’écrira alors :

Qe1= Qe2 + Qk csde (5.35)

Qy,,u,P,,z u, P

1 va Yo 2

Q

E cédé
FIG. 5.4 — Bilan d’énergie avec cession d’énergie a une machine
De méme que pour le cas d’'une machine apportant de 1’énergie au fluide, pour un liquide
incompressible on pourra définir une différence de pression de la machine APmach. de la maniére
suivante :

ap = e (5.36)
mach. QV
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On pourra alors réécrire le bilan d’énergie de la maniére suivante :
Et1=€t2 + 4Pmach. (5.37)

Si on développe I’expression précédente, on obtient alors :
P+p.9.2 +%.,o.ul2 =P, +p.9.2, +%.p.u§ +AP_ (5.38)

On pourra aussi écrire le bilan en termes de charge totale. On définira alors la charge absorbee

par la machine, que 1’on notera Habs., de la maniére suivante :

Habs — AI:)mach. (5 39)
e
Le bilan de charge s’écrira alors :
Ht. = htz + Habs. (5 40)

5.2.4.2 Cas ou I’énergie est dissipée par frottement :
Dans ce cas (voir figure 5.5), on supposera qu’il n’y a aucune machine sur le réseau,
mais qu’un débit d’énergie QE frott est perdu par le fluide & cause des frottements.

Le bilan d’énergie en régime permanent entre les sections 1 et 2 s’écrira alors :

Qe1=Qe2+QE frott (5. 41)
1 2
o—> —_
QV 1? u1’ p1’ z1 QV 27 u2’ p2’ z2
Q

E frott.

FIG. 5.5 — Bilan d’énergie avec perte d’énergie par frottement

Dans le cas des fluides incompressibles, on aura Qv: = Qv.. Le bilan d’énergie s’écrira alors :

Qe &
e, =€, + (5. 42)
Q

On appellera perte de pression par frottement le rapport Qe frott./Qv . Ce terme représente
en fait la quantité¢ d’énergie totale perdue a cause des frottements par chaque unité de volume
de fluide (chaque m®) passant entre les sections 1 et 2. On notera cette grandeur APf. On aura
alors :

€, =€, + AP, (5.43)
On peut réécrire ce bilan a I’aide des charges totales :
AP,
P9

(5. 44)

ht1:hI2+
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Le terme AP;/p-g est appelé perte de charge du réseau et sera noté J. Cette grandeur est trés
fréquemment employée pour caractériser les pertes d’énergies au sein des réseaux. La perte de
charge s’exprime dans la méme unité que la charge totale, c’est a dire en métre de colonne
liquide (mCL). L’écriture du bilan d’énergie totale entre les sections 1 et 2 pourra alors s’écrire:
iy =g+ (5. 45)

On se souviendra que ceci n’est vrai que pour un fluide incompressible lorsque le régime
permanent est établi. Bien sdr, la partie de réseau sur laquelle on applique ce bilan ne doit
comporter ni pompe ni turbine. On peut comprendre 1’équation 3.45 de la maniére suivante :
chaque m3 de fluide entrant entre les sections 1 et 2 posséde la charge ht1. Chaque m?® perd la

charge J entre les sections 1 et 2. 1l ressort de cette zone avec la charge ht2 = ht 1-J.

Exemple 8 : Un bac de trés grandes dimensions rempli d’eau et situé en altitude, alimente un
atelier 12 m en dessous du niveau du bac. Le bac est ouvert a I’atmosphére. A 1’entrée de
Iatelier, on reléve une pression relative de 0,7 bar dans la conduite. Le débit est de 6 m®h. Le
diamétre de la conduite est de 32 mm. On souhaite connaitre la perte de pression par frottement,
la perte de charge et le débit d’énergie perdue par frottement entre le bac et ’atelier. On

supposera que le niveau du bac reste constant.

PIN’

1
3% Z|=1UI'I"|

-ra

On a un fluide incompressible ; on suppose le régime permanent établi et il n’y a aucune
machine sur le réseau compris entre les points 1 et 2. On peut donc écrire les bilans d’énergie
ou de charge de la maniére suivante :

et1 = et2tAPs ou APs = et1—€x2
hi1 =ht2+J ou J = hi1—hi2
Pour calculer J et AP, il nous faut connaitre P1, P2, 71, 22, U1, U2 et p. Le bac étant ouvert a

I’atmospheére, on a P1 = Patm. On connait la pression relative au point 2, par conséquent P> =
P’2 +Patm. On choisit I’origine des altitudes au niveau de I’atelier. Par conséquent, =0 m et
z:1=1 m. On a supposé que le niveau du bac restait constant (a cause de sa grande taille). Par
conséquent sa surface supérieure ne bouge pas. On a donc u1=0 m/s. On calcule u a partir du

débit volumique :

Q. __Q, _ 673600 _, 76

u2= S = > =
. zDX/4  7.0,032/4
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on aura donc :

2

1 . 1
AF)f = Pl - Pz +p'g'(zl - Zz) +§-p-(u12 _u22) = Patm - (Pz - Patm) + p'g(zl - Zz) _E-p-uz

AP, =-0,7.10° +1000.9,81.(10 - 0) —%.1000.(2,072 = 25958Pa (J/m°®)

_ 22 : 2
J= Pl I:)2+zl—zz+u=i+zl—zz—u—2
JoXs| 2.9 foXs| 2.9
B 2
= 0710 0-0- 297 _peamcL
1000.9,81 2.9,81

5.3 Fonctionnement théorique de la tuyere Convergente Divergente :

L’approche monodimensionnelle des écoulements des gaz calorifiquement parfait et non-
visqueux permet de décrire les différents régimes de fonctionnement d’une tuyére supersonique.
Considérons le systeme représenté dans la figure (5.6), constitu¢ d’une tuyére de Laval. La
tuyere est en communication avec un réservoir contenant un gaz a une pression génératrice Pc
supposeée fixe. Le divergent débouche dans une enceinte quasi infinie dont la pression statique

Pa est variable.

Résemwair Tuypére Convergent Divergent Sartie

FIG. 5.6 —Schéma de la tuyére supersonique
5.4 Introduction théorie de la propulsion (Fonctionnement de I’hélice en espace ouvert) :
Une hélice, de rayon r, communique au fluide ambiant une certaine quantité de mouvement
suivant son axe, ce qui par réaction entraine une poussée T transmise au propulseur. Celui-ci
est supposé€e animé d’une vitesse constante Vo sous 1’action d’une hélice chassant 1’air vers
I’arriére avec une vitesse absolue que nous désignerons par Av. Nous considérons le mouvement
dans des axes liés au propulseur ce qui implique que 1’écoulement est stationnaire. L’effet de
I’hélice apparait comme consistant simplement a faire passer une partie de 1’air de Vo a Vs =

Vo + AV, Vs étant la vitesse en aval.
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e Slipstream
- / boundary =
bt -
- -
- -
- —-
—t— 1
- —=
|- [
_— —
- —d
—-= (2)(3) >
A (5)
(0)
Velocity v
5
Vo Vol | Vs
Pressure \/\::
P =
Al p;{ 3 p; (=p1)

FIG. 5.7 —L’hélice en espace ouvert
On peut imaginer que le fluide s’écoule dans un tube de courant de révolution autour de I’axe
de I’hélice, tube de courant qui s’appuie sur le contour de I’hélice. La section 0 a I’amont du
propulseur est choisie assez ¢éloignée de celle de 1’hélice (a2 une distance voisine de 6.r en
écoulement libre) pour que I’écoulement n’y soit pas perturbé, il y régne alors la pression
statique ambiante po. Lorsque le fluide s’approche du propulseur, il subit une accélération en
raison de la dépression qui existe immédiatement en amont de 1’hélice, a la section 2. Du fait
de I’augmentation de vitesse et de la conservation du débit (équ. 5.46) la section du tube de
courant diminue. C’est d’ailleurs a contrario la constance de section du tube de courant qui
définit en amont (resp. en aval ) la section O (resp. 5) au-dela de laquelle la vitesse n’évolue

plus. La section 5 se situe elle aussi a une distance voisine de 6.r.

Qn = fz pvpdo [ . pv,do=pviS; = pv,5, (5. 46)
En passant a travers I’hélice, plus précisément dans la zone entre les sections 2 et 3 que 1’on
considérera d’aire constante (S2 = S3 = S), le fluide voit sa pression s’accroitre. Alors qu’il y a
une discontinuité de pression dans la section de I’hélice, on peut admettre qu’il n’y a pas de

discontinuité de vitesse (les vitesses V2 et V3 sont quasiment égales).

5.5 Exercices complémentaires :
Exercice 1 :
On reéalise la célébre expérience de TORRICELLI. Un réservoir de grande dimension est rempli

d’un liquide de densité d=0,85. On perce un trou dans la paroi du réservoir a une hauteur Ah=1
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m sous la surface supérieure du liquide. Le réservoir est tout d’abord ouvert a 1’atmosphere

dans sa partie supérieure.

Ah

1. Ecrivez le bilan de charge totale entre la surface du liquide et I’orifice de vidange.

2. Calculez la vitesse du liquide au niveau de cet orifice.

3. Le diamétre du trou est de 5 mm. Calculez les débits volumique et massique de la fuite.

4. On ferme maintenant le haut du réservoir. On maintient la pression de 1’air au dessus du
liquide & une pression de 2 bar. Recalculez la vitesse au niveau du trou.

Exercice 2 :

Le jet d’eau situé sur le lac de Geneve peut monter jusqu’a une hauteur de 140 m. A sa base le
jet posséde un diametre de 110 mm. On supposera qu’il n’y a pas de frottements entre le jet
d’eau et Iair.

1. Calculez la vitesse du jet d’eau a la base du jet.

2. Calculez le débit volumique du jet.

Exercice 3 :

Sur une conduite d’eau est monté un Venturi, ¢’est a dire une réduction progressive de la section
suivie d’une longueur droite de faible diamétre dcol appelée col du Venturi, et enfin un
¢largissement progressif jusqu’au diametre initial D.

1

el
| — o .
|

| col

Ah

N

Entre ’amont et le col du Venturi (entre les sections 1 et 2), on place un tube manométrique en
U rempli de mercure. On constate une différence de hauteur Ah entre les deux branches du tube.
1. Ecrivez le bilan de matiére entre les sections 1 et 2 afin de trouver une relation entre les

vitesses u1 et u2.
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2. Ecrivez un bilan d’énergie ou de charge entre les sections 1 et 2. En déduire une expression
de u1 en fonction de P1, P2, D et dcol .

3. A I’aide de la loi de I’hydrostatique, trouvez une relation entre P1—P2 et Ah

4. Donnez I’expression et calculez u1 en fonction de Ah, D et d

5. Calculer le débit volumique d’eau circulant dans la conduite.

D=16mm
Données D=10mm
Pmercure:lg600Kg/m3
Ah=300mm
Exercice 4 :

POMPE

Une pompe alimente en eau un réservoir de grande dimension. La conduite en amont de la
pompe a un diametre de 10 cm et la conduite en aval un diamétre de 7 cm. La pression relative
en A est 3 bar, la charge totale fournie au fluide par la pompe (HMT) est de 20 mCE. On donne:
Za=3 m

zg=2C=0m

zp=60 m

On négligera les frottements dans la conduite entre A et D.

1. Calculer la charge totale du fluide aux points D et A.

2. Calculer les pressions relatives en B et C.

Exercice 5 :

Turbine —o—/_

B c

Une conduite de diametre 15 cm alimente une turbine électrique selon le schéma ci-dessus.

A la sortie de la turbine, I’eau monte dans une canalisation de 30 cm de diameétre jusqu’a un lac
artificiel de grande surface. La pression relative de I’eau en A est 1 bar. La charge absorbée par
la turbine est 60 mCE. On donne :

Zp=75m
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z8=2¢=30 m

Zp=45m

1. Calculer la charge totale du fluide aux points A et D. En déduire la vitesse du fluide entre A
et B, puis entre C et D.

2. Calculer les pressions en B et C.

3. Calculer le débit d’énergie (la puissance) produite par la turbine.

Exercice 6 :

Une citerne de grande dimension placée en hauteur alimente en eau une maison. Le niveau
supérieur de 1’eau dans la citerne se trouve 10 m au dessus de la maison. Au robinet, on mesure
un débit de 10 L/min. Le diamétre de la conduite est de 14 mm.

1. Par un bilan de charge, calculer la perte de charge subie par le fluide dans la conduite.

2. Calculer le débit d’énergie perdue par frottement.

3. Quel serait le débit d’eau au robinet s’il n’y avait pas de frottements ?
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Chapitre 6

Expérience de Reynolds
6.1 Origine des frottements —Viscosité :
6.1.1 Remarques génerales :

Nous avons dit précédemment que le fluide perdait de 1’énergie par frottement lorsqu’il
s’écoule. Il faut toutefois noter que ces frottements sont de deux types. Tout d’abord, le fluide
frotte sur les parois a I’intérieur desquelles il s’écoule. De plus, au sein du fluide, toute les
articules ne vont pas forcément a la méme vitesse. Par conséquent, ces particules frottent donc
les unes sur les autres. 1l existe donc des frottements au sein méme du fluide.

On peut aussi se poser la question de savoir si tous les fluides se comportent de la méme fagon
vis a vis des frottements. Pour cela, on réalise I’expérience suivante : sur une plaque verticale,
on dépose cote a cote 1 goutte d’eau et une goutte de miel liquide de méme masse. On constate
que la goutte d’eau descend plus vite que la goutte de miel. On peut par conséquent penser que
les frottements dans I’eau sont plus faibles que dans le miel. Pour quantifier cette aptitude des
fluides a frotter ou non, on a défini une grandeur appelée viscosite.

6.1.2 Viscositeé :

6.1.2.1 Définition et unité :

La viscosité d’un fluide traduit la plus ou moins grande facilité avec laquelle le fluide
peut s’écouler ou étre pompé. Elle est en quelque sorte une mesure des frottements.

A la limite, un fluide ayant une viscosité nulle n’engendrerait pas de frottements et donc pas de
perte de charge.
On représente la viscosité par la lettre y(lettre grecque éta). On 1’appelle encore viscosité
dynamique ou viscosité absolue.
n : viscosité (dynamique ou absolue)
Dans le systéme international, I’unité de la viscosité est le pascal seconde, noté Pa.s. On a donné
a cette unité le nom de Poiseuille, note PI.
1PI=1Pa-s
En pratique on emploie souvent une autre unité appelée Poise et notée Po, pour mesurer les
viscosités. C’est méme généralement la centipoise, cPo, qui est le plus fréquemment employé.
On a les équivalences suivantes :
1Po=0,1Pa-s=0,1PI
1cPo=10%Pa-s=10°PI
Selon la nature du fluide, la viscosité peut varier considérablement. Ainsi, a température

ordinaire, le tableau 6.1, donne les valeurs de viscosité pour différents fluides.

65



Mécanique des fluides

TAB. 6.1 — Viscosité a température ordinaire

Produit Viscosité (cPo)
Bitume 101
Polymére fondu 108
Miel liquide 10
Glycérol 103
Eau 1
Air 1072

6.1.2.2 Influence de la température et de la pression :

La viscosité d’un liquide diminue lorsque la température augmente.
Cet abaissement de viscosité peut étre de 1 a 10 % par degré celsius (°C). D’une maniére
générale, plus le fluide est visqueux, plus sa viscosité varie avec la température.
Par contre, pour les gaz la viscosité augmente avec la température.
Pour les fluides, I'influence de la pression est en général faible. Ainsi, dans les calculs on pourra
négliger I’influence de la pression jusqu’a 20 bar dans les gaz et jusqu’a 40 bar pour les liquides.
6.1.2.3 Viscosité cinématique :

Comme nous le verrons par la suite, dans de nombreuses expression intervient le rapport
n /p entre la viscosité 1 et la masse volumique p. Ce rapport est appelé viscosité cinematique v
(lettre grecque nu) :

v=" (6.1)

P
Dans le systeme international, ’unité de la viscosité cinématique est le metre carré par seconde

(m?/s). Une autre unité est souvent employée, c’est le stokes, noté St. C’est plus précisément
son sous-multiple le centi-stokes, noté cSt, qui est utilisé. On a les équivalences suivantes :
1St=10*m?%s
1 ¢St =10%m?/s
6.2 Régime d’écoulement —Turbulence :

6.2.1 Expérience de REYNOLDS:

—————  Régime
——— Laminaire
Faeeeeeeees  Régime
—— Intermédiaire
| REECEENE [
Turbulent
R

FIG. 6.1 — Expérience de REYNOLDS
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C’est en 1883 que REYNOLDS réalisa I’expérience dont le dispositif est représenté sur la

figure 6.1. De I’eau, contenue dans un réservoir, s’écoule dans un tube horizontal en verre. Au
centre de ce tube, de 1’eau mélangée a un colorant rouge arrive par I’intermédiaire d’un tub
beaucoup plus fin. On peut régler le débit de I’eau a 1’aide du robinet R.
Pour de faibles débits, on constate que le filet d’eau coloré reste stable au centre du tube et ne
se mélange pas a I’eau environnante. L’écoulement se fait donc de fagon parfaitement définie,
avec des filets de fluide qui glissent les uns sur les autres sans se mélanger. On dit que
[’écoulement est laminaire.

Lorsque le débit augmente, on constate que le filet coloré se met a osciller et s’¢largit.
Le régime est dit alors intermédiaire.

Enfin, pour des débits encore plus élevés, aprés une longueur assez faible, le filet coloré
se transforme en tourbillons de plus en plus gros et finit par se mélanger complétement avec
I’eau claire. On dit que le régime est turbulent. Dans ce type d’écoulement le fluide est «brassé»

et les filets de fluide ne cessent de se mélanger en créant de nombreux tourbillons.

6.3 Contraintes des cisaillement-équations de Newtons :

» 2¢M¢ |oi de newton :

<Y

i
s + 2222 dr

FIG. 6.2 — Contraintes des cisaillement-équations de Newtons

Y Fy =my 6.2)
e Suivant x:

YE =my, (6.3)

my, = pdxdydzz—? (6. 4)
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my, = (Uxx +

0Tz

a XX
= dx) dydz — o, dydz + (ryx +

(sz + W) dxdy — t,,dxdy + pdxdydzf,

fx force volumique /Kg

Du — 00xx + 0Tyx + 0Tzx
Dt ax dy 0z

poi = oe (Vi + 2ug=w) + 55 [u(

+pfx

u v
5t

D 0 0 =
po= = pf =5+ [(u+ €)Vq] + pau

Pour un fluide incompressible

Dq 1o -
e = F =3P +vV2g

Projection :

Suivant x,

du du du du
— T U—TVV—TW—= _—
dt T dx+ dy+ dz f;c

Suivant y,

dv
dz

Suivant z,

dw aw aw
—tu—-+v—+w
dt dx dy dz

dv dv
—tUu—+v—+w—=
dx dy

dw

=fZ———

6.4 Exercices Complémentaire :

Exercice 1 :

Déterminer le régime d'écoulement dans une conduite de 3 cm de diamétre pour :

Du

E:fx

oG+ 5]+ es

10
— -2 4 VP
p 0x

0Tyx
22 dy) dxdz — Ty.dxdz +

(6.5)

(6. 6)
(6. 7)
(6. 8)

(6.9)

(6. 10)

(6. 11)

(6. 12)

(6. 13)

1) De I'eau circulant & la vitesse v=10,5 m/s et de viscosité cinématique 1.10-6m2/s

2) Du fuel lourd a 50 °C circulant a la méme vitesse (Viscosité cinématique 110.10 -6 m2 /s

3) Du fuel lourd a 10 °C circulant a la méme vitesse (Viscosité cinématique 290.10 - 6 m2 /s.

Exercice 2 :

Une huile de densite 0,850 et de viscosité dynamique 0,10104 Pa.s circule dans un tuyau de

fonte lisse de longueur L = 3000 m, de diametre D = 30 cm, avec un débit Q = 44 I/s. Quelle

est la perte de charge dans ce tuyau

Exercice 3 :

Quel est I’ordre de grandeur du nombre de Reynolds associé a 1’écoulement autour d’une balle

de tennis allant & la vitesse v = 100 km.h™! dans 1’air ?
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Chapitre 7
Ecoulement Laminaire visqueux

7.1 Introduction :

C’est pourquoi, du point de vue mécanique, la distinction entre un solide et un liquide est
artificielle. Ce que I’on appelle communément un liquide est un fluide de petit temps de
relaxation (z, = 1 ns pour I’eau) et ce que I’on appelle un solide peut étre vu comme un fluide
de grand temps de relaxation (z,,,= 10° ans pour le manteau de la cro(ite terrestre). t,,, dépend
fortement de la température ce qui confére a certains systemes un comportement fluide ou solide
suivant la température (bitume par exemple). Un exemple de fluide viscoélastique est la pate
de silicone connue sous le nom de “silly-putty”. Une boule de “silly-putty” rebondit sur le sol
comme une balle élastique (aux temps courts) mais s’étale comme un fluide visqueux (aux

temps longs) si on la pose sur une surface horizontale

7.2 Dynamique d’un écoulement visqueux :

Lorsque le fluide est newtonien et incompressible, les équations de Newton appliquées a chaque
particule de fluide prennent la forme des équations de Navier-Stokes. Bilan des forces Placons
nous dans un reférentiel galiléen et effectuons un bilan des forces sur une particule de fluide
située en M a I’instant t, de masse dm =p(M,t). En plus des forces de pression et des forces

extérieures volumiques, il faut ajouter la résultante des forces visqueuses :

dF = (frext — Vp)dt + dE, (7.1)
L’expression de df,,est en géneral assez compliquée mais elle se simplifie dans le cas des
fluides newtoniens et incompressibles.

7.3 Cas d’un écoulement paralléle unidimensionnel :

Calculons la résultante des forces visqueuses dans le cas particulier simple d’un écoulement

suivant (ox) avec un gradient de vitesse suivant (oy) :

yl\ —
_— ”| =
—> orty+dy)
< 7
07 (y) l
< —
n

Fic. 7.1 — Bilan des forces de viscosité sur un élément de fluide
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V= v(y)ﬁx (7.2)
On remarque ici que div v= 0. L’écoulement est donc bien incompressible. Dans ce cas, la
résultante des forces visqueuses s’exercant sur une particule de fluide, s’écrit :

dFy = 1[5 (v + dy) = 2 ()] dxdzity = n 22 d (7.3)
On voit apparaitre une force volumique qui s’exprime comme le laplacien de la vitesse. Cette
formule obtenue dans un cas particulier se généralise aux écoulements incompressibles des
fluides newtoniens.

On admettra que pour un fluide newtonien incompressible, la résultante des forces visqueuses
s’écrit :

_

dF, = nAv dr (7.4)

7.4 Ecoulement de COUETTE :

Expérience de Couette — Considérons un fluide enfermé entre deux cylindres, 1’un mobile,
I’autre fixé via un fil de torsion. On constate que lorsque la cavité cylindrique extérieure est
mise en rotation a la vitesse angulaire w, le cylindre intérieur tourne d’un angle a par rapport a
sa position d’équilibre. Analysons en détail le phénomene.

1. La torsion du fil conduit a I’existence d’un couple dont les forces de pression ne peuvent pas
étre responsables. On est donc obligé d’admettre I’existence d’efforts tangentiels.

2. On observe que les particules de fluide adherent aux parois. Il existe donc un gradient de
vitesse au sein de 1’écoulement.

3. Pour les fluides simples, 1’angle a augmente proportionnellement & w. Les efforts tangentiels

augmentent donc proportionnellement au gradient de vitesse.

Fil de torsion

Fluide visqueux

FIG. 7.2 — Expérience de Couette.
Interprétation — L’expérience montre que, lors de I’écoulement d’un fluide, la pression ne suffit
pas a expliquer les phénomeénes et qu’il convient d’introduire des forces tangentielles qui

s’opposent au mouvement du fluide. Ces forces, de type frottement, dues aux interactions entre
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molécules du fluide, sont appelées forces de viscosité. La contrainte (force par unité de surface)

d qu’exerce une couche de fluide supérieure sur un élément de surface d’une couche de fluide

inférieure, s’écrit :

- dF iR -
012 = 5 = opt t ot avec op = —p (7.5)
— S =
— n t -
— 7,
_}
). L
& Y
- Un
-
.(_
.{_

FiG. 7.3 — Contraintes internes dans le fluide

7.5 Loi de STOCKES: :

La loi de Stokes Soit un corps solide en mouvement dans un fluide. Outre son poids et la poussée
d’Archimede, le solide subit également une force de résistance F, développeée par le fluide, qui
s’oppose a son déplacement. Cette force dépend, d’une part, de la vitesse v et de la forme
géométrique (aérodynamisme) du corps solide et, d’autre part, de la viscosité # et de la masse
volumique p du fluide. Dans la suite nous nous intéresserons a un objet sphérique de rayon r. Il
s’agit de trouver I’expression de la force F en termes de p, i, ret v :

F=fip,n,1,v) (7.8)
L’analyse dimensionnelle permet de simplifier quelque peu le probléme. En procédant comme

dans le cas de I’écoulement de Poiseuille "écoulement visqueux", on trouve :

2
F = 77?(p(Re) (7.9)
ou Re est le nombre de Reynolds, défini comme :
Re = P'nﬂ (7.10)

La forme analytique de la fonction ¢ n’est pas connue dans le cas général. Sa détermination
constitue un des grands défis de la physique mathématique moderne. Nous allons donc analyser
la relation (7.9) en nous limitant au cas particulier d’un mouvement trés lent, caractérisé par un
nombre de Reynolds relativement faible. Tout d’abord, il est clair que la force de résistance F
développée par le fluide doit s’annuler a la limite v — 0. Sur un plan intuitif on peut donc
s’attendre a ce que F croisse proportionnellement a la vitesse tant que celle-ci reste relativement
faible. L expérience confirme ce résultat pour autant que le nombre de Reynolds reste inférieur
a0, 5. Comme v ~Re (cfr. relation (7.10)), on a F ~Re. Ce qui, d’apres (7.9), implique @(Re)

~Re.D’ou:
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2 2
F~%Re~%%~rnv (7.11)

Par ailleurs, les équations hydrodynamiques peuvent étre résolues perturbativement a la limite
Re — 0. En premiére approximation, on trouve :

F=—-6nrnv (7.12)
Cette relation est appelée formule de Stokes (ou loi de Stokes). Elle reste valable tant que Re <
0, 5.

Au-dela de cette limite des tourbillons apparaissent dans le sillage de la sphere et la formule de

Stokes (7.12) n’est plus applicable.

7.6 Mesure de viscosité :

L’analyse dimensionnelle de la relation (7.5) donne :

_w_in
[n] - 12 [V] - 12

T (7. 6)
Ainsi, la viscosité est homogene a une pression x temps. On I’exprime indifféremment en
pascal.seconde (Pa.s) ou en poiseuille (P{) en hommage a Jean-Louis Marie Poiseuille.

Le viscosimétre est ’appareil de mesure de la viscosité. Différents types de viscosimetre
existent suivant le type de fluide utilisé. Pour les liquides, on utilise essentiellement le
viscosimétre de Couette ou le viscosimetre a tube capillaire. Ordres de grandeur — Pour les
liquides, la viscosité varie fortement avec la température (elle diminue lorsque la température
augmente). Pour des liquides purs, elle suit une loi du type

n « e’/r (7.7)
Quant aux gaz, leur viscosité est plus difficile a mesurer car beaucoup plus faible que celle des
liquides. Sa détermination peut se faire a I’aide d’une :

» mesure de vitesse (viscosimetre a bille roulante, viscosimetre a tube capillaire) ;

» mesure de fréquence de résonance d’une onde de cisaillement (viscosimétre a cristal piézo-
électrique de torsion). Elle dépend peu de la pression et augmente légerement avec la
température (a peu prés comme \ T).

TABLE 7.1 — Quelques valeurs de viscosité.

Liquide (20°C) Viscosité (Pa.s)
Eau 1,0.103
Huile d olive 0,84
Glycérine pure 1,5
Mercure 1,5.1072
Gaz Viscosité (Pa.s)
Vapeur d’eau (20°C) 9,7.107®
Air sec (20°C) 18,2.107®
He (25°C) 19,9.10°¢
Ns (25 °C) 17,7.107®
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7.7 La lubrification hydrodynamique :

Est un domaine important de la tribologie, ¢’est 1’étude des contacts dans lesquels un film de
fluide sépare les surfaces en présence. Dans le cas ou le film de fluide sépare totalement les
surfaces, les aspérités et les défauts de forme ont des dimensions inférieures a 1’épaisseur du
film. Dans tous les mécanismes étudiés, le probléme peut se schématiser de la fagon suivante
la figure (7.4) : Un film de fluide visqueux sépare les deux surfaces du mécanisme ; il s’agit de
calculer :

- la charge W que peut supporter le contact,

- la force F ou le couple de frottement C,

- le débit Q du fluide dans le mécanisme,

- la puissance P dissipée dans le contact.

Ainsi il faut déterminer le champ de pression et le champ de vitesse dans le fluide. Par ailleurs,
I’intégration des contraintes de cisaillement aux surfaces du contact donnera la force ou le
couple de frottement. La pression peut étre créée par une pompe extérieure au contact c’est
I’hydrostatique : c’est le cas par exemple de certains paliers et des glissiéres de certaines
machines-outils. La pression peut étre créée par le déplacement relatif des surfaces, c’est

I’hydrodynamique : cela concerne les butées, les paliers fluides, les garnitures mécaniques....

FIG. 7.4 — Schéma d'un contact lubrifié
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Chapitre 8
Ecoulement Turbulent

8.1 Introduction :

La viscosité stabilise et régularise les écoulements de fagon genérale. Ainsi, quand le nombre
de Reynolds augmente le régime laminaire devient instable voire turbulent. La transition entre
le régime laminaire et turbulent se produit dans une certaine gamme de valeur du nombre de
Reynolds qui dépend du probléme. On peut retenir qu’en général, lorsque Re > 10°,
I’écoulement devient turbulent, ¢’est-a-dire que la vitesse en un point M varie dans le temps de
facon erratique. Dans ce cas, le probléme étant analytiquement insoluble, on utilise souvent des

lois phénoménologiques associées a une analyse dimensionnelle.

8.2 Calcul des pertes de charge :
On appelle perte de charge les pertes d’énergie subies par un fluide s’écoulant dans un réseau.
L’énergie perdue par le fluide ne disparait pas, elle est transformée en un autre type d’énergie:
la chaleur (énergie thermique).

Pour quantifier cette perte d’énergie nous avons défini deux grandeurs équivalentes :
la perte de pression par frottements A Pfet la perte de charge J. Ces deux grandeurs
représentent la diminution d’énergie totale volumique subie par chaque unité de volume de
fluide transitant entre deux sections d’un réseau.

Considérons la partie d’un réseau ne comportant ni pompe ni turbine comprise entre la
section d’entrée (notée 1) et la section de sortie (notée 2). Si le fluide est incompressible, que
I’écoulement est en régime permanent, alors on pourra calculer les pertes de pression par

frottement et pertes de charge de la maniere suivante :

1
AP =e,—e, =R —-PF,+p.0.(Z,-Z,) +§-p-(u12 ~u;) (6.1)

J=h,—-h,=

Les unités de ces deux grandeurs sont le pascal, abrégé Pa, pour APt et le métre de

2 2
RL_PZ-F(Zl—ZZ)-FM (6 2)
P9 2.

colonne liquide, abrégé mCL, pour J (si on a de I’eau on parlera de métre de colonne d’eau

MCE). On a bien siir la relation suivante entre APfet J :

AP, = p.g.J (6.3)
On peut aussi calculer le débit d’énergie QE frott dissipée par frottement :
QEFrott = Q/ pg‘] = Q/ APf (6 4)
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8.3 Régime d’écoulement et perte de charge :

Plus le régime est turbulent, plus le fluide va étre «brassé» et le nombre des tourbillons
importants.
Par conséquent, plus le régime est turbulent plus les frottements vont étre conséquents et les
pertes de charge importantes.
De plus, I’écoulement en régime laminaire avec ses filets fluides bien définis et I’écoulement
turbulent avec ses tourbillons et son mélange intense du fluide vont donner des lois permettant
de calculer les pertes de charge sensiblement différentes.
Il est par conséquent nécessaire de définir un critere qui permette de quantifier la turbulence et

de prévoir le régime d’écoulement.

8.3.1 Nombre de Reynolds :

Pour quantifier la turbulence, un critére a été défini, il s’agit du Nombre de REYNOLDS,
noté Re. Ce nombre, tout comme la densité, est sans dimension, c’est a dire qu’il ne possede
pas d’unité. On dit que c’est un nombre adimensionnel.

Pour un écoulement dans une conduite cylindrique, on le définit de la maniére suivante :

Re = £PUD (6. 6)
n
Dans I’équation précédente, p est la masse volumique du fluide, u sa vitesse moyenne, D le

diameétre de la conduite et 1 la viscosité dynamique du fluide. il est tres important d’exprimer
ces différentes grandeurs dans les unités du systeme international. La masse volumique sera
exprimée en kg/m?, la vitesse en m/s, le diamétre en m et la viscosité en Pl (ou Pa.s).

Plus le nombre de REYNOLDS est élevé, plus I’écoulement est turbulent. Le tableau 8.1 donne
les valeurs de Re auxquels s’effectue la transition entre les différents régimes d’écoulement.

TaB. 8.1 — Limites de transition entre régimes d’écoulement

Régime d’écoulement Re
Laminaire Re <2100
Intermédiaire 2100 < Re < 3000
Turbulent 3000 < Re

Exemple 1 : De I’eau s’écoule dans une conduite cylindrique de 14 mm de diamétre avec un
débit volumique de 12 L/min. On souhaite connaitre le régime d’écoulement.

Il nous faut calculer le nombre de REYNOLDS de cet écoulement :

_puD

o7

On calcule la vitesse a partir du débit volumique :

Re
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L_Q _ Q _1210-3/60

= =13m/s

S #D?%/4 7.0,0142/4
La viscosité de I’eau a température ambiante est de 107> Pa.s.
On peut donc calculer Re :

~1000.1,3.0,014
1073

Par conséquent, dans ce cas, le régime d’écoulement est turbulent.

Re =18200

11 est parfois utile d’exprimer le nombre de Reynolds d’une maniére un peu différente de celle
de I’équation 4.6. Ainsi, on peut disposer de la viscosité cinématique n du fluide et non de sa
viscosité dynamique m et de sa masse volumique p. On peut rappeler que v = n/p. Par
conséquent, on a I’expression suivante pour Re :

1%
De méme, on dispose plus souvent du débit volumique Qv de fluide que de sa vitesse moyenne

u. Pour une conduite cylindrique de diamétre D, on rappelle que :
S #nD?4 7.D?
Si on remplace u par I’expression précédente dans 1’équation 4.6, on obtient :

4QV

Re:p' D2 _4pQD (6. 8)
n n.z.D?
Ce qui apreés simplification nous donne :
Re = +P (6.9)
n.z.D

Cette derniére relation est particulierement intéressante car elle fait apparaitre la
dépendance du nombre de REYNOLDS avec le débit volumique qui est une grandeur tres utilisée
en pratique.

Ainsi, lorsque I’on choisit une conduite pour transporter un débit donné de fluide, plus le
diamétre de cette conduite sera faible, plus le nombre de Reynolds sera grand et par conséquent

plus les pertes de charge seront importantes.

8.3.2 Conduites non-cylindriques-Diamétre hydraulique :
L’équation 4.6 défini le nombre de REYNOLDS pour un écoulement dans une conduite
cylindrique. 1l arrive souvent que les conduites ne le soient pas, et il est tout de méme

fondamental de pouvoir calculer Re dans ces cas-la. Pour cela, on définira pour une conduite
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de forme quelconque, un «pseudo-diametre» appelé diametre hydraulique et noté Dh. On peut

calculer le diamétre hydraulique a 1’aide de I’expression suivante :

D, = 4> (6. 10)
P
Ou S est la surface de la section de passage du fluide et p le périmétre de cette section

qui est mouillé par le fluide (on appelle p le périméetre mouillé).
Exemple 2 : Considérons une conduite rectangulaire de largeur a=12 mm et de hauteur b=20

mm. On souhaite calculer le diamétre hydraulique Dn de cette conduite.

a

Le périmétre mouillé p est donc le périmétre du rectangle bleu :

p=2-at+t2:b
La surface de la section de passage S est I’aire rouge du rectangle :

S=a-b
Par conséquent, on aura :

_4ab 2ab 21220
" 2a+2b a+b 12+20

Le diametre hydraulique équivalent de cette conduite sera donc de 15 mm.

15mm

Le nombre de REYNOLDS pourra alors étre calculé en utilisant le diametre hydrauliqgue comme

diamétre de la conduite :

Re = 24D, (6. 11)
n

8.4 Comment calculer les pertes de charges d’un réseau ?
8.4.1 Pertes de charge réguliéres et singuliéres :
Au sein d’un réseau, on peut répartir les pertes de charge en deux catégories :
— Les pertes de charge dues aux longueurs droites de conduite. On les appelle pertes de charge
régulieres ou linéaires.
— Les pertes de charge dues aux «accidents» de conduite. Ces «accidents» peuvent étre des
coudes, des vannes, des robinets, des rétrécissements, des ¢largissements, des purgeurs,...
Ces pertes de charge sont appelées pertes de charge singulieres. Les «accidents» de conduite

sont appelées singularités.
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8.4.2 Perte de charge totale d’un réseau :

Considérons par exemple le réseau de la figure 8.1. On compte quatre longueurs droites
: les troncons AB, CD, EF et GH, et on compte trois singularités : la vanne entre B et C, les
coudes entre D et E et entre F et G.

A B C D

FIG. 8.1 — Exemple de perte de charge d’un réseau
La perte de charge totale du réseau, c’est a dire entre A et H, sera alors la somme des pertes de
charge de chacun des sous-réseaux. On aura ainsi :

J
Ou JaB est la perte de charge du trongon compris entre A et B, etc...

resau ‘]AH + ‘]AB +JBC + ‘]CD + ‘]DE + ‘]EF + ‘]FG + ‘]GH (6 12)
Plus généralement, pour un réseau composé¢ d’une succession de parties droites et de
singularités, la perte de charge totale sera la somme des pertes de charge engendrées par

chacune de ces parties droites et de chacune de ces singularités.

8.4.3 Calcul des pertes de charge régulieres :
8.4.3.1 Coefficient de perte de charge réguliére :

On peut montrer que la perte de charge J d’un trongon droit de longueur L de conduite
de diametre D dans laquelle circule un fluide animé d’une vitesse u, peut se calculer de la
maniére suivante :

2
gL (6. 13)
2.9.D

On voit dans I’équation précédente qu’intervient le coefficient de proportionnalité 1

(lettre grecque lambda). Ce coefficient est appelé coefficient de perte de charge. De plus, la
perte de charge est proportionnelle a la longueur de la conduite.
Par conséquent, pour calculer la perte de charge d’une conduite de longueur L et diamétre D, il
convient de connaitre la vitesse u du fluide (que I’on calcule généralement a partir du débit
volumique) et le coefficient de perte de charge A.

Pour des ecoulements en conduite, le coefficient de perte de charge 4 dépend du nombre

de REYNOLDS, Re, de I’état de surface de la conduite (sa rugosité) et du régime d’écoulement.
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Il existe de nombreuses formules et corrélations qui permettent de calculer 4. Toutefois en ce
qui nous concerne, nous utiliserons plutdt un diagramme, appelé diagramme de MoobDY, qui
donne la valeur de 4 en fonction de Re et de la rugosité de la conduite.

8.4.3.2 Utilisation du diagramme de MooODY :

Il est tout d’abord nécessaire de donner une définition plus précise de ce qu’est la
rugosité d’une surface. On appellera donc rugosité la hauteur moyenne des aspérités a la
surface de la conduite. La rugosité sera désignée par la lettre k.

Le tableau 8.2 donne des valeurs de rugosité pour des matériaux courants :

TAB. 8.2 — Rugosité de différents matériaux usuels

Matériau k (mm)
Acier, neuf 0,05a0,1
Fonte, neuf 05al
Fonte, usagé 09a15
Fonte, trés incrusté 15a3
Cuivre ou laiton 0,001 a 0,003
Ciment, lisse 0,3a0,9
Ciment, brut 1a2

En fait, c’est le rapport de la rugosité k et du diametre D de la conduite qui sera utilisée. Ce
rapport s’appelle la rugosité relative :

Rugosit " e relative = % (6. 14)
Par exemple, une conduite en ciment brut de 500 mm de diamétre avec une rugosité de 1,5 mm
aura une rugosité relative de 1,5/500=0,003.
La rugosité relative est une grandeur sans dimension.
Sur le diagramme de MooDY représenté sur la figure 8.2, le nombre de REYNOLDS Re se trouve
en abscisse et le coefficient de perte de charge A se trouve en ordonnée (on remarquera que

I’échelle utilisée pour les axes est particuliére, il s’agit d’une échelle logarithmique).
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0.1

382 ] Limite turbulent rugueux k/D
oo7 § T 0,05
0.06 T 0,04
06 4 0,03
005{ % § 0,02
b 0,015
0,04 1 % i 0‘01
Lo 0,008
0,03 - 0,006
0,004
A £ E 0,002
; | 2 0,001
e 1%
= L2 0,0004
P o 0,0002
CED | % 0,0001
00142 N 0,00005
0gog J& = Tube lisse
0,008 4q T ——rrrr—r—rrrr——rrr——rrr 0, 00001
10° 10* 10° 10° 10’ 10°
Re

FIG. 8.2 — Diagramme de MooDY

On constate que pour le régime laminaire (Re < 2100, partie du diagramme a gauche de
la verticale en pointillés violets), A ne dépend pas de la rugosité relative de la conduite. I n’y a
donc qu’une seule courbe (courbe rouge, poursuivie en pointillés pour le régime intermédiaire).

Pour des valeurs plus élevées de Re, en régime turbulent, on constate qu’il y a une courbe
pour chaque valeur de rugosité relative k/D (la valeur de k/D est inscrite a la droite du
diagramme).

On constate aussi qu’au-dela d’une certaine valeur du nombre de REYNOLDS, A
n’augmente plus lorsque Re augmente. On dit que I’on est en régime turbulent établi (cette zone
est délimitée par la courbe en pointillés orange). Pour ce régime d’écoulement, A ne dépend que
de k/D.

Pour trouver A, on commencera par calculer Re et k/D. On placera notre valeur de Re en
abscisse sur le diagramme de MooDY. On cherchera alors I’intersection de la verticale
d’abscisse Re et de la courbe correspondant a notre rugosité relative k/D. La valeur recherchée
de A sera alors I’ordonnée du point d’intersection.

Exemple 3 : Un conduite de 600 mm de diamétre et de 500 m de longueur en fonte tres incrustée
par la rouille (rugosité k=2,4 mm) est parcourue par un débit d’eau de 20 m®/min.
On souhaite calculer la perte de charge subie par 1’eau dans cette conduite.

Commencons par calculer Re :

D p.LZ.D 1000.Lf0
n n 10

Afin d’utiliser le diagramme de MOODY pour obtenir A, il faut d’abord calculer la rugosité

relative :
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% = % =0,004
Sur le diagramme de MoOODY on cherche I’intersection de la verticale passant par Re=707355
(compte tenu de la précision du diagramme on suit la verticale Re=7-10°) et de la courbe
correspondant & une rugosité relative k/D = 0, 004. L’ordonnée de ce point d’intersection nous

donne :

A=0,028
On peut alors calculer la perte de chargeJ :
( QV T ( 20/60 jz
2 2
2 u2.L 2 7.D2/4 .£=0,028. 7.0,62/4 .500=1,65 MCE
2.9.D 2.9 D 2981 0,6

La perte de charge subie par le fluide est de 1,65 mCE.
8.4.4 Pertes de charge singulieres :
8.4.4.1 Coefficient de perte de charge singuliere :
De la méme maniere que pour les pertes de charge réguliéres, on peut montrer que la

perte de charge Jsing. créée par une singularité du réseau peut se calculer de la maniére suivante:

I = (6. 15)
sing 2.9
On voit dans 1’équation précédente qu’intervient le coefficient de proportionnalité { (lettre
grecque xi). Ce coefficient est appelé coefficient de perte de charge singuliére. Ce coefficient
{ dépend du type, de la forme et des dimensions de la singularité. Il est déterminé
expérimentalement et le tableau 8.3 donne les valeurs de { pour quelques singularités courantes.

TAB. 8.3 — Coefficients x de perte de charge singuliére

Singularité 4
Robinet a soupape ouvert 6
Robinet a soupape d’équerre ouvert 4
Robinet a pointeau ouvert 9
3/4 ouvert 13
1/2 ouvert | 36
1/4 ouvert | 112
Vanne a passage direct (a boule) 0
Coude a 90 e r/D=05| 2
/D=1 0,3
r/D=15 0,17

Le tableau 8.4 donne les valeurs de x pour des rétrécissements et élargissements brusques de

conduites en fonction du diametre des deux sections.
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TAB. 8.4 - Coefficient de perte de charge singuliere pour des réetrécissements et élargissements

brusques
Rétrécissement brusque  Dj/Dy | & Elargissement brusque D, /D; | &
k= =
— 0,1 0.48 . 0.1 0,98
0,2 0.48 0,2 0,92
0,3 0.48 0.3 0,83
04 | 048 04 | 071
0,5 0.46 0,5 | 056
0,6 | 0.41 0.6 | 041
C 07 032 T 07 |02
08 019 08 | 0.13
09 | 0,06 | 09 | 0,04

Exemple 4 : Un robinet & pointeau a moitié ouvert est monté sur une conduite de 32 mm de
diameétre. On souhaite connaitre la perte de charge J engendrée par cette singularité pour un
débit de 6 mh.

On calcule J par la relation suivante :
2
1o
2.9
On calcule d’abord u :

Q _ Qv _ 6/3600
S x.D2%/4 17.0,032/4

u= =207 m/s

Le coefficient de perte de charge singuliére { d’un robinet a pointeau a demi ouvert vaut 36.
On peut alors calculer J :
2
J= 36.&71 =0,88mCE

La perte de charge de ce robinet est donc de 0,88 mCE.

8.4.4.2 Notion de longueur droite équivalente :

Il existe une maniere plus commode de calculer la perte de charge entrainée par une
singularité. C’est la méthode des longueurs droite équivalentes.

Considérons une singularité sur le réseau. Celle-ci entraine une perte de charge Jsing. On
appellera longueur droite équivalente, Le, la longueur que devrait avoir une conduite fictive (de
méme diametre D que la conduite qui porte la singularité) pour engendrer la méme perte de
charge Jsing. Les constructeurs fournissent trés fréquemment la valeur de Le des éléments de
tuyauterie (vannes, coudes,. . .) qu’ils construisent. C’est pour cela que la méthode des
longueurs droites équivalentes est tres utilisée. On trouvera dans le tableau 8.5 les valeurs du

rapport Le/D pour quelques singularités.
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Pour calculer la perte de charge du réseau il suffira alors d’ajouter les longueurs droites
de conduites aux longueurs droites équivalentes des singularités.

TAB. 8.5 — Longueur droite équivalente pour quelques singularites

Singularité Le/D
Robinet a soupape normal 400
Robinet a soupape d’équerre 200
Vanne a passage direct (a boule) 9
Coude a 180_ a brides 18
Coude 2 90_ a brides 13
Coude 2 90 _ taraudé 40
Coude a 45_ a brides 9
Coude a 45_ taraudé 18

Exemple 5 : Considérons un réseau constitué par deux longueur droites L1i=1metL2=0,5m
séparées par un coude a 90° a brides. De I’eau circule a I’intérieur du réseau avec une vitesse
moyenne u = 1,3 m/s. Le diametre de la conduite est de 20 mm et sa rugosité 0,002 mm. On

souhaite calculer la perte de charge subie par le fluide.

Dans le tableau 4.6 on voit que pour un coude a 90° a brides, on a Le/D=13. La perte de charge
totale sera donc la perte de charge d’une conduite de longueur totale L1+Le+L2.

On calcule alors Re et k/D :

_ pu.D _1000.13.0,02

Re = 26000

n 0,001

k = —0’002 =0,0001

D 20
Sur le diagramme de Moobpy on lit :

A=0,025
On calcule finalement J :
2 2
3o hrbeth ggps 13 1418405, 0 o)

2.9 D 2981 0,02

1l convient toutefois d’étre trés prudent dans [’application de cette méthode. En effet, il

faut veiller a n’ajouter que des longueurs droites de méme diametre. S’il y a des parties de
diamétres différents dans le réseau. Il faut calculer la perte de charge de chaque partie, puis

sommer les pertes de charges.
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Les longueurs droites equivalentes des singularités peuvent aussi étre déterminées a
I’aide d’abaques comme celui représenté sur la figure 8.3. Pour utiliser cet abaque, on placera
un premier point sur 1’axe de gauche correspondant a la singularité qui nous intéresse et un
deuxiéme point sur I’axe de droite correspondant au diametre de la conduite qui porte la
singularité. On trace la droite reliant ces deux points, et on cherche le point d’intersection de
cette droite avec 1’axe situé au milieu de I’abaque. On peut alors lire la longueur droite

équivalente Le en métres.

\WAIR
1000
Ya ouvert 800
> ouvert 600
— % ouvert 400
—tout ouvert 300
1
200
1000
100 -]
80 800 4
60 -
40 600 —
30 500-5
20 400_:
~~ 3
300 4
10 € 1
6 200 —
_-&;) 180 - E
4 S5 160 1
3 JF 1404 5
3
2 & 1204 B
o 4 T
Lo 3 100__ ‘S
08 o %934 S
0,6 © 60 - 8
0,4 < I
03 3 24
L 404 E
0,2 g. 1 &
304 Q
01 § ] @
0,08 3 ]
0,06 20
18 A
0,04 16
0,03 14 1
12 A
10 —

A robinet droit ouvert F  coude court a 90° ou té conique' L  ajutage rentrant

B robinet d'équerre ouvert G coude de courbure moyenne a 90° M  élargissement brusque
C clapet de retenue a battant ouvert H coude de grande courbure 2 90° ou té normal N ajutage ordinaire

D coudea180° J té O rétrécissement brusque
E té fermé d'un coté K équerre P coude court a 45°

| vanne a passage direct (ouvertures variables indiguées dessous)
FiG. 8.3 — Abaque de longueur droites équivalentes de singularites
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8.4.5 Circuits dérives :
Considérons une tuyauterie se divisant en A en deux branches qui se rejoignent en B.

I Q\l1

Q, = XA @XB = Q,
V

FiG. 8.4 — Circuits dérives
Soient ht A la charge totale du liquide en A et ht B la charge totale du liquide en B.
La différence ht A—ht B représente a la fois la perte de charge J1 du liquide dans la branche 1, et
la perte de charge J2 du liquide dans la branche 2.

hy,—hg=J,=1J, (6. 16)
Dans chacune des branches, on a la méme perte de charge. Le liquide dont le débit est Qv dans
la tuyauterie principale se répartit dans les deux branches avec des débits respectifs Qvi et Qv2
tels que :
— Qv 1entraine la perte de charge J1
— Qv 2 entraine la perte de charge J2

De plus, on aura la relation suivante entre les débits volumiques :

Qv=0Qv1+Qv2 (6.17)

8.5 Exercices complémentaires :

Exercice 1 :

Une conduite cylindrique transporte un fluide de masse volumique p = 800 kg/m®. Un
manomeétre placé sur une section 1 de la conduite indique une pression P1de 1,3 bar. Un second
manomeétre placé sur une section 2 indique une pression P2 de 1,2 bar. De plus, onaz1=3 m et
2=7m.

1. Quel est le sens de I’écoulement ?

2. Quelle est la perte de charge du liquide entre les deux sections de mesure ?

3. Calculer la perte de pression par frottement (en bar).

Exercice 2 :

De I’eau s’écoule dans une conduite de 100 mm avec un debit de 20 L/s. On mesure la perte de
charge entre les sections 1 et 2 a ’aide d’'un manometre différentiel & mercure (tube en U). La

dénivellation du mercure est h = 10 cm.
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1. Quelle est la valeur de la perte de charge de 1’eau ?

2. Calculer (en Watt) le débit d’énergie perdu par frottement ?

3. Calculer la quantité (en joules) d’énergie perdue par frottement en un an ?

4. Quel est le cout (économique) annuel occasionné par cette perte de charge, sachant qu’un
kWh d’énergie vaut 0,1DA ?

(Note : le kWh (kilowattheure) est une unité d’énergie souvent employée pour [’énergie
électrique. On a la correspondance suivante avec les joules : 1 kwh=3,6.10°J)

Exercice 3 :

Déterminer le régime d’écoulement dans une canalisation de 30 cm de diamétre :

1. pour de I’eau a 20 °C circulant a la vitesse moyenne de 10,5 m/s.

2. pour du fuel lourd a 50 °C (viscosité 110 cSt) circulant a la méme vitesse.

Exercice 4 :
Soit un échangeur de chaleur tubulaire dont la coupe figure ci-dessous. Le fluide de

refroidissement circule dans 1’espace compris entre les deux tubes (grisé sur la figure).

1. Donner I’expression littérale du diameétre hydraulique et calculer celui-ci si a =40 mm et

D =30 mm.

2. Le fluide de refroidissement est de ’eau de masse volumique p = 1000 kg/m?® et de viscosité
dynamique h = 10 P1 4 20 °C. Calculer le régime d’écoulement du fluide de refroidissement si
le débit volumique est de 3 m%h.

Exercice 5 :

Quel est le nombre de REYNOLDS correspondant a un écoulement d’air a 20°C dans une
tuyauterie cylindrique de 50 mm de diameétre et sous pression absolue de 900 mm de mercure?
Données : Le débit d’air est de 1,5 m%/h, la masse volumique de 1’air a2 0°C et 760 mmHg vaut

1,293 kg/m?3 et sa viscosité vaut 0,018 cPo.
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Exercice 6 :

De I’huile de pétrole de masse volumique p = 900 kg/m® et de viscosité 1 = 2 cPo, s’écoule
dans un tuyau rectiligne circulaire en fonte moulée de 150 mm de diametre avec une vitesse de
0,2 m/s. Quelle est la perte de charge subie par I’huile pour chaque kilometre de tuyau ?
Exercice 7 :

Un échangeur tubulaire est constitué de 2 tubes concentriques en cuivre. Le tube interne a un
diametre extérieur de 30 mm. Le tube externe a un diametre intérieur de 50 mm. Dans 1’espace
annulaire (espace compris entre les 2 tubes) circule du toluene avec un débit de 1,5 kg/s.
Déterminer la perte de charge du toluéne pour chaque métre de conduite

Données :

Masse volumique du toluéne p = 860 kg/m3

Viscosité du toluéne 1= 0,6 cPo

Rugosité du cuivre k = 0,001 mm

Exercice 8 :

Une conduite transportant de 1’eau a 20 °C de diametre initial 20 mm s’¢élargit brusquement
vers une conduite de 40 mm. Le debit volumique est de 50 L/min.

1. Calculer la perte de charge causée par cet élargissement brusque.

2. On inverse le sens de I’écoulement. Par conséquent, on a maintenant affaire a un
¢largissement brusque. Calculer la perte de charge qu’entraine cette singularité.

Exercice 9 :

On a le réseau horizontal suivant constitué d’une premicre longueur droite de conduite de 2 m,
suivie par une vanne ouverte complétement et complétée par une autre longueur droite de 5 m.
Les conduites ont un diamétre de 16 mm.

Vanne

16mmI — >< —

- =

2m 5m

On mesure un débit de 10 L/min circulant a travers ce réseau. On mesure aussi a 1’aide de
manometres, la pression relative a I’entrée de la premiere longueur droite qui vaut 2,1 bar, et la
pression a la sortie de la seconde longueur droite qui vaut 1,2 bar.

1. Calculer la perte de charge subie par le fluide a travers ce réseau.

2. Sachant que les conduites utilisées sont en acier galvanisé de rugosité 0,16 mm, calculer les
pertes de charges de chacune des longueurs droites. En déduire la perte de charge de la vanne.
3. Calculer la longueur droite équivalente de la vanne.

4. Calculer le coefficient de perte de charge singuliere de la vanne.
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Chapitre 09
Similitude et modeles

9.1. Introduction :

Tout probléme de mécanique des fluides est régi par des équations qui sont dans
plusieurs cas difficiles a résoudre. Il devient donc impératif d’avoir recours a I’expérience, que
ce soit par I’utilisation de modéles numériques ou des modeles physiques. Il est possible alors
de faire converger les différentes approches, mais les essais sur maquettes sont plus intéressants
dans un premier temps, car ils permettent de trouver des solutions, d’acquérir des données ou
de vérifier des calculs. La technique des modeéles réduits est basée sur les regles de similitude,
donc sur I’analyse dimensionnelle. Ces reégles permettent d une part de concevoir et d’exploiter

le modeéle, mais aussi de transposer les résultats obtenus a la réalité.

9.1.1. Définitions :

9.1.1. a) Le prototype : Le prototype est le modele en grandeur réelle (Fig.9.1).

9.1.1. b) La maquette : La maquette est un modéle réduit (parfois plus grand) du prototype
(Fig.9.1). Elle est beaucoup moins colteuse que le prototype. Elle se préte a une étude plus

facile et & des modifications moins onéreuses.

F prototype
F maguette
) 4—4
maguette
Z‘}!fﬂlaf}'pt i : 'r‘maqux:[tc i
Prototype Maguette

Fi1G. 9.1 —Prototype et maquette.

e Lesessais sur une maquette :
Permettent :
— de verifier les calculs.
— de trouver des solutions que les théories actuelles sont incapables de fournir.
Pour tout systeme, les résultats des mesures expérimentales sur le modele ne sont transposables
au prototype que si les données définissant les problémes poseés satisfont a un certain nombre
de relations. Ce sont les conditions de similitude mécanique :

On distinguera les similitudes :
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e geométrique

e cinématique

e dynamique
9.2 Similitude géométrique :
Le rapport de toutes les dimensions du prototype et de la maquette doit étre constant : La
maquette doit étre a 1’échelle exacte du prototype et les différentes dimensions doivent étre

reliées par le méme facteur geométrique K.

Dprototype Lprototype
KG = 244 = 244 (91)
Dymodete Lyodele

K : est la constante de proportionnalité géométrique.

9.3 Similitude cinématique :
Lorsqu’on a ainsi caractérisé les parois solides, il faut caractériser le mouvement relatif du
fluide par rapport a ces parois.
e Lasimilitude cinématique est satisfaite si une modification dans le temps des vitesses
sur le prototype est accompagnée d’une modification correspondante sur la maquette.
e La similitude cinématique traduit seulement le fait que le facteur de proportionnalité
géométrique (d’échelle), Kg, est égal au produit des facteurs d’échelle de temps, K, et

de vitesse, Ky.

_ Lprototype _ V.tprototype _
® KG = ) - = Vi - = KV'Kt (92)
Modele -LModele
Avec :
t v
Kt — Prototype ’ et KV — Prototype
tModele VModele
(9.3)
Pour la grandeur accélération :
K¢
aM == Fap (94)
t

Les relations précédentes peuvent étre réarrangées davantage :

Vo _Lu/tu _Ks

= =—CS_K

Vu Lp/tp K Y

ap _ Ly/t’m _ Kg _

E ~ Lp/t?p K%, Ka (9.5)
L3p/tp K3

Qr _ L’p/tp K = K,

Qu Du/ty K
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9.4 Similitude dynamique (forces, inertie, pesanteur, pression, viscosité, ...) :
On parle de similitude dynamique lorsque les forces en deux points homologues du prototype
et de la maquette sont dans un rapport constant :

La masse volumique :

_ Km mpy

Pm = K_gpP; Ky = mp (9.6)
La pression :

K
Pu = K_IgPPF K = Z_IZ 9.7

La loi fondamentale de la dynamique (La deuxiéme Loi de Newton) s’applique, lorsqu’on
travaille sur le prototype ou sur la maquette :

Fp =my.ap

Fy =my.ay

Fum _ mmam _ pmLy Kg (9.8)

Fp mp.ap ppL:;'g K,IZ.,
K;\*

= K K2 (22) = KoKeK?

t

En remplacant Fm, mm et am, des équations précedentes, on obtient :

K
KF' FP = (KMmp) I:K_g] ap (99)
t
On divise ensuite par Fp le membre de gauche et par (mpxar) le membre de droite (ona F =
may):
K = Suke (9.10)
t
Ou:
_ KmKg
1= K2Kp (9.11)
Multiplions et divisons I’équation précédente par K> , on obtient :
_ Ku. K¢
 KZKpK?
L — (K (KG)Z K¢
\k2J\K,) \Kg
| — (eulor)Va/VE) Laa/15) 9.12)
Fm/Fp
Fp Fy

ppVEL - puVirLiy
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L’équation ci-dessus donne la condition pour avoir une similitude dynamique entre le modéle

et la maquette. Le paramétre adimensionnel

F soa A \ .-
s—doit étre le méme a des positions sur le
pPVpLp

prototype et sur la maquette géométriquement similaires.

Exemple : Rapport des pressions dynamiques :

puVii _

> = Cte
ppVp

9.2 Exercices Complémentaire :

Exercice 01 : Une plague rectangulaire mince de hauteur h et de largeur w est placée de facon
normale au courant d’un fluide en écoulement. Considérons la force de trainée, FT que le fluide
exerce sur la plaque est une fonction de h, w, la viscosité du fluide, p et p sa masse volumique
respectivement ainsi que la vitesse d’approche V du fluide, tel que : FT =f (h, w, u, p, V).
Déterminer les grandeurs adimensionnels appropriées (nl, n2, ....) qui permettent d’étudier ce

probleme expérimentalement.

Exercice 02 :
Un navire, de taille caractérisée par une longueur L, est en mouvement a la vitesse V. L'eau

dans laquelle le navire avance exerce une force de résistance (force de trainée), Frrainge, au

mouvement qui dépend, a part de L et V, de la masse volumique,p, de la viscosité dynamique

u et de la tension superficielle os de I'eau ainsi que de la pesanteur g, par la fonction suivante :
Frrainge = g(L' V,p,u o, g)

Déterminer les groupes (nombres) adimensionnels qui peuvent étre utilisés pour relier les

grandeurs du probléme par 1’application de la méthode de Vachy-Buckingham.
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Chapitre 10

Couches limites

10.1 Introduction - Equations de Prandtl :

On considere un écoulement rapide autour d’un obstacle de faible courbure, en régime
permanent, d’un fluide newtonien incompressible. Localement on a donc une configuration
quasi plane ou la paroi de 1’obstacle est d’définie comme le plan y = 0. On considére des

écoulements bidimensionnels.

V =u(x,y)e, + v(x, ye, (10.1)
Dans le domainex € [—L/2,L/2],y € R*,avec L une “échelle longitudinale caractéristique,
échelle des gradients de V dans la direction x, voire des écarts a la planéité de la paroi. Si v est
I’ordre de grandeur de u loin de la paroi, on suppose que :

Recstericur = o > 1 (10.2)
x =—L/2 représente la « région d’entrée » de 1’écoulement, X = +L/2 sa « région de sortie » ; ce
ne sont en aucun cas des parois fixes ou la vitesse devrait s’annuler.

En conséquence, en négligeant les effets de la turbulence, on peut utiliser le modele du fluide
parfait loin de la paroi, pour calculer I’écoulement dit « extérieur ». L’effet de la viscosité et de

I’adhérence a la paroi se manifestent dans une couche limite dans laquelle 1’échelle transverse,

échelle des gradients de v dans la direction y,

6 KL (10.3)
A partir de la condition d’incompressibilité :

ou Ov

Ty = 0 (10.4)

On doit donc avoir dans la couche limite
v~ %u Ku (10.5)

D’autre partonya:

9%u  8%u %v  0%v
Fye) 3G 6_)/2 et 2 < W (106)

La composante x de 1’équation de Navier-Stokes peut donc se simplifier pour donner la

premiére équation de Prandtl

Ju 1 op 0%u

3y pox Vo2 (10.7)

u
u—-+v
ox

De méme la composante y de I’équation de Navier-Stokes peut a priori se simplifier sous la

forme :
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ov _ 10P 0%v

uz—z+vay——;£ Vo (10.8)
Si on suppose que P varie comme u et v rapidement dans la couche limite, i.e. sur une échelle
9, en estimant I’ordre de grandeur de P a partir des “équations (10.7) et (10.8) en équilibrant les
termes de pression avec les termes visqueux on aboutit a une contradiction. On doit donc
admettre que P ne varie pas dans la couche limite, ce qu’exprime la deuxiéme équation de

Prandtl :
op

% = (10.9)
Les équations de Prandtl constituent une version d’générée des équations de Navier-Stokes,
puis qu’elles sont d’ordre 2 par rapport au mais seulement 1 par rapport a v. En conséquence il

faut ajouter aux conditions d’adhérence & la paroi,

usv=0eny=0 (10. 10)
Des conditions de raccord avec I’écoulement extérieur portant seulement sur U etP,
u(x,y) y
Uexterieur (X.Y) - 1quand§ = T, (10 ll)
__Pay 1quandZ - 4+ (10. 12)
Pexterieur (%) 5 ’

Comme u varie sur I’échelle d dans la couche limite mais par contre extérieur varie sur 1’échelle
L > d, y » 6 correspond encore a y petit pour I’écoulement extérieur. On exprime en

conséquence la premiere condition de raccord sous la forme plus simple :

u(x, +90) = Ugyrerieur (X, 0) (10.13)
Avec les mémes notations simplifiées, les conditions (10.9) et (10.13) conduisent a
P = P(x) = Pexteriéur(x,0) (10. 14)

10.2. Epaisseur de couche limite :

On distingue trois types d’épaisseur de couche limite, a savoir :
e Epaisseur conventionnelle de la couche limite, ¢
e Epaisseur de déplacement de la couche limite, 6*

e Epaisseur du moment de la couche limite, @

10.2.1. Epaisseur conventionnelle de couche limite, o :

L'épaisseur de la couche limite est definie comme la distance verticale entre la paroi solide et
le point ou la vitesse de I'écoulement atteint 99% (u=0.99 U ) de la vitesse de 1’écoulement
libre la figure (10.1).
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u=0

FiG. 10.1 —Epaisseur conventionnelle de la couche limite

10.2.2. Epaisseur de déplacement de la couche limite, 6*:

L’épaisseur de déplacement représente la distance verticale dans laquelle la paroi solide doit
étre déplacée vers le haut de sorte que le fluide réel ait le méme débit massique que le fluide
idéal. Considérons deux types d'écoulement de fluide sur une plaque plane horizontale fixe avec

une vitesse d’écoulement Uco, comme illustré a la figure (10.2).

U ! U U * U
e _._.__._.‘.;_;;—
///. S 77
| - [ [ 7
I | I L Z|
Plague plane Plaque plane
(a) ()

FiG. 10.2 —Ecoulement sur une plaque plane (a) pour un fluide parfait (b) pour un fluide réel.
En I'absence de viscosité dans le cas d'un fluide parfait la figure (10.2 (a)), un profil de vitesse
uniforme est développé au-dessus de la paroi solide. Cependant, dans le cas de fluide visqueux
(fluide réel) et pas de glissement sur la paroi, un gradient de vitesse est développé dans la région
de la couche limite, comme le montre la figure (10.2 (b)). Le déficit de vitesse a travers la bande
d’¢élément de section transversale b-b la figure (10.2) est (U« - u). Cependant, le déficit en débit
massique est obtenu comme suit :

(Uw — u)bdy (10. 15)
Avec, b est la largeur de la plaque. Le déficit en masse totale due a la présence de viscosité par

rapport au cas du fluide parfait.
[? p(Us, — wbdy (10. 16)
Cependant, si nous déplagons la plaque d'une distance * vers le haut dans la section a-a (Fig.

10.17) pour donner une réduction de masse de pUxbd*, le déficit de débits dans les deux cas

sera identique si,

[? p(Us, — w)bdy = pUbs* (10. 17)
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Et,

« _ (O u
5= (1- E) dy (10. 18)
Avec, o* est I'épaisseur de déplacement de la couche limite. L’¢épaisseur de déplacement

représente la distance verticale dans laquelle la paroi solide doit étre déplacée vers le haut de

sorte que le fluide parfait ait le méme débit massique que le fluide réel.

u=0
a} u= Um b/L
-1 I U / 1 d
o0 o0
(déficit en masse) Egales /1 u=o0
Om=pUd) SUSfRCES | d u = uly) e
RN L By 10, | pW-u)dy
P = Ugp-u 30 .
(déficit en masse)
Y a b

FiG. 10.3 —Epaisseur de déplacement de couche limite

10.2.3. Epaisseur de quantité de mouvement de la couche limite, 0 :
Une autre épaisseur de la couche limite, il s’agit de 1'épaisseur de quantité de mouvement, elle

serve a prédire la force de trainée sur la surface de l'objet la figure (10.4).

Ve Déficit en gt de mvt
44 3
= | up(Up-u)dy

e
AMLLMHDIMLIDMB DY NN

FiG. 10.4 —Epaisseur de déplacement de quantité de mouvement de couche limite

En référence a la figure (10.3), le déficit de vitesse a travers la bande d’élément de section b-b
contribue au déficit de flux de quantité de mouvement comme suit :

pu(U, —u)bdy (10. 19)
Ainsi, le déficit total de la quantité de mouvement

J? pu(Us, — wbdy (10. 20)
Cependant, si nous déplagons la plaque d’une distance @ vers le haut a la section a-a pour donner
un déficit de quantité de mouvement de pU?b0, le déficit de quantité de mouvement dans les

deux cas sera identique si,

[? p(Ue, — wbdy = pUZ b8 (10. 21)
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Et,
o= =(1-=)dy (10. 22)

Ici, @ est I'épaisseur de déplacement de la couche limite. L'épaisseur de quantité de mouvement
représente la distance verticale a laquelle la paroi solide doit étre déplacée vers le haut, de sorte
que le fluide parfait ait la méme quantité de mouvement que le fluide réel. Les trois différentes

épaisseurs de la couche limite sont représentées et comparées dans la figure (10.5) suivante.

Uoo L Uw Uoo
Uoo 0.99 Ueo Uso
TIPS il

i ' en débit en qT de Voo
T massique |§ 1 mouvement___ _ -
&Sy xS 1T O===mEEEE=== 4

0
(a) épaisseur de (b) épaisseur (c) épaisseur de qt.
déplacement, s* conventionnelle, de mvt., 0

FiG. 10.5 — Epaisseurs de couche limite

10.3 Equations de la couche limite :

Tout d’abord, on résume les principales hypothéses que nous nous sommes déja fixées sur
I’écoulement considéré.

- écoulement laminaire, permanent, bidimensionnel dans le plan (Oxy).

- fluide incompressible (p = Cte) L’écoulement est donc décrit par les équations de Navier-

Stokes ainsi que 1’équation de continuité, comme suit :

Suivant x,
du o dw, du odu_ 10p (az_u o%u 62_u)
w TtV T WL = o oxz T oy2 o2 (10. 23)
Suivanty,
v, W, S 10 (ﬂ v ﬂ)
dt+udx+vdy+wdz_ pay+y 6x2+6y2+azz (10.24)
Suivant z,
aw aw aw aw _ _19p (azw 9w azw)
w TtV TV e = T Y Ge Tt on (10. 25)
Sous forme vectorielle, elles peuvent étre réécrites sous la forme :
5 2V av
pg — Vp +uv =P (10. 26)
L’équation de continuité est :
dp dp dp dp _
2 T (W) + 20 (pv) + 22 (pw) = 0 (10. 27)
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Compte tenu des hypothéses fixées ci-dessus, pour 1I’écoulement dans la couche limite. Par

consequent, les équations de Navier-Stokes et celle de continuité de I'écoulement du fluide sont

réduites a :
du N du  10p N 0%u
Yax 7Y dy  pox Y dy?
du du
= + ay 0 (10. 28)

Le systetme d’équations 10. 28 s’appelle les équations de couche limite ou (équations de

Prandtl), elles sont valables seulement dans le domaine de couche limite.

10.4 Couche limite de Blasius au-dessus d’une plaque plane :

On considere une plaque plane placée dans un écoulement uniforme a I’infini :

Vexterieur = Ue, et Pexterieur = constante  (10. 29)

I.e. a gradient de pression motrice nul. Cette plaque posséde un bord d’attaque situ¢ en X =0 ;
I’échelle longitudinale pertinente est alors la distance x au bord d’attaque. La premiére équation

de Prandtl (10.7) s’écrit :
(10. 30)

Pour que 1’"équation ne d'génére pas complétement, ce qui serait dramatique, il faut que
I’échelle transverse :

§=68(x) = % (10. 30)

En utilisant une fonction courant y pour tenir compte de (10.31), i.e. en écrivant :
u=Letp=-22 (10. 31)
y x

Il est naturel de rechercher une solution “a variables s"éparées :

@ =Px)f(e) (10. 32)
Avec :
€= % La coordonnée transverse réduite. (10. 33)

La condition de raccord de la vitesse conduit a :
P(x) =US§ =vvUxet f'(+0) =1 (10. 34)

En conséquence :
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w=Uf' @ etv=1 Ll @ - £ (10. 39
L’équation de Prandtl (10.16) conduit aprés quelques calculs a I’équation de Blasius.

2f" (&) + fe)f"(e) =0 (10. 36)
Cette équation doit étre résolue munie des conditions d’adhérence

f(0)=7'(0)=0 (10.37)
et de la condition de raccord avec 1’écoulements extérieur (10.38)

fl(+o0) =1 (10. 38)

L’équation de Blasius, non linéaire, ne peut étre résolue que numeriquement.

10.5 Equation intégrale de Von-Karman :

L'un des principaux inconvénients de la solution de Blasius est sa limite a 1’écoulement
laminaire de couche limite sur une plague plane uniquement. En réalité, la plupart des
écoulements sont turbulents. Par conséquent, la demande de remplacer la solution de Blasius
par une autre permettant de prédire 1’écoulement turbulent de la couche limite a conduit a un
grand travail effectué par Von-Karman en 1921. Von-Karman a formulé une équation générale
a partir de la théorie de la conservation de quantité de mouvement qui permet de prédire les
écoulements de la couche limite de la région laminaire jusqu’aux régions turbulentes. Son
équation contribue a la prédiction de la trainée causée par des forces de cisaillement sur un
corps. Pour voir I’énoncé, considérons un écoulement uniforme sur une plaque plane et le

volume de contrdle fixe, comme illustré a la figure (10.6).

v

L." [ L'"W

Plaque plane

FIG. 10.6 —VVolume de contrdle pour la dérivation de I'équation intégrale de Von-Karman

Nous appliquons la composante horizontale de I'équation de quantité de mouvement.

Il donne :

YE =pJ u.ndA+p [, u/.ndA (10. 30)
Ou,

YE=p) Us(-Uy).dA+p [ u?dA (10. 40)
S F, = —pUZ bh+ pb [, u*dy (10. 41)
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Ensuite, nous démontrons la dérivation des équations d'épaisseur de couche limite, d'épaisseur
de déplacement de couche limite, d'épaisseur d'impulsion de couche limite, de coefficient de
frottement local et de coefficient de trainée en fonction de différentes distributions de vitesse
en utilisant I'équation intégrale de quantité de mouvement de Von-Karman;

i) Distribution linéaire de la vitesse

i) Distribution polyndme du second ordre de la vitesse

iii) Distribution polynéme du troisiéme ordre de la vitesse

iv) Distribution sin-cos de la vitesse

10.6 Exercices Complémentaire :

Exercice 01 :

1. Si la distribution des vitesses dans la couche limite laminaire sur une plaque plate est
supposée étre donnée par le polyndme de premier ordre u = a + by, ou a et b sont constants,
déterminer

a) Le rapport entre I'épaisseur de déplacement et I'épaisseur de la couche limite

b) Le rapport entre I'épaisseur du moment et I'épaisseur de la couche limite

Exercice 02 :

Montrer que, si la distribution de vitesse dans la couche limite laminaire sur une plagque plane
est supposée étre un polyndme de second ordre (u=a+by+cy?), la distribution de vitesse peut

étre exprimée comme suit.

Exercice 03 :

En supposant que le gradient de vitesse dans la couche limite laminaire sur une plaque plate se
présente sous la forme d'un polyndme de second ordre, calculez :

a) L'épaisseur du déplacement de la couche limite

b) I'épaisseur de la quantité de mouvement de la couche limite
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Exercice 04 :
Considérons un écoulement sur une plaque plane horizontale (1,25m x 2,5m) avec une vitesse

de 3,0 m/s. Calculer :
a. L ¢épaisseur de la couche limite au bord a la limite longitudinale de la plaque,
b. La contrainte de cisaillement au milieu de la plaque plane, c. La force de trainée résultante

sur les deux faces de la plaque plane. On donne : p=850 kg/m?, y=10-5 m?/s.
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