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الملخص
الباحثين من العديد حفّز الذي و بالحداثة تتميز التي المواضيع أبرز من موضوع حول المذكرة هذه في دراستنا تمحورت

إيجاد إلى يهدف التعديل وهذا القلب"، شبه يقة بطر "التعديل بـ: المعنون فيه، والخوض للبحث الطلبة حتى و ياضياتين الر
جزئية بمشتقات تفاضلية بمعادلات المنمذجة الطرح معتلة العكسية الإشكاليات في تقريبية حلول لحساب مستقرة طرق

التقارب. و الإستقرار ضمان أجل من الأنجع هي يقة الطر هاته العلوم، مجالات مختلف في تطبيقات لها والتي
بالمؤثرات مروراً الفضاءات من إنطلاقا الأساسية، والمبادئ المفاهيم ببعض بالتذكير قمنا يقة، الطر هذه أكثر ولفهم

عليها. الأمثلة وبعض والعكسية المباشرة الإشكاليات يف تعر إلى وصولا الخطية،

موضوعنا. لبُ إلى ً وصولا السابقة التعديلات بعض عن عامة نظرة إلى تطرقنا ثم



يناس. إ رحمة حميدة ملاك، يوسفي ايمان، ©بوعفار
القلب شبه يقة بطر التعديل ياضيات: ر ثانوي أستاذ تعليم شهادة
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   تعالى:  مصداقا لقوله

   " لئن شكرتم لأزᗫدنᜓم "

  07. الآᘌةسورة إبراهᘭم 

  تمام هذا العمل المتواضعى اعز وجل الذي وفقنا إلالله نحمد 

 الذي ᛿ان خير موجه لاستᜓمال "مᗫᖂاني محمد سᘭف الدين"ᗷداᘌة نتوجه ᗷالشكر الجᗫᖂل للأستاذ المشرف 
شكر فله منا جᗫᖂل ال معنويتعلᘭماته ونقده البناء ودعمه الأᝏادᘌمي والالᘘحث و᛿ان له دور عظᘭم من خلال 

  والتقدير. 

 رئᛳسا  "رمضان سميرة"المكونة من الأستاذة  ᛿ما نتقدم ᗷخالص الشكر والامتنان الى أعضاء لجنة المناقشة
  ه المذكرة. اتلتفضلهم مناقشة ه  "خشمان حسام الدين" ،"كناف أسماء"والأستاذين المناقشين 

 نوجه شكرنا الى ᛿ل طاقم المدرسة العلᘭا للأساتذة ᚽسكᘭكدة وᗖالأخص مدير المدرسة ورئᛳس قسم الᗫᖁاضᘭات
  الذين ساهموا في تكᗫᖔ نا طᘭلة الخمس سنوات.  "فراق عزوز" ذالأستا

لدائم التي لم تᘘخل علينا ᚽشيء وᘻشجᘭعها ا "ضᘭف الله لᗫᖔزة"نقدم شكر خاص الى أستاذة التعلᘭم الثانوي 
  لنا. 

  .شكرا جᗫᖂلا لᝣم᛿ل الحب والتقدير والعرفان لᝣل من علما حرفا طᘭلة مسيرتنا الدراسᘭة 

ولو  عملالᗷأسمى عᘘارات الشكر والتقدير عرفانا لᝣل من ساهموا من قᗫᖁب أو ᗷعᘭد في إثراء هذا نتقدم ᛿ما 
  ᗷᜓلمات الᙬشجيع. 

  

  

  

 



 

  عظم المراد فهان الطᗫᖁق ..... فجاءت لذة الوصول..... لتمحي مشقة السنين. 

فعل هذا لولا فضل الله لأالحمد لله الذي هᘭأ الᘘدء وᚱسر الطᗫᖁق وطᘭب المنتهى. ما كنت 
  وكرمه، فالحمد لله شكرا وامتنانا. 

  ᗷᜓل حب أهدي تخرجي وثمرة جهدي

الى من أحمل اسمه ᗷᜓل افتخار الى جداري المتين من علمني أن أرتقي سلم الحᘭاة ᗷحᜓمة وصبر 
  (حفظه الله).  "أبي"

الى من أخص الله الجنة تحت قدميها الى نبراس أᘌامي ووهج حᘭاتي الى الداعمة الأولى لي التي 
  أطال الله في عمرها). "أمي"(ظلت دعواتها تضم اسمي دائما غاليتي 

جعلني ( "شᘭماء وأسماء" تايالى جسر المحᘘة والعطاء مصدر قوتي وسنداي في الحᘭاة أخ
  واᘌاᜧن من الᘘارᗫات). 

  (دمت لي شᚏئا جمᘭلا لا ي تهي).  "هاجر"الروح وصدᘌقة الأᘌام ᗷحلوها ومرها  الى رفᘭقة

  الى ᛿ل الذين أمدونا ᗷالحب..... واستوطنوا القلب. 

  "   "هدᘌل، ملاك، ماᛒسة، ᗷلقᛳس، رᗫان، اميرة، ايناس، خولة، رمᛳساء

  

  بوعفـار ايمان



 

  ...المراد فهان الطᗫᖁق عظم

لتمحي مشقة الطᗫᖁق... ...الوصولفجاءت لذة   

.الحمد لله الذي ما تᘭقنت ᗷه خيرا وأملا إلا أغرقني سرورا  

إلى الإᙏسانة قدامها، وسهلت لي الشدائد ᗷدعائها، أإلى من جعل الله الجنة تحت 

.أمي الغالᘭة"" العظᘭمة التي لطالما تمنت أن تقر عينها لرؤᗫتي في يوم كهذا  

الله، إلى من علمني أن الدنᘭا صراع وسلاحها العلم  إلى مصدر قوتي وملاذي ᗷعد 

.أبي الغالي، طاب ᗷك العمر ᘌا سᘭد الرجال وطᘘت لي عمرا ᘌا والمعرفة  

."مروى وលسراء" أختاي خير معين ا إلى من شد الله بهم عضدي فᜓان  

.إلى جدي وجدتي الغالᘭان أطال الله عمرهما  

أميرة".  "سندس، إلى صدᘌقتي قلبي  

."إᘌمان، رحمة إيناس"إلى من كنت معهما ᘌدا بᘭد لتقدᘌم الأفضل   

.تعبي وفرحتي هذه إلى ᛿ل هؤلاء أهدي ثمرة  

 يوسفي ملاك



       
    .الله م سعيٌ إلا بفضلِ ولا تَ  خُتم جهدٌ فمَـــــــــــــــــــا 

  .  والختامِ  ا على البدءِ ا وامتنانً ا وشكرً لله حبً  الحــــــمدُ                                       

 
ّ
˙ȼƕ Ƶ̞Ȑͬͥȭ̞ʯǊͬ ͘ ":."ًوَقَضّى رَبكُّ ألاَ تعَْبدوُا إلاَ إيَاهُ وبِالوَالِدَيْنِ إِحْسَانا  

وان ᙏسي الجميع ملامحي ᛿انت تناجي الله في رفᘭقتي في الحزن والضحᜓات ، إلى حبᚏبتي وលن طال الزمان          
  ج̲ة قلب̖ي ǫٔمي....إلى حب فطري مخزون بين طᘭات ألف ومᘭم، طموحا دفعني نحو الامام ـيَّ ، زرعت فالصلوات

إلى من أحمل اسمه ᗷᜓل فخر واعتزاز، إلى ذلك الذي أطلب منه نجمتين فᘭعود حاملا السماء، معطفي أماني ᗷعد          
   ǫٔب̖ي الغالي.الᘘاردة...  لᘭالي العمر 

 
ّ
˙ȼƕ Ƶ̞Ȑͬͥȭ̞ʯǊͬ ͘ ": َلكَُمَا سُلْطانَا ونَجْعلَُ  قَالَ سَنشَُدّ عَضُدَكَ بِأخِيك ."  

  .ǫٔخي ǫٔن̿س... ملازم طفولتي، سكين الروح ،الذي أᙬᜧسبُ من اسمه نصᛳبإلى                  

 إلى                         
᠑
   ǫٔخ˗ي س̑ندس.، أمني ومأمني... استطعتسندك برمش العين ان شقᘭقة الروح ا

  صغ̿ري رس̑يم. للقلب والعقل... إلى روحا صغيرة أهدتني طوقا من الفᖁح ᗷعطفها، إلى الأقرب                      

  فأدمهم، ولا تحرمني منهم، واحفظهم وارزقهم الابتسامة الدائمة التي لا تغيب.فاللهم إني استودعك إياهم 

عافت، واᜧتَملوលن الروحُ إذِ 
َ
رممت، ت

َ
  .س̑ندي سليم ت إلىالتَقت ᗷِمن ᛒُشبّهها ت

  م̲ال.... حنᘭة قلبهاᗷإلى من جاورت جمال روحها، أصابتني عدوتها، 

  إ˭لاص وملاك. والسلام على من جاور القلب فأحسن الجيرة... لى أنᛳسات القلب، إ

  ف̀دة.رُ ... بنعᘭم ربي حتى نلتقيمت دُ  ،إلى روح᠏ غالᘭةٍ فارقتنا، ولايزال ذكرها في قلᗖᖔنا 

  شروق. سلوى، ǫٔنفال، ش̑يماء،ǫٔ˨لام، ǫٔم̀مة، إلهام، ... ، ورᗖطني بهم عطر المحᘘةإلى الصدᘌقات التي جمعتني بهم الأقدار 

."ملاك، ايمان"إلى من كنت معهما ᘌدا بᘭد لتقدᘌم الأفضل   

 

  حميدة رحمة إيناس
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مقدمة

المحفزات و الأهداف
المعتل الطابع يظهر عنها، الناتجة المعادلات مع والتعامل للواقع المنمذجة الإشكاليات معالجة عند
ية(التلطيف، التسو بطرق تسمى ياضياتية ر طرق إلى اللجوء إلى يلزمنا مما الحالات من كثير في الإشكاليات لهاته
بحساب لنا وتسمح المستقرة، غير الإشكاليات مع ٺتعامل مجملها في الطرق وهاته التعديل). التنظيم،
الواقعية للاشكالية المعطاة النماذج أكثر أن وبما الإشكاليات، من النوع لهذا مستقرة يقة بطر تقريبي حل

جزئية. بمشتقات تفاضلية معادلات شكل على تكون
وأنجع الإشكاليات، من النوع لهذا الخاصة التعديل طرق بعض ياضيات الر في الباحثون طور
على الأولى يقة الطر تعتمد الحافة. شبه يقة وطر القلب شبه يقة طر هما: الطرق هذه بين من يقتين طر
في التقارب يضمن كما محدود، المعادلة في المعمم المعكوس يجعل مما ما، تعديل بمعامل المؤثر ذبذبة
لتصبح الحدية الشروط ذبذبة على تعتمد الحافة شبه يقة طر بينما الصفر، الى المعامل فيها يؤول التي الحالة
أجل من النسخ من الـكثير وأنتجت يقتين، الطر على التطورات من الـكثير وطرأت موضعية غير شروط

للحلول. المستقر الحساب تحسين
Lions & Lattes الفرنسيين: العالمين قبل من المقترحة القلب شبه يقة بطر اهتممنا هذه مذكرتنا في

التالية: النهائية بالقيم المعادلة في T المؤثر فيها عدل والتي ، 1967م سنة
u′(t) + Tu(t) = 0, 0 < t < T ,u(T ) = д.

الشكل: على
Tα = T − αT 2.

وضع: حيث 1972م سنة H.Gajewski & K.Zaccharias قبل من تعديل طرح بعدها ليتم
Tα = T(I + αT)−1.

منها: ونذكر يقة الطر وتطوير التعديلات واستمرت
:(1975) I.V. Mlenikova •

Tα = T − αTT ∗.

ii



:(2001) A.V.Glushak •
Tα = T + (−1)m+1αTm,m ≥ 2.

:(2004) Y.Huang & Q.Zheng •
Tα = (T − αT P ), P > 1.

:(2006) N.Boussetila & F.Rebbani •
Tα =

1
Pt

ln(α + e−PtT ), P ≥ 1.

هباءا، يكن لم والمعتلة العكسية الإشكاليات ميدان في الباحثين قبل من أسيل الذي الحـبر هذا كل
وانجاز الموضوع، هذا دراسة لمحاولة لنا حافزا كان هذا كل بقوة، الطرق هاته تبنى الصناعي الواقع لأن
التعديل أساسيات فهم من المذكرة لهاته القارئ يمكن بسيط جزء ولو تقديم أجل من حوله تتمحور مذكرة

القلب. بشبه
المذكرة: محتوى

التالي: بالشكل والمعطاة فصول ثلاث من هاته مذكرتنا ٺتكون
تمهيدية" ومعارف "مبادئ ب᧳: والمعنون الأول: الفصل

فهم من تمكنه التي ياضياتية الر يف والتعار التمهيدية بالمفاهيم القارئ تذكير حاولنا الفصل هذا وفي
بالإضافة الخطية والمؤثرات الهلبرتية الفضاءات النظيمية، الفضاءات وهي: ألا القادمة، الفصول وبناء
إلى التفكيك وكذلك المتراصة، المؤثرات أطياف خواص بعض ذكر مع المعمم المعكوس مفهوم إلى

الـكسري. والحساب المنفردة القيم
والعكسية" الطرح معتلة "الإشكاليات ب᧳: والمعنون الثاني: الفصل

إعطاء مع المعتلة الإشكاليات ،Hadamard بمفهوم جيدا المطروحة الإشكاليات إلى فيه تطرقنا والذي
تضمن التي بيكارد ية نظر إلى بالإضافة والعكسية، المباشرة الإشكاليات مفهوم إلى تطرقنا ثم عنها أمثلة
شرح مع المعتلة الإشكاليات تعديل مفهوم بتقديم قمنا ثم المعتلة، للإشكاليات ووحدانيته الحل وجود

التعديل. ومؤثر التعديل طرق مفهوم
القلب" بشبه "التعديل بـ: والمعنون الثالث: الفصل

يقة الطر لهذه تطبيقي مثال إعطاء مع القلب، شبه يقة لطر النظري الجانب بشرح الفصل هذا في قمنا
ية. كسر بمشتقة تفاضلية بمعادلة منمذجة الحرارة إنتشار إشكالية حول المثال كان حيث

iii



1 باب

تمهيدية معارف و مبادىء

البحث موضوع تخص التى الأولية المفاهيم و المبرهنات التعاريف، أهم الى تطرقنا الفصل هذا في 
،[11] ،[10] ،[8]] التالية:  بالمراجع استعنا ذلك المذكرة.ولتوضيح هاته قارئ على الفهم لتسهيل

عليها. الاطلاع يمكنكم .[[31] ،[25] ،[24] ،[18] ،[15]

النظيمية الفضاءات 1 .1
(النظيم) 1 .1 .1 يف تعر

الخواص يحقق N : X 7−→ R+ تطبيق كل النظيم نسمي ،K بالحقل مزود شعاعي فضاء X ليكن
: التالية

∀x ∈ X; N (x) = 0 ⇐⇒ x = 0 (ᦷ
∀x ∈ X,∀λ ∈ K; N (λx) = |λ |N (x) (ᦸ

∀x ,y ∈ K; N (x +y) 6 N (x) +N (y) (ᦹ
‖x ‖X بالرمز له ونرمز x نظيم يسمى N(x) الموجب الحقيقي العدد x ∈ X كل أجل من

. نظيمي شعاعي فضاء تسمي (X, | |.| |) -الثنائية
1 .1 .1 مثال

 ᦷ
|.| : R −→ R+

x −→ |x |.

. نظيمي فضاء (R , |.|) أي R على نظيم تعرف
: التالية النظم نعرف Rn الشعاعي الفضاء في  ᦸ

ᦷ



: الاقليدي النظيم •
‖(x1, ...,xn)‖2 = (x21 + ... + x2n)

1
2 .

: الجمعي النظيم •
‖(x1, ...,xn)‖1 = |x1 | + ... + |xn |.

.xi ∈ R, i = 1,N حيث
. | |.| |p من خاصة حالات هي النظم هذه

‖(x1, ...,xn)‖p =
(

n∑
j=1

��xj ��p) 1
p

, 1 ≤ p < ∞.

: الأعظمي النظيم  ᦹ
‖(x1, ...,xn)‖∞ = max |x1 |, ..., |xn |.

نظيم. من بأكثر شعاعي فضاء أي تزويد يمكن أنه السابق المثال يوضح  1 .1 .1 ملاحظة
النظم: تكافؤ 

وجد إذا فقط و إذا متكافئين نظيمين أنهما نقول N2 و N1 بالنظبمبن مرفق شعاعي فضاء X ليكن
ويحقق: α 6 β مع: α , β ∈ R∗

∀x ∈ X : αN1(x) 6 N2(x) 6 βN1(x).

بناخ: فضاء

إذا وفقط إذا بناخ فضاء أنه X عن نقول ،K بالحقل مزود شعاعي فضاء X ليكن 2 .1 .1 يف تعر
. ᦷ تام نظيمي فضاء كان

الهيلبرتية الفضاءات 2 .1
السلمي) (الجداء 1 .2 .1 يف تعر

: التطبيق بأنه X على السلمي الجداء نعرف ،K بالحقل المزود شعاعي فضاء X ليكن
〈., .〉 : X ×X −→ K

(x ,y) −→ 〈x ,y〉.

التالية: الخواص يحقق الذي و
فيه متقاربة منه كوشية متتالية كل ᦷأي

ᦸ



لدينا ∀α ∈ K و ∀x ,y, z ∈ X

〈x ,x〉 = 0 ⇔ x = 0,∀x ∈ X; 〈x ,x〉 > 0 (ᦷ
〈x ,y〉 = 〈y,x〉 (ᦸ

〈x +y, z〉 = 〈x , z〉 + 〈y, z〉 (ᦹ
〈αx ,y〉 = α 〈x ,y〉 (ᦺ

هلبرتي) الشبه (الفضاء 2 .2 .1 يف تعر
بالثنائية له نرمز و هلبرتي، شبه فضاء أنه نقول السلمي، بالجداء مزود شعاعي فضاء X كان إذا

. (X, 〈., .〉)

هلبرت) (فضاء 3 .2 .1 يف تعر
.H بالرمز عادة له يرمز ، تام هلبرتي شبه فضاء كل هو هلبرت فضاء
| |.| | : X −→ R+ حيث هلبرتي شبه فضاء X ليكن 1 .2 .1 ية نظر

: التالية الخواص يحقق نظيم هو ‖ x ‖=
√
〈x ,x〉,∀x ∈ X نضع

شوارتز: كوشي متراجحة 

∀x ,y ∈ H ; | 〈x ,y〉H |6
√
〈x ,x〉H ×

√
〈y,y〉H =‖ x ‖ × ‖ y ‖ .

الحدين: ذات صيغة 

‖ x +y ‖2=‖ x ‖2 + ‖ y ‖2 +2Re(x ,y).

فإن: ∀x ,y ∈ H لدينا : الأضلاع متوازي متطابقة 

‖ x +y ‖2 + ‖ x −y ‖2= 2(‖ x ‖2 + ‖ y ‖2).

النظيمية. الفضاءات عن هلبرتية الشبه الفضاءات بتمييز المتطابقة هذه تسمح

 1 .2 .1 نتيجة
هلبرتي. شبه فضاء هو الأضلاع متوازي متطابقة نظيمه يحقق نظيمي فضاء كل
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(التعامد) 4 .2 .1 يف تعر
تحقق: اذا متعامدان أنهما y , 0 و x , 0 مع H هلبرتي الشبه الفضاء من y و x عن نقول •

.x⊥y ونكتب 〈x ,y〉 = 0

تحقق: إذا متعامدتان أنهما نقول H من B و A خاليتين الغير المجموعتبن لتكن •
∀x ∈ A,∀y ∈ B =⇒ x⊥y.

.A⊥B ونكتب
.A⊥ ب A المجموعة على العمودية العناصر لمجموعة نرمز

مغلق) محدب على الإسقاط ) 2 .2 .1 ية نظر
y ∈ A يوجد x ∈ H كل أجل من ، H )من خالية (غير جزئية مغلقة ᦸ محدبة مجموعة A لتكن

يحقق: وحيد
inf
a∈A

‖ x − a ‖=‖ x −y ‖ .

.A على x مسقط تسمى النقطة هذه ية، أصغر y و x بين المسافة يحقق ∃!y ∈ A أي
 2 .2 .1 نتيجة

حيث: y ∈ F ،x ∈ H ليكن •
‖ x −y ‖= inf

z∈F
‖ x − z ‖ .

.(z ∈ F الأشعة جميع على عمودية (بمعنى F في عمودية x −y منه و
فإن x −y⊥F و y ∈ F كان إذا أخرى جهة من •

‖ x −y ‖= inf
z∈F

‖ x − z ‖ .

.F في x مسقط هو y بمعنى
العمودي المسقط أنه y عن نقول و PF (x) بـ y لـ نرمز السابقة، الحالة في ترميز) (و 5 .2 .1 يف تعر

.F على x لـ
 3 .2 .1 نتيجة

بالإضافة ‖ PF (x) ‖6‖ x ‖ حيث خطي، تطبيق هو PF : H −→ F العمودي الإسقاط
.PF ◦ PF = PF ذلك إلى

∀x ,y ∈ S ,∀λ ∈ [0, 1]; λx + (1 − λ)y ∈ S كانت: إذا محدبة أنها S عن ᦸنقول
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الخطية المؤثرات 3 .1
إلى بالإضافة مؤثر معكوس وكذلك والمؤثرالمحدود المؤثرالخطي المؤثر، يف تعر باعطاء نقوم سوف الآن

يات. والنظر الخواص بعض
(المؤثر) 1 .3 .1 يف تعر

ᦹ بطبولوجيا. مزود فضاء نحو بطبولوجيا مزود فضاء من ينطلق تطبيق كل مؤثر نسمي
.D(T ) بالرمز T المؤثر يف تعر لمجموعة نرمز

الخطي) (المؤثر 2 .3 .1 يف تعر
خطي T : X 7−→ Y المؤثر أن نقول ،K الحقل نفس على معرفين شعاعيين فضائين Y و X ليكن

: تحقق إذا
∀x ,y ∈ X;∀α , β ∈ K : T(αx + βy) = αT(x) + βT(y).

1 .3 .1 ترميز
.L(X,Y) بالرمز Y إلى X من الخطية المؤثرات لمجموعة نرمز 

.L(X,X) = L(X) اختصارا : X = Y حالة في 
: ونكتب ،N(T ) بالرمز له ويرمز T المؤثر نواة تسمى T للمؤثر العادمة المجموعة 

N(T ) = {x ∈ D(T ); Tx = 0}.

: نكتب و ،R(T ) بالرمز T المؤثر صور لمجموعة نرمز 
R(T ) = {y ∈ Y; Tx = y}.

المستمر) (المؤثر 3 .3 .1 يف تعر
T : X 7−→ Y و K الحقل نفس على معرفين ف.ش.ن، (Y, ‖ . ‖Y) و (X, ‖ . ‖X) ليكن

مؤثر،
: حيث δ > 0 يوجد ε > 0 كل أجل من كان إذا X من a عند مستمر أنه T المؤثر عن نقول

‖ x − a ‖X< δ =⇒ ‖ Tx − Ta ‖Y< ε .

كل عند مستمر فهو X الفضاء من نقطة عند الأقل على مستمر خطي مؤثر كل  1 .3 .1 نتيجة
الفضاء. هذا من نقطة

المؤثر يف تعر في يؤثر لا عدمه من الوصول و البدء فضاء ᦹتطابق
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المحدود) (المؤثر 4 .3 .1 يف تعر
حيث خطي مؤثر T : D(T ) 7−→ Y ليكن و نظيميين شعاعيين فضائين Y و X ليكن

: يحقق C موجب حقيقي ثابت وجد إذا محدود أنه T المؤثر عن نقول D(T ) ⊂ X

∀x ∈ D(T ) :‖ Tx ‖Y6 C ‖ x ‖X .

.Y في محدودة مجموعة إلى X من محدودة مجموعة كل يحول الذي هو المحدود المؤثر آخر بمعنى
.L(X,Y) بالرمز الخطيةالمحدودة المؤثرات لمجموعة نرمز ᦭ .᦮ .᦬ ترميز

1 .3 .1 مثال
: نظيمه و محدود خال غير X نظيمي فضاء على Id : X 7−→ X المطابق المؤثر  ᦷ

‖ Id ‖= 1.

: نظيمه و محدود خال غير X نظيمي فضاء على O : X 7−→ Y الصفري المؤثر  ᦸ
‖ O ‖= 0.

: متكافئة التالية القضايا خطي مؤثر T ليكن 1 .3 .1 ية نظر
مستمر. T (

الصفر. عند مستمر T (
∀x ∈ X,∃C > 0 : ‖ Tx ‖Y6 C ‖ x ‖X (

1 .3 .1 البرهان
(1) =⇒ (2) : الأول الاستلزام 

.x = 0 أجل من ية للإستمرار تؤدي X من x كل أجل من ية الإستمرار لأن واضح
(2) =⇒ (3) : الثاني الإستلزام 

∀ε > 0,∃δ > 0,∀x ∈ X : ‖ x ‖X< δ =⇒‖ Tx ‖Y< ε ⇐⇒ الصفر عند مستمر T ليكن
: نجد (x , 0) و x ∈ X حيث y =

δ

2 ‖ x ‖x بوضع

‖ y ‖X=
δ

2
: ومنه

ᦼ



‖ y ‖X< δ

: أن نجد الإستمرار يف تعر ومن

‖ Ty ‖Y < ε

‖ Ty ‖Y=‖ T
δ

2 ‖ x ‖X
x ‖Y

=
δ

2 ‖ x ‖X
‖ Tx ‖Y< ε

: أن نستنتج
‖ Tx ‖Y<

2ε
δ

‖ x ‖X
يوجد منه و

C =
2ε
δ
.

(3) =⇒ (1) : الثالث الإستلزام 
: x ,y ∈ X كل أجل من ، محدود مؤثر T أن نفرض

‖ Tx − Ty ‖Y=‖ T (x −y) ‖Y
6 C ‖ x −y ‖X .

مستمر. فهو إذا ليبتشيزي T
مؤثر) (معكوس 5 .3 .1 يف تعر

.K الحقل نفس على معرفين ف.ش.ن Y و X حيث T ∈ L(X,Y) ليكن
من y كل أجل من y = Tx للمعادلة وحيد حل وجد إذا للعكس، قابل أنه T مؤثر عن نقول

.R(T )
أي:

∀y ∈ R(T ),∃!xy ∈ D(T ).

حيث:
N(T ) = 0.

ᦽ



ونكتب: ،T −1 بالرمز T لـ العكسي للمؤثر يرمز
T −1y = xy .

أيضاً. خطّيا يكون الخطي للمؤثرّ العكسي المؤثرّ  ᦭ .᦮ .᦬ نتيجة
(Banach-steinhaus) 2 .3 .1 ية نظر

: كان إذا المستمرة الخطية المؤثرات عائلة (Ti)i∈I : X −→ Y و بناخ فضاءي Y و X ليكن
∀x ∈ X : sup

i∈I
‖ Ti(x) ‖< ∞.

: فإن
sup
i∈I

‖ Ti ‖L(X,Y)< ∞.

: يحقق C ثابت يوجد أخرى جهة من
∀x ∈ X,∀i ∈ I : ‖ Tix ‖6 C ‖ x ‖ .

القرين) (المؤثر 6 .3 .1 يف تعر
بـ: H2 نحو H1 من المعرف T ∗ المؤثر T ∈ L(H1,H2) ليكن

∀x ∈ H1,∀y ∈ H2 : 〈Tx ,y〉H2 = 〈x ,T ∗y〉H1 .

.T المؤثر بقرين يسمى
: لدينا α ∈ K و T3 ∈ L(H2,H3) و T1,T2 ∈ L(H1,H2) ليكن 3 .3 .1 ية نظر

.(T1 + T2)∗ = T ∗
1 + T ∗

2 

.(αT1)∗ = ᾱT ∗
1 ,α ∈ C 

.
(
T ∗
1

)∗
= T1 

.(T3 ◦ T1)∗ = T ∗
1 ◦ T ∗

3 

: y ∈ H2 و x ∈ H1 ليكن -(ᦷ 2 .3 .1 البرهان
〈(T1 + T2)x ,y〉 = 〈T1x ,y〉 + 〈T2x ,y〉,

= 〈x ,T ∗
1 y + T ∗

2 y〉.
: يف التعر خلال من ومنه

(T1 + T2)∗y = T ∗
1 y + T ∗

2 y.

ᦾ



-(ᦸ
〈αT1x ,y〉 = α 〈x ,T ∗

1 y〉,
= 〈x , ᾱT ∗

1 y〉.

: وبالتالي
(αT1)∗y = ᾱT ∗

1 y.

-(ᦹ
〈T ∗

1 y,x〉 = 〈x ,T ∗
1 y〉,

= 〈y,T1x〉.
: T ∗

1 ل القرين يف تعر خلال من
(T ∗

1 )∗ = T1x .

: v ∈ H3 أجل من -(ᦺ
〈(T3 ◦ T1)x ,v〉 = 〈T1x ,T ∗

3 v〉,
= 〈x , (T ∗

1 ◦ T ∗
3 )v〉.

: وبالتالي
(T3 ◦ T1)∗v = (T ∗

1 ◦ T ∗
3 )v .

.T = T ∗ كان إذا القرين ذاتي يسمى T ∈ L(H) المؤثر 7 .3 .1 يف تعر
المفتوح) (المؤثر 8 .3 .1 يف تعر

يوجد إذن غامر، و مستمر خطي، مؤثر T : X 7−→ Y ليكن و بناخ فضاءي Y و X ليكن
: يحقق r > ثابت0

B(0, r )Y ⊂ T(B(0, 1)X).
و 0 المركز ذات المفتوحة الـكرة هي B(0, r )Y و X في المفتوحة الوحدة كرة هي B(0, 1)X كانت إذا
مفتوحة مجموعة إلى مفتوحة مجموعة يحول مؤثر كل أن بمعنى مفتوح، مؤثر T فإن Y في r القطر نصف

المفتوح. بالمؤثر يسمى
المغلق) (المؤثر 9 .3 .1 يف تعر

إذا مغلق مؤثر أنه T عن نقول ،T ∈ L(H) أي H الهلبرتي الفضاء من خطي مؤثر T ليكن
: التالية الشروط أحد تحققت

.H ⊗H في مغلق GrT بيانه كان إذا -(ᦷ 

: D(T ) من (fn)n>1 متتالية كل أجل من -(ᦸ 

∃f ∈ D(T ) : lim
n→+∞

fn = f : { lim
n→+∞

T fn = д =⇒ д = T f }.
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مغلق. مؤثر فهو محدود مؤثر كل 3 .3 .1 نتيجة
المتراص) (المؤثر 10 .3 .1 يف تعر

كان إذا متراص مؤثر أنه T عن نقول T : X 7−→ Y و نظيميين شعاعيين فضائين Y و X ليكن
.Y في ᦺنسبيا متراصة مجموعة إلى X من محدودة مجموعة كل يحول و مستمر

3 .3 .1 ترميز
.K(X,Y) بالرمز Y نحو X من المتراصة المؤثرات لمجموعة نرمز 

.K(X,X) = K(X) اختصارا لها نرمز X = Y حالة في 

: المتراص المؤثر خواص بعض
.K(X,Y) = L(X,Y) فإن: منتهيين بعدين ذو Y و X إذاكان (1

متراص. T ′ ◦ T فإن متراص T ′ أو T كان إذا T ′ ∈ L(X ,Y ) و T ∈ L(X ,Y ) ليكن (2

Moore Penrose لـ المعمم المعكوس 4 .1
محدود. خطي مؤثر T : X −→ Y ليكن 1 .4 .1 يف تعر

لـ الصغرى المربعات بحل يسمى x ∈ X (i
Tx = y. (ᦷ .ᦷ)

تحقق: إذا
‖ Tx −y ‖= in f {‖ Tz −y ‖ / z ∈ X}. (ᦸ .ᦷ)

و الصغرى للمربعات حل هو x كان إذا Tx = y لـ تقريبي حل أفضل x ∈ X عن نقول (ii
‖ x ‖= inf ‖ z ‖ \Tx = y لـ الصغرى المربعات حل zهو (ᦹ .ᦷ)

. الأدنى للنظيم الصغرى المربعات حل أنه على تقريبي حل أفضل يف تعر يتم
الذي T لـ المعمم Moore penrose بمعكوس ً وثيقا ً إرتباطا تقريبي حل أفضل فكرة ترتبط

.(ᦷ .ᦷ) لـ تقريبي حل أفضل إلى y يحول
X في متراصة ملاصقته كانت إذا نسبيا متراص A الجزء أن نقول متري فضاء (X,d) كان ᦺإذا
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X من المحدودة الخطية المؤثرات كل فضاء L(X,Y) و هلبرتيېن فضاءين Y و X 2 .4 .1 يف تعر
. Y نحو

الخطي الإمتداد بأنه T لـ T † المعمم Moore penrose معكوس نعرف ،T ∈ L(X,Y) ليكن
حيث: D(T †) على T̃ −1 لـ الوحيد

D(T †) := R(T ) u R(T )⊥.

مع
N(T †) = R(T )⊥,

وليكن
T̃ := T |N(T )⊥ : N(T )⊥ → R(T ).

لأن جيداً معرف
N(T̃ ) = {0} ∧ R(T̃ ) = R(T ).

موجود. T̃ −1 منه و
نكتب y ∈ D(T †) كل أجل من

y = y1 +y2/ y1 ∈ R(T ) ∧y2 ∈ R(T )⊥.
.T̃ −1y1 تصبح T †y وبالتالي

ومنه التوالي، على R(T ) و N(T ) لـ العمودية الإسقاطات Q و P لتكن 1 .4 .1 قضية
التالية: Moore penrose معادلات يحقق T † و R(T †) = N(T )⊥

TT †T = T . (ᦺ .ᦷ)

T †TT † = T †. (ᦻ .ᦷ)

T †T = I − P . (ᦼ .ᦷ)

TT † = Q/D(T †). (ᦽ .ᦷ)
: y ∈ D(T †) أجل من T † تعريف خلال من 1 .4 .1 البرهان
T †y = T̃ −1Qy = T †Qy (ᦾ .ᦷ)
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ومنه:
T †y ∈ R(T̃ −1) = N(T )⊥.

: x ∈ N(T )⊥ كل أجل من
T †Tx = T̃ −1T̃x = x

أن: يثبت هذا و
R(T †) = N(T )⊥.

: (7 .1) إثبات 

نجد (8 .1) من و y ∈ D(T †) ليكن

TT †y = TT †Qy = T T̃ −1Qy = T̃ T̃ −1Qy = Qy,

حيث:
T̃ −1Qy ∈ N(T )⊥,

بالتالي: و
TT † = Q\D(T †).

: (6 .1) إثبات 

: T † تعريف حسب لدينا
∀x ∈ X; T †Tx = T̃ −1T[Px + (I − P)x],

ومنه
T †Tx = T̃ −1TPx + T̃ −1T̃ (I −P)x = (I −P)x ,

T †T = I − P .

: (4 .1) إثبات 

TT †T = T(I − P) = T − TP = T .

.( (بديهي (8 .1) و (7 .1) ، (6 .1) من انطلاقاً : (5 .1) إثبات 

على خارجياً و داخلياً معكوسًا (5 .1) (1. 4)و يحقق الذي المؤثر على نطلق  1 .4 .1 ملاحظة
التوالي.
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: Moore penrose معكوس و الصغرى المربعات حل بين العلاقة الآن سنرى
بـ: يعطى وحيد تقريبي حل أفضل تملك Tx = y المعادلة فإن y ∈ D(T †) ليكن 1 .4 .1 ية نظر

x† := T †y.

.x† +N(T ) بـ الدنيا المربعات حلول مجموعة إلى يرمز حيث
لتكن 2 .4 .1 البرهان

S := { z ∈ X/ Tz = Qy}
متعامد إسقاط Q مع .S , ∅ منه و ،Qy ∈ R(T ) ،y ∈ D(T †) = R(T ) +R(T )⊥ حيث

:x ∈ X و z ∈ S كل أجل من لدينا متري، أيضا هو و
‖ Tz −y ‖=‖ Qy −y ‖6‖ Tx −y ‖,

.(1 .1) لـ الصغرى مربعات حلول هي S عناصر كل بالتالي و
فإن: (1 .1) لـ الصغرى المربعات حل z ليكن بالعكس، و

‖ Qy −y ‖6‖ Tz −y ‖= in f {‖ u −y ‖ / u ∈ R(T )} =‖ Qy −y ‖ .

أن أثبتنا بالتالي و Tz = Qy بمعنى ،R(T ) في y لـ عنصر أقرب هو Tz بالتالي و
S = {x ∈ X/ Tx = y لـ الصغرى المربعات حل هو z } , ∅.

حيث S = T −1({Qy}) المغلق الخطي الفضاء في الأصغري النظيم من عنصر z لتكن الآن
S = z +N(T ),

أن إثبات يكفي
z = T †y. (ᦿ .ᦷ)

z ∈ N(T )⊥ أي N(T ) على عمودي z حيث z +N(T ) في الأصغري النظيم من كعنصر
بمعنى:

z = (I − P)z = T †Tz = T †Qy = T †TT †y = T †y.

.(12 .1) بمعنى
إذا فقط و إذا (1 .1) لـ الصغرى المربعات حل هو x ∈ X و y ∈ D(T †) لتكن 2 .4 .1 ية نظر

القياسية المعادلة كانت
T ∗Tx = T ∗y. (ᦷᦶ .ᦷ)

محققة.
ᦷᦹ



3 .4 .1 البرهان
y لـ R(T ) في مغلق عنصر هو Tx كان إذا فقط و إذا (1 .1) لـ الصغرى المربعات حل هو x

أي
بمعنى Tx −y ∈ R(T )⊥ = N(T ∗)

T ∗(Tx −y) = 0.

التكافؤ. يثبت ما هو و
بمعنى الأصغري للنظيم (10 .1) لـ حل T †y أن ية النظر هذه من نستنتج أن يمكننا

T † = (T ∗T)†T ∗.

المؤثر طيف 1 .4 .1
دراسة تعرف حيث للمصفوفات، الذاتية القيم لمفهوم تعميم هو و محدود مؤثر طيف مفهوم الان

عديدة. تطبيقات لها التي و الطيفية، ية بالنظر خصائصها و الأطياف
مطابق مؤثرّ IdX و ، K الحقل على X بناخ فضاء على معرف محدود خطي مؤثر T 3 .4 .1 يف تعر
يملك لا محدود خطي مؤثر T − λIdX حيث λ ∈ K قيم جميع مجموعة هو T طيف .X على

معكوس.
حيث: σ (T ) بالرمز لها نرمز و

σ (T ) = {λ ∈ K : T − λIdXللقلب قابلة غير }.

طيفية. قيمة λ ∈ σ (T ) قيمة كل نسمي
حيث: T للمؤثر الحالة مجموعة تسمى و ρ(T ) بـ σ (T ) المجموعة لمتممة نرمز
ρ(T ) = {λ ∈ K : T − λIdXللقلب قابلة }.

الطيف أنواع
هذه في متباين ليس T − λIdX حيث λ ∈ σ (T ) قيم جميع من يتكون T لـ النقطي الطيف 

.T لـ ذاتية قيمة تسمى λ الحالة
و متباين T − λIdX حيث λ ∈ σ (T ) قيم جميع من يتكون T لـ المستمر الطيف 

.X في كثيفة Im(T − λIdX)

و متباين T − λIdX حيث λ ∈ σ (T ) قيم جميع من يتكون T لـ الراسبي الطيف 

.X في كثيفة غير Im(T − λIdX)

14



المتراصة المؤثرات طيف 2 .4 .1
منفرد نظام (σn,vn,un) كان إذا وفقط إذا K∗K متراص القرين ذاتي لمؤثر ذاتي نظام (σ 2

n ,vn)
K متراص خطي لمؤثر

K∗Kx =
∞∑
n=1

σ 2
n 〈x ,vn〉vn. (11 .1)

الشكل هذا من تكتب تصبح
K∗Kx =

∫
λdEλx .

نعرف ، x ∈ X و λ ∈ R حيث

Eλx :=
∞∑
n=1
σ 2
n<λ

〈x ,vn〉vn (+P). (12 .1)

.λ > 0 أجل من فقط (12 .1) في الظهور به يقصد و N(K∗K) على العمودي الإسقاط هو P حيث
على العمودي الإسقاط هو Eλ ،λ قيم لكل

Xλ := span{vn/ n ∈ N,σ 2
n < λ} (+N(K∗K), λ > 0).

تحقق: و R(K∗K) لـ مولدة vn و Eλ = 0 : λ ≤ 0 أجل من
Xλ = R(K∗K) +N(K∗K) = X.

يحقق: λ ≤ µ كل أجل من x ∈ X ليكن ، Eλ = I : λ > σ 2
1 أجل من

〈Eλx ,x〉 =
∞∑
n=1
σ 2
n<λ

| 〈x ,vn〉 |2 (+ ‖ Px ‖2),

6
∞∑
n=1
σ 2
n<µ

| 〈x ,vn〉 |2 (+ ‖ Px ‖2) = 〈Eµx ,x〉.

الطيفية. بالعائلة يسمى Eλ حيث ، الرتابة من نوع هو و
:x ,y ∈ X و مستمرة f لتكن 1 .4 .1 ∫ترميز +∞

−∞
f (λ)dEλx :=

∞∑
n=1

f (σ 2
n )〈x ,vn〉vn. (ᦷᦹ .ᦷ)

ᦷᦻ



∫ +∞

−∞
f (λ)d 〈Eλx ,y〉 :=

∞∑
n=1

f (σ 2
n )〈x ,vn〉〈y,un〉. (ᦷᦺ .ᦷ)

∫ +∞

−∞
f (λ)d ‖ Eλx ‖2:=

∞∑
n=1

f (σ 2
n ) | 〈x ,vn〉 |2 . (ᦷᦻ .ᦷ)

تصبح: (13 .1) f = Id أجل ∫من
λdEλx =

∞∑
n=1

σ 2
n 〈x ,vn〉vn,

(11 .1) خلال من ∫و
λdEλ = K∗K ,

بالشكل: كتابتها يمكن التي ∫و
Id(λ)dEλ = Id(K∗K),

مطابق. تطبيق :Id
منه و

f (K∗K) :=
∫

f (λ)dEλ :=
∞∑
n=1

f (σ 2
n )〈.,vn〉vn, (ᦷᦼ .ᦷ)

f (K∗K)K∗ = K∗ f (KK∗). (ᦷᦽ .ᦷ)
بـ: المعرفة Fλ الطيفة العائلة مستخدمين f (K∗K) لـ مشابه بشكل َّف تعر f (KK∗)

Fλy :=
∞∑
n=1
σ 2
n<λ

〈y,un〉un (+I −Q).

بـ معرفة f (K∗K) كانت إذا N(KK∗) = R(KK∗)⊥ على العمودي الإسقاط I − Q حيث
فإن: x ,y ∈ X كل أجل من (16 .1)

〈f (K∗K)x ,y〉 =
∫

f (λ)d 〈Eλx ,y〉,

و
‖ f (K∗K)x ‖2=

∫
f 2(λ)d ‖ Eλx ‖2 . (ᦷᦾ .ᦷ)

ᦷᦼ



الشروط حققت إذا طيفية عائلة تسمى X في العمودية للإسقاطات {Eλ}λ∈R العائلة 4 .4 .1 يف تعر
التالية:

.EλEµ = Emin{λ,µ} : λ, µ ∈ R أجل من 

.∀x ∈ X; E±∞x = lim
λ−→±∞

Eλx بحيث E+∞ = I و E−∞ = 0 

.x ∈ X كل أجل من Eλ−0x = lim
ε−→0+

Eλ−εx بحيث Eλ−0 = Eλ 

حيث: محدود خطي مؤثر T : X −→ Y ليكن 2 .4 .1 قضية
R(T ∗) = R((T ∗T) 12 ).

4 .4 .1 البرهان
الدالة لتكن (17 .1) و (18 .1) من

fp(λ) =
{
1
λ , λ > p.

0, λ < p.

نجد: p > 0 أجل ∫من ∞
p

1
λ2
d ‖ FλTx ‖2 =‖ fp(TT ∗)Tx ‖2,

= 〈T fp(T ∗T)x ,T fp(T ∗T)x〉,
= 〈fp(T ∗T)x ,T ∗T fp(T ∗T)x〉,
= 〈(T ∗T) 12 fp(T ∗T)x , (T ∗T) 12 fp(T ∗T)x〉,
=‖ (T ∗T) 12 fp(T ∗T)x ‖2=

∫ ∞
p

1
λ
d ‖ Eλx ‖2 .

نجد: يف التعر من و
x ∈ R(T ∗) ⇔ Tx ∈ R(T ∗) ∧ x ∈ N(T )⊥,

⇔ Tx ∈ D((TT ∗)†) ∧ x ∈ N(T )⊥,
⇔

∫ ∞
0

1
λ2
d ‖ FλTx ‖2< ∞∧ x ∈ N(T )⊥,

⇔
∫ ∞
0

1
λd ‖ Eλx ‖2< ∞∧ x ∈ N(T )⊥,

⇔ x ∈ D((T ∗T |N(T )⊥)
−1
2 ) ∧ x ∈ N(T )⊥,

⇔ x ∈ R((T ∗T) 12 ).

منفردة قيم إلى التفكيك 5 .1
و التكاملية المعادلات تحليل أجل من تطويرها تم ياضية ر أداة هي المنفردة القيمة 1 .5 .1 يف تعر

حلولها. وجود مناقشة
17



قيمة λ = σ (T ) الموجب الحقيقي العدد T للمؤثر منفردة قيمة نسمي : المؤثرات حالة في (1
.T ∗T المتراص الهرميتي للمؤثر ذاتية

و معدومة غير الذاتية للقيم بيعي التر الجدر T للمؤثر منفردة قيمة نسمي : المصفوفات حالة في (2
.(TT †) او T †T ل موجبة

متعامدتان عائلتان و ،(σj)j∈N متتالية توجد ،T : X 7−→ Y : ليكن 2 .5 .1 يف تعر
حيث: (fj)j∈N ∈ H و (ej)j∈N ∈ H

. lim
j→+∞

σj = 0 متناقصة، (σj)j∈N
.∀j ∈ N : Tej = σj fj ,T ∗ fj = σjej

النشر: يكون x ∈ H كل أجل من
x = x0 +

∞∑
j=1

〈x , ej〉.

x0 ∈ N(T ) حيث:
لدينا: y ∈ H و x ∈ H كل: اجل من

Tx =
∞∑
j=1

σj 〈x , ej〉 fj .

T ∗y =
∞∑
j=1

σj 〈y, fj〉ej .

ل هلبرتي أساس هي (fj)j∈N المتتالية و ،N(T⊥) ل هلبرتي أساس هي (ej)j∈N المتتالية
حيث: R(T )

.T ل المنفردة القيم تسمى σj الأعداد
المنفردة. الاشعة تسمى fj و ej الأشعة

الـكسري الحساب ᦱ .᦬
الهندسية و العلمية المسائل من كثير في الباحثون يلجأ يائية الفيز الظواهر فهم في للمساعدة أنه المعلوم من
تفاضلية معادلات شكل على مسائل صياغة إلى تؤدي ًما غالبا النماذج وهذه ياضيتية ر نماذج تصميم إلى
ياضيات كالر مختلفة علمية حقول في أساسية أدوات تعد التي صحيحة). (غير كسرية رتب ذات

الصلبة...ألخ. الميكانيكا و الهندسة البيولوجيا، ياء، الفيز و التطبيقية
ية. كسر برتب التفاضل و التكامل بمؤثرات يهتم الكلاسيكي للحساب تعميم هو الـكسري الحساب

ᦷᦾ



الـكسرية الرتب ذي التكامل ᦬ .ᦱ .᦬
ليوفيل يمان لر ية الـكسر الرتب ذي التكامل

بـ: تعطى f للدالة الأصلية الدالة مستمرة، دالة f : [a,b) −→ R لتكن
(I 1a f )(t) =

∫ t

a
f (τ )dτ .

ثانية مرة نكامل
(I 2a f )(t) =

∫ t

a

(∫ s

a
f (τ )dτ

)
ds , a 6 τ 6 s 6 t 6 b.

على: نتحصل ᦻ فوبيني مبرهنة باستخدام

(I 2a f )(t) =
∫ t

a
(t − τ )f (τ )dτ .

نستنتج:
(Ina f )(t) =

∫ t

a

(t − τ )n−1
(n − 1)! f (τ )dτ .

التالي: النحو على (α ≥ 0) الرتبة ذي ليوفيل يمان لر الـكسري التكامل يعرف ᦬ .ᦱ .᦬ يف تعر

Iαa f (t) =
1

Γ(α)

∫ t

a
(t − τ )α−1 f (τ )dτ , t > 0.

I 0a f (t) = f (t). (ᦷᦿ .ᦷ)
دالة هي Γ(α) =

∫ ∞
0

tα−1e−tdt أن حيث -ليوفيل، يمان لر الأيسر الـكسري بالتكامل ً أيضا ويسمى
غاما.

التالية: الخصائص يحقق ليوفيل يمان لر الـكسري التكامل
Iα I β f (t) = I βIα f (t) (ᦷ
Iα I β f (t) = Iα+β f (t) (ᦸ

Iαtγ =
Γ(γ + 1)

Γ(α +γ + 1)t
γ+α (ᦹ∫

X×Y f (x ,y)d(µ × ν )(x ,y) =
∫
X

(∫
Y f (x ,y)dν (y)

)
dµ(x) =

∫
Y

(∫
X f (x ,y)dµ(x)

)
dν (y). ᦻ

ᦷᦿ



بـ: يعرف f : [a,b) −→ R لدالة ليوفيل يمان- لر الأيمن الـكسري التكامل ᦬ .ᦱ .᦬ ملاحظة

Iαb f (t) =
1

Γ(α)

∫ b

t
(t − τ )α−1 f (τ )dτ , t > 0.

(1 .6 .1) الصيغة خلال من و ، β > −1 أجل من f (t) = (t − a)β الدالة لتكن ᦬ .ᦱ .᦬ مثال
نجد:

(Iαa )(t − a)β = 1
Γ(α)

∫ t

a
(t − τ )α−1(τ − a)βdτ ,

فنجد: τ = a + (t − a)s نضع التكامل لحساب

(Iαa )(t − a)β = (t − a)β+α
Γ(α)

∫ 1

0
(1 − s)α−1sβds;

=
(t − a)β+α

Γ(α) B(α , β + 1);

=
(t − a)β+α

Γ(α) × Γ(α)Γ(β + 1)
Γ(β + α + 1) ;

=
Γ(β + 1)

Γ(β + α + 1)(t − α)
β+α .

Caputo بمفهوم الـكسري المشتق ᦭ .ᦱ .᦬
كمايلي: α الرتبة من Caputo بمفهوم الـكسري المشتق يعرف ᦭ .ᦱ .᦬ يف تعر

Dα f (x) =


1
Γ(n − α)

∫ x

a

f n(t)
(x − t)α+1−ndt , n − 1 < α < n, n ∈ N.

dn

dxn
f (x), α = n ∈ N.

f (t) و д(t) الدالتين ولتكن α , λ ∈ C و n ∈ N أجل: من n − 1 < α < n لتكن ᦬ .ᦱ .᦬ توطئة
بمعنى: خطي، مؤثر هو Caputo بمفهوم الـكسري الإشتقاق موجودتان. Dα f (t) و Dαд(t) حيث

Dα (λ f (t) +д(t)) = λDα f (t) +Dαд(t).

Dα f (t) حيث f (t) و α ∈ R ،n ∈ N كل أجل من n − 1 < α < n لتكن ᦭ .ᦱ .᦬ توطئة
محققة: Caputo لمؤثر التالية الخاصية إذن موجودة.

lim
α−→n

Dα f (t) = f n(t),

lim
α−→n−1

Dα f (t) = f n−1(t) − f n−1(0).

ᦸᦶ



النهاية. إدخال ثم بالتجزئة، التكامل فقط نستخدم للبرهان
Dα f (t) بحيث f (t) و ، α , λ ∈ C و n ∈ N أجل من n − 1 < α < n لتكن ᦮ .ᦱ .᦬ توطئة

ومنه: موجودة،
DαDm f (t) = Dα+m f (t) , DmDα f (t).

(Riesz-Fischer) ᦬ .ᦱ .᦬ ية نظر
c1, c2, ..., cn, ... لتكن و ، R تام إقليدي فضاء في كيفية متجانسة و متعامدة جملة {φn} لتكن

السلسلة: تكون بحيث أعداداً
∞∑
k=1

c2k .

بحيث: f ∈ R عنصر يوجد عندئذ متقاربة،
ck = 〈f ,φk〉,

و:
∞∑
k=1

c2k = 〈f , f 〉 = ‖ f ‖2.
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2 باب

العكسية و المعتلة الإشكاليات

هدامارد بمفهوم جيدا المطروحة الإشكاليات 1 .2
مقبولة تكون لـكي ياضياتية الر للإشكاليات شروط ثلاث وضع Jacque Hadamard ياضيات الر عالم
إلى بالإضافة ووحدانيته الإشكالية حل وجود في: الشروط هذه تتمثل الواقعية. الظواهر يمثل كنموذج

خطي: مؤثر بمعادلة الإشكالية هذه عن سنعبر أكثر هذا نشرح أن أجل من الإشكالية. إستقرار
T : X 7−→ Y

x 7−→ y = Tx .

هلبرتيېن. فضائين Y و X حيث
الوجود:

معناه: لإشكالية حل وجود
∀y ∈ Y;∃x ∈ X : Tx = y.

غامر. مؤثر T آخر بمعنى
الوحدانية:

.x2 يطابق x1 فالبضرورة Tx2 = y و Tx1 = y حيث X الفضاء من x2 ،x1 وجد إذا

آخر: بمعنى
N(T ) = 0X .

متباين. T المؤثر أي
الإستقرار:

تغيير في يتسبب y السبب في طفيف تغيير أي النتائج، و الأسباب بين ما المستمر الإرتباط هو
22



ومستمر. موجود ومعكوسه مستمر T المؤثر بكون ياضيا ر هذا يفسر .x النتيجة في طفيف
.Hadamard بمفهوم جيدا مطروحة نسميها يجعلنا إشكالية أي في الثلاثة الشروط هذه اجتماع

المعتلة الإشكالية 2 .2
التي النماذج من الـكثير هنالك لأنه الواقعية و يائية الفيز الظواهر نمذجة مع تناقض Hadamard تخمين
التخلي في هذا تسبب جيداو المطروحة الإشكالية شروط أحد فيها يختل ما واقعية لإشكاليات طرحت
تلك تمثيل يمكنه جيدا مطروح نموذج أي يوجد لا أي مفروض واقعا صارت أن إلى دراستها عن
Hadamard بمفهوم معتلة سنسميها التي و النماذج هذه قبول ياضيات الر علماء على فتحتم الظاهرة

الإشكاليات. من النوع هذا دراسة من تمكنهم طرق أنشؤا و الواقعية للظواهر منمذجة كإشكاليات
الحل يكون أي Hadamard بمفهوم الثلاثة الشروط أحد فيها يختل إشكالية أي هي المعتلة الإشكاليات
الإعتلال من واحد بنوع سنهتم هذه مذكرتنا في مستقرة، غير الإشكالية أو وحيد غير أو موجود غير
بمشتقات تفاضلية بمعادلات المنمذجة الإشكاليات هي و خاصة حالة في الإستقرار عدم هو و ألا
هذا و للحل) تقريبي حل لحساب مستقرة يقة طر تنظيم(إيجاد أو تعديل بدراسة سنقوم لأننا جزئية،
تعتمد التي و القلب شبه يقة بطر لاحقا سمي و Lions & Lattes قبل من سنة1967 طرح التعديل
أجل من مستقرة المذبذبة المعادلة حيث ما معامل بدلالة حل على للحصول المعادلة ذبذبة على أساسا
يؤول عندما الأصلية الإشكالية حل المذبذبة المعادلة حل ذلك إلى بالإضافة الموجبة المعامل هذا قيم
ما المذكرة هذه قارىء نعرف أن علينا يتوجب القلب شبه يقة طر في التفصيل قبل الصفر، إلى المعامل
الحل وحدانية و وجود شروط هذا ويسبق التعديل معامل اختيار التعديل، مؤثر التعديل، طرق هي
في الدخول قبل لـكن متراص. مؤثر لمعادلة بالنسبة بيكارد ية بنظر تعطى التي و المعتلة للإشكاليات
محتواة عائلة أكبر لأن العكسية و المباشرة الإشكاليات عن التحدث علينا يتوجب النظري الشق هذا
عائلة أكبر هي العكسية الإشكالية بينما المباشرة الإشكالية هي جيدا المطروحة الإشكاليات عائلة في
كما معتلة مباشرة إشكاليات توجد أنه إلى نشير أن يجب تناقض في نقع لا لـكي المعتلة الإشكاليات من

التالية:  المراجع شملت أين دراستنا مصادر تنوعت جيدا. مطروحة عكسية إشكاليات توجد
أكثر. الاستفادة و عليها الاطلاع يمكنكم حيث [[23] ،[16] ،[10] ،[9]]

المعتلة: الإشكاليات عن أمثلة
شروط من أي إلى ونشير جيدا، مطروحة الغير الإشكاليات بعض نقدم سوف القسم هذا في

يتحقق: لم Hadamard
1 .2 .2 )مثال

1
2

)
x =

(
1
2.2

)
.
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أنها أي وحيد، غير ولـكنه حل لها الإشكالية أن معناه وهذا 2x = 2.2 و x = 1 أن يوضح المثال هذا
محقق. غير Hadamard ل الثاني الشرط لأن جيدا مطروحة غير

التالية: الإشكالية لتكن ديركلي) بشروط الزائد القطع (إشكالية 2 .2 .2 مثال
utt (t) + Tu(t) = 0, 0 < t < T ,
u(0) = ϕ,
u(T ) = ψ .

(ᦷ .ᦸ)

.T ≥ δ > 0 و T = T ∗ بحيث T : D(T ) : H → H و H في معطاتان ψدالتان ، ϕ حيث
المؤثر فإن ، T ل ذاتية قيم ليست λk = (kπ )2/T 2,k = 1, 2, ..., كانت إذا k > 0 أجل من

بـ: يعطى (1 .2) الإشكالية وحل متباين، (sin(T√T))

u(t) = sin((T − t)
√
T )(sin(T

√
T))−1ψ + sin(t

√
T)(sin(T

√
T))−1ϕ.

الإشكالية حل فإذن {
λk = (kπ )2/T 2,k = 1, 2, ...,

}
∩ σp(T ) , � كان إذا عكسيا

. Hadamard حسب جيدا مطروحة غير أنها أي وحيد، غير (1 .2)
الجهد) (إشكالية 3 .2 .2 مثال

جهدا. يولد الجسم هذا x ∈ R3 حيث ρ(x) بكثافة D ⊂ R3 جسم هناك أن نفرض

u(x) =
∫
D

ρ(x)
4π ‖ x −y ‖dy.

التالية الإشكالية نعتبر
العلم مع .D عن بعيدا x ∈ B

′
R = {x , |x | ≥ R} حيث u(x) الجهد الى بالنظر ρ(x) الكثافة إيجاد

u(x) = m
|x | الجهد نفس تولد R قطرها نصف كرة في منتظم بشكل موزعة كتلة mهي النقطية الكتلة أن

الإشكالية هذه إذن ، u(x) قياس يق طر عن وحيد بشكل ρ(x) تحديد الممكن من ليس فإنه لذا
محقق. غير Hadamard ل الثاني الشرط لأن معتلة

لابلاص) لمعادلة كوشي (إشكالية 4 .2 .2 مثال
التالية: الإشكالية لتكن


∆u(x ,y) = 0, (x ,y) ∈ R × (0,∞),
u(x , 0) = 0; x ∈ R,
∂u
∂y = ϕ(x), x ∈ R.

(ᦸ .ᦸ)

.ϕ(x) = 1
n sin(nx),n > 0 حيث

الدالة هو كوشي إشكالية حل
u(x ,y) = 1

n
sin(nx) sinh(ny).
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.x > 0 كل أجل من n → ∞ لما u(x ,y) → ∞ إذن n → ∞ يؤول لما ϕ → 0 أن نلاحظ

جيدا. مطروحة غير الإشكالية منه و الأولية المعطيات على مستمر بشكل يعتمد لا الإشكالية حل إذن

العكسية و المباشرة الإشكاليات 3 .2

العكسية و المباشرة الإشكالية :1 .2 شكل

ياضي ر نموذج أي النتائج، لإيجاد الأسباب من ينطلق ياضي ر نموذج كل هي المباشرة الإشكالية
عكسية. إشكالية يسمى الأسباب عن بحثا النتائج من ينطلق

العكسية و المباشرة الإشكالية مفهوم يوضح مخطط :2 .2 شكل

EDP في مباشرة إشكالية 1 .3 .2 مثال
(x , t) ∈ Ω × [0,∞[→ u(x , t) يحقق: الذي u الحل عن نبحث ، Ω ∈ Rn المجال ليكن

بحيث
ut + F (t ,x , ∂α1x1u, ..., ∂

αp
xpu) = f , x ∈ Ω,

{Bi}qi=1u = дi , x ∈ ∂Ω × [0,∞[,
u(x , 0) = u0(x), x ∈ Ω.
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EDP في عكسية إشكالية 2 .3 .2 مثال
حدودية)،أوجد: قياسات داخلية، (قياسات EDP في لإشكالية u للحل جزئية معرفة خلال من

f ,д1, ...,дq → المصـادر .تحديد
u0 → الأولية المعطيات تحديد .
F → المعاملات تحديᥣد .
Ω → الهندسي التحديᥤد .

(ᦹ .ᦸ)

إلى الأخيرة هذه تؤدي ما غالبا و العكسية الإشكاليات من مجموعة لنا تولد مباشرة إشكالية أي
أحد تحقق لا أنها أي جيداً المطروحة للإشكالية Hadmard يف بتعر تفي ياضياتيةلا ر إشكاليات

شروطه.
بيكارد ية نظر 1 .3 .2

Kx = y المعادلة ولتكن ،K المتراص الخطي للمؤثر منفرد نظام (σn,vn,un) لتكن 1 .3 .2 ية نظر
لدينا: y ∈ Y و x ∈ X مع

(ᦷ
y ∈ D(K†) ⇔

∞∑
n=1

|〈y,un〉|2
σ 2
n

< ∞. (ᦺ .ᦸ)

(ᦸ
y ∈ D(K†) : K†y =

∞∑
n=1

〈y,un〉
σn

vn. (ᦻ .ᦸ)

1 .3 .2 البرهان
الأول الاستلزام 

الشكل: من يكتب R(K) على Q لـ العمودي الإسقاط Qy ∈ R(K) ، y ∈ D(K†) ليكن
Q =

∞∑
n=1

〈.,un〉un.

مع: x ∈ X يوجد Qy ∈ R(K) ،R(K) لـ مولدة un
Kx = Qy,

إذن:
Kx =

∞∑
n=1

〈y,un〉un. (ᦼ .ᦸ)
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R(K∗) = N(K)⊥ لـ مولدة vn لـكون و ، x ∈ N(K)⊥ أن لنفرض أخرى جهة من
x =

∞∑
n=1

〈x ,vn〉vn.

ومنه
Kx =

∞∑
n=1

〈x ,vn〉Kvn,

=

∞∑
n=1

σn〈x ,vn〉un. (ᦽ .ᦸ)

نجد: n ∈ N كل أجل من (7 .2) و (6 .2) بين بالمطابقة
〈y,un〉 = σn〈x ,vn〉.

إذن:
〈x ,vn〉 =

〈y,un〉
σn

∈ l2.

العكسي الإستلزام
الدالي: التحليل من Riesz-Ficher ية نظر خلال من صحيح (4 .2) الشرط أن بافتراض

x :=
∞∑
n=1

〈y,un〉
σn

vn ∈ X,

لدينا: و
Kx =

∞∑
n=1

〈y,un〉
σn

Kvn,

∞∑
n=1

〈y,un〉un = Qy,

.y ∈ D(K†) إذن Qy ∈ R(K)
لـكون و x ∈ N(K) ،N(K)⊥ لـ مولدة vn :᦭ لـ بالنسبة

{z ∈ X/ Kz = Qy} = K†y +N(K),

المجموعة، هذه في الأدنى النظيم من عنصر x فإن N(K)⊥ إلى و المجموعة هذه إلى تنتمي x لأن نظرا
أي:

x = K†Qy = K†y,

محققة. (5 .2) إذن:
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لـ تقريبي حل أفضل أن نقول تقريبي، حل أفضل لوجود بيكارد بشرط (4 .2) الشرط يسمى
المنفردة القيم إلى بالنسبة كافية بسرعة ٺتناقص (〈y,un〉) المعاملات كانت إذا فقط موجود Kx = y

.σn

التالية: الحرارة معادلة نعتبر 3 .3 .2 مثال
∂u

∂t
(x , t) = ∂

2u

∂x2
(x ,y), x ∈ [0,π ], t ≥ 0, (ᦾ .ᦸ)

الحدية بالشروط
u(0, t) = u(π , t) = 0, (ᦿ .ᦸ)

هي: النهائية الحراة درجة أن بإفتراض و
f (x) := u(x , 1), x ∈ [0,π ], (ᦷᦶ .ᦸ)

الإبتدائية: الحرارة درجة حساب نريد و f (0) = f (π ) = 0 تعطى:
v0(x) := u(x , 0), x ∈ [0,π ]. (ᦷᦷ .ᦸ)

يمكن v0 ∈ [0,π ] حيث L2[0,π ] في ً كليا متعامد نظام تشكل ϕn(x) :=
√

2
π sin(nx) الدوال

إلى: توسيعها
v0(x) =

∞∑
n=0

cnϕn(x), x ∈ [0,π ],

مع
cn =

√
2
π

∫ π

0
v0(τ ) sin(nτ )dτ .

: (11 .2) و (9 .2) على بالإعتماد (8 .2) المباشرة الإشكالية لحل المتغيرات فصل يقة طر بإستعمال

u(x , t) :=
∞∑
n=1

an(t)ϕn(x), x ∈ [0,π ], t ≥ 0. (ᦷᦸ .ᦸ)
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نجد: (8 .2) في (12 .2) تعويض خلال من
∞∑
n=1

a
′
n(t)ϕn(x) =

∞∑
n=1

an(t)ϕ
′′
n (x),

(ϕ ′′
n = −n2ϕn) بحيث:

∞∑
n=1

a
′
n(t)ϕn(x) = −

∞∑
n=1

n2an(t)ϕn(x). (ᦷᦹ .ᦸ)

الإبتدائية: القيمة إشكالية تحل (13 .2) من
a
′
n(t) = −n2an(t), t ≥ 0.

an(0) = cn,
إذن:

∀n ∈ N : an(t) = cn exp(−n2t), t ≥ 0,

(10 .2) حسب ، u(x , t) = ∑∞
n=1 cn exp(−n2t)ϕn(x) منه و

f (x) =
∞∑
n=1

cn exp(−n2)ϕn(x),

=
2
π

∞∑
n=1

∫ π

o
v0(τ ) sin(nτ )dτ exp(−n2) sin(nx),

نضع
K(x ,τ ) :=

2
π

∞∑
n=1

exp(−n2) sin(nτ ) sin(nx),

∫إذن: π

o
K(x ,τ )v0(τ )dτ = f (x). (ᦷᦺ .ᦸ)

تم أنه أي الأول، النوع من التكاملية المعادلة حل يعادل العكسية الإشكالية حل فإن بالتالي و
بواسطة: (14 .2) في التكامل لمؤثر منفرد نظام )إعطاء

e−n
2
,

√
2
π
sin(nx),

√
2
π
sin(nx)

)
.

D(K†) = R(K) و N(K) = N(K∗) = 0 لدينا: و ،L2[0,π ] في تامة المنفردة الدوال فإن منه و
كان: إذا فقط إذا للحل(وحيد)، قابلة العكسية إشكاليتنا فإن بالتالي و L2[0,π ] في كثيفة

ᦸᦿ



∞∑
n=1

e2n
2 | fn |2< ∞, (ᦷᦻ .ᦸ)

محققةلما
fn :=

√
2
π

∫ π

o
f (τ ) sin(nτ )dτ ,

بـ: يعطى الحل الحالة هذه في و (f لـ (الكلاسيكية ᦷ فورييه معاملات هي و

v0(x) =
√

2
π

∞∑
n=1

en
2
fn sin(nx). (ᦷᦼ .ᦸ)

جيدا، مطروحة غير العكسية الإشكالية هذه أن (16 .2) و (15 .2) من نستنتج  ᦬ .᦮ .᦭ نتيجة
.{e−n2} من أسرع جدا كبيرة بسرعة ٺتناقص { fn} فورييه معاملات لما فقط موجود الحل أن حيث
مقداره خطأ يؤدي فمثلا {en2} المعامل بواسطة فورييه معامل في صغير خطأ تضخيم يتم بأنه ذلك نفسر
هذه الإبتدائية، الحرارة درجة قيمة في 103 حوالي يبلغ خطأ إلى للبيانات فورييه معاملات في 10−3

. الإستقرار و التقريب بين ية الضرور العلاقة تمثل الأخيرة

المعتلة الخطية الإشكاليات تعديل 4 .2
(التعديل) 1 .4 .2 يف تعر

المعتل النموذج تذبذب أخرى بعبارة مستقرة، غير لإشكالية التقريبي الحل تحسب مستقرة يقة طر هو
ذلك و المعتل، النموذج حل هو û و α −→ 0 لما uα −→ û مع uα حله مستقر نموذج على لنتحصل

التقريب. و الاستقرار بين الموازنة معناه
التعديل. طرق بعض شرح ونحاول التعديل، مؤثر الجزء هذا في سنطرح 

متراص مؤثر T و هلبرتيېن، فضاءين Y و X ليكن 1 .4 .2 ية نظر
T : X −→ Y.

التالي: التفكيك يقبلان Y , X و
X = N(T ) ⊕ (N(T ))⊥ = N(T ) ⊕ R(T ∗).

Y = R(T ) ⊕ (R(T ))⊥ = R(T ) ⊕ N(T ∗).
.f ∈ H كان ᦷإذا
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من {σn}n∈N ومتتالية Y من (un)n∈N و X من (vn)n∈N ومتجانسة متعامدة توجدأسس إذن
: بحيث σn ↘ 0 الموجبة الحقيقية الأعداد

span{ vn} = (N(T ))⊥.

span{ un} = R(T ).
الشكل: على يكتب T المؤثر و

Tx =
∞∑
n=1

σn〈x ,vn〉un. (ᦷᦽ .ᦸ)
المعادلة: ذلك، الى بالإضافة

Tx = y

إذا: إذاوفقط حل لها
y =

∞∑
n=1

〈y,un〉un.

مع
∞∑
n=1

1

σ 2
n

|〈y,un〉|2 ≤ ∞.

: الشكل على الحلول تكون الحالة هذه في

x = x0 +
∞∑
n=1

1
σn

〈y,un〉vn.

.x0 ∈ N(T ) : كل أجل من
بيكارد. ية نظر شروط يحقق T أي:

σ 2
n ونضع T ∗T المؤثر على نطبق المتراصة، القرين ذاتية المؤثرات طيف ية لنظر نتيجة هو البرهان

وكذلك: ،T ∗T ل الذاتية والوظائف القيم ية متساو vn و
un =

Tvn
‖ Tvn ‖ .

:x ∈ X كل أجل من أنه نلاحظ
〈T ∗Tx ,x〉 = 〈Tx ,Tx〉 ≥ 0.

يدعى {un,vn,σn}n∈N النظام سالبة. غير الذاتية والقيم موجب، محدد نصف معامل T ∗T وبالتالي
المنفردة. القيم بتفكيك (17 .2) في المعرف T للمؤثر المنفرد النظام
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من أنه حين في الأكثر، على واحد حل لها (1 .1) والمعادلة x0 = 0 فإن N(T ) = {0} كان إذا
معكوسه حيث T̃ المؤثر إنشاء هو فعله نود ما .y ∈ R(T ) تكون أن ما حل لوجود والكافي اللازم
وبهذا كفاية، قريبېن T̃ و T المؤثر يكون بجيث T̃z = y مستقر حل ايجاد لنا يسمح وبهذا محدود،
، T̃ := Tα لاقتراب كمقياس α معامل اخترنا ما إذا صغير. z و x للحلين ‖ x − z ‖ الفرق يكون

على: نتحصل ان ويجب
T −1
α Tx −→ x .

.x ∈ X أجل من α −→ 0 لما
من بد لا بانتظام، محدود يكون ان يمكن لا T −1

α المؤثر إذن ،dimy = ∞ يكون لما الإشكالية
T −1
α T المؤثر ايضا ،k −→ ∞ لما ‖ T −1

αk
‖−→ ∞ يكون بحيث αk −→ 0 و {αk} متتالية وجود

هو متراص مؤثر و محدود مؤثر جداء أنه (بما النظيم بمفهوم الحيادي العنصر نحو يتقارب أن يمكن لا
يعطي أن شأنه من أنسب شرط تطبيق نحاول أن يمكننا ذلك ومع محدود، ليس I و متراص)، مؤثر

مقبولة. استراتيجية
( التعديل (استراتيجية ᦭ .᦯ .᦭ يف تعر

: للمؤثر التعديل استراتيجة إن
T : X −→ Y.

: محدودة خطية مؤثرات عائلة هي
Rα : Y −→ X, α > 0 (ᦷᦾ .ᦸ)

: الى بالإضافة

lim
α→0+

RαTx = x , ∀x ∈ X. (ᦷᦿ .ᦸ)
المطابق. المؤثر الى نقطيا يتقارب RαT : حيث

: المعادلة حل x و المضبوطة المعطيات يمثل y أن سنفترض
Tx = y.

: نأخذ أدق بتعبير ( N(T ) , {0} كان إذا الممكنة الحلول أحد (أو
y ∈ D(T ))† := R(T ) ⊕ (R(T ))⊥ ( Y.

القياسية: للمعادلة أصغري بنظيم الحل x† نسمي
T ∗Tx = T ∗y.

تقريبيي. حل أفضل عليه يطلق ما هو و
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مستوى δ مع yδ هو معه سنتعامل الذي القياس أي للضجيج، يعرضه مما قياس هو y أن نفرض
ويحقق: الضجيج

‖ y −yδ ‖≤ δ .

حد سنبقي الشرح لتبسيط دقة، أكثر حلول سيعطينا ضجيج دون معطيات استعمال أن الواضح من
هنا. الضجيج من حتمي

حيث: α = α(δ ) الشكل من التعديل معامل سيختار α بالضجيج تلوثت y المعطيات أنه بما
.δ −→ 0 لما α(δ ) −→ 0

: المؤثر تعديل استراتيجية 3 .4 .2 يف تعر
T : X −→ Y.

‖ Tx −yδ ‖≤ δ : مع yδ و x كل أجل من كان إذا مقبولة تكون

‖ Rα (δ )yδ − x ‖−→ 0, α(δ ) −→ 0.
δ −→ 0

(ᦸᦶ .ᦸ)

التعديل طرق 1 .4 .2
ذلك و التعديل في المعروفة الطرق من يقة طر في تطبيقها الى سنمر التعديل مؤثرات تبسيط أجل من

التوضيح. و الاستوفاء أجل من
: تيخونوف تعديل

التكرارات)، على تعتمد لا (لأنها مباشرة يقة طر وهي تيخونوف يقة طر نجد التعديل طرق أشهر من
تقارب يضمن الذي التعديل معامل واختيار تحديد في الطرق من النوع هذا ية صعو تتمثل حيث

الدقيق. الحل نحو المعدل الحل
بـ: Tx = y المعادلة نستبدل ، T ∗T ل محتمل كمعدل αI +T ∗T للمؤثر ننظر يقة الطر هذه في

(αI + T ∗T)x = T ∗y. (21 .2)
أن نجد

Rα = (α I + T ∗T)−1T ∗.

تيخونوف". تعديل "عائلة Rα : Y → X حيث
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4 .4 .2 يف تعر
من xα لتيخونوف المعدل الحل معطى. ثابت α > 0 و متراص مؤثر T : X −→ Y ليكن

ب: المعرف للتابع الأصغري الحل هو X

Jα (x) =‖ Tx −y ‖2 +α ‖ x ‖2 .

تيخونوف. تعديل معامل هو α موجودا، يكون أن بشرط
: الاتجاهات من العديد في تيخونوف تعديل نطاق توسيع أمام الباب ية التغيير الصيغة هذه تفتح
كشروط العامة المحدبة الدوال لتوظيف هيلبرت، فضاءات من بدلا بناخ فضاءات لاستخدام
لتوسيع وأخيرا المعطيات لاختلال مصطلح يف تعر في الضجيج نوع عن معلومات لدمج ية، تسو

خطية. الغير الإشكاليات ليشمل النطاق
.T ل SVD و Tα والمؤثر يف التعر هذا بين العلاقة التالية ية النظر توضح

يوجد {σn,un,vn} منفرد بنظام مزود متراص مؤثر T : X −→ Y ليكن 2 .4 .2 ية نظر
بـ: المعرف القياسية للمعادلة الوحيد الحل وهو المعدل تيخونوف حل

xα = (α I + T ∗T)−1T ∗y =
∑∞

n=1
σn

σ 2
n+α

〈y,un〉vn.

: يحقق α I + T ∗T المؤثر 1 .4 .2 البرهان
〈(α I + T ∗T)x ,x〉 = 〈Tx ,Tx〉 + α 〈x ,x〉 ≥ α ‖ x ‖2 .

ويحقق: موجود المعكوس فإن Riesz ية نظر من
‖ (α I + T ∗T)−1 ‖≤ 1

α
.

المنفرد النظام شكل على (21 .2) المعادلة الأن نكتب ووحيد، جيدا معرف xα أن يوضح هذا
: على نحصل T ∞∑ل

m=1(α + σ 2
m)〈x ,vm〉vm + P0x =

∑∞
m=1 σm〈y,um〉vm.

الجداء أخذنا إذا . T ل العادم الفضاء على العمودي الإسقاط P0 : X −→ N(T ) حيث
: على نحصل 〈P0x ,vn〉 = 〈x , P0vn〉 أن بما vn مع سبق لما السلمي

(α + σ 2
m)〈x ,vm〉 = σm〈y,um〉.
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: إذن x = xα +w نضع x ∈ X كل أجل من xα أجل من

Jα (xα +w) = 〈Txα −y + Tw ,Txα −y + Tw〉 + α 〈xα +w ,xα +w〉
= Jα (xα ) + 2〈w , (α I + T ∗T)xα − T ∗y〉 + α ‖ w ‖2 + ‖ Tw ‖2 .
= Jα (xα ) + α ‖ w ‖2 + ‖ Tw ‖2 .

الحل هو xα أن توضح . w = 0 كان إذا يان متساو وهما Jα (xα +w) ≥ Jα (xα ) على نحصل
المطلوب. وهو Jα (xα ) ل الأصغري

الى نظرنا إذا صغيرا. α إختيار يجب ،x من قريبا xα المعدل الحل على للحفاظ موازنة: هناك
الحد من المنفردة القيم نسبة Tهو الشرطي العدد مربعة، T المصفوفة فيها تكون التي الحالة
.σα = (α + σ 2

1 )/(α + σ 2
n ) هو Tα ل الشرطي العدد سيكون وبالتالي ، الأقصي الى الأدنى

كل أجل من . α = 0 كان إذا n −→ +∞ لما ∞ الى يؤول الشرطي العدد أن الواضح من
: إذن 0 ≤ α ≤ σ 2

n يكون بحيث الـكفاية فيه بما صغير α نأخد ، معطى n
σα ≥ σ 2

1/2α .

الخطأ فإن وبالتالي , α −→ 0 تكون عندما محدود غير شرطي عدد له سيكون Tα أن يوضح هذا
في المتوقع الضجيج مستوى زاد كلما α −→ 0 زادت كلما سيزداد العادية المعادلة حل في
ذلك يعتمد أن نتوقع أن ويجب ، α التعديل معامل قيمة إيجاد علينا يجب لذلك المعطيات.

المعطيات. في ضجيج مستوى على بشدة
،‖ y −yδ ‖≤ δ حيث ،yδ الشكل على ذلك من بدلا تقاس الحقيقية المعطيات أن نفترض

.Tx = y ل حقيقي تقريبي حل أفضل هو x† = T †y حين في

لدينا:

‖ xδα − x ‖ =‖ xδα − xα + xα − x ‖,
≤‖ xδα − xα ‖ + ‖ xα − x ‖,
≤ E1 + E2.

(22 .2)

حيث:
E1 =‖ (αI + T ∗T)−1T ∗yδ − (α I + T ∗T)−1T ∗y ‖,
=‖ (αI + T ∗T)−1T ∗(yδ −y) ‖,
≤‖ (α I + T ∗T)−1T ∗ ‖‖ yδ −y ‖ .

(23 .2)
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لدينا: أخرى جهة من
(σn −

√
α)2 = σ 2

n + α − 2σn
√
α ≥ 0,

ومنه:
σ 2
n + α ≥ 2σn

√
α ,

يكافئ: وهذا
1

σ 2
n + α

≤ 1

2σn
√
α
,

أي:
σn

σ 2
n + α

≤ 1

2
√
α
,

إذن:
‖ (αI + T ∗T)−1T ∗ ‖≤ 1

2
√
α
.

الشكل: من (23 .2) العبارة فتصبح
E1 ≤

1

2
√
α
δ . (24 .2)

على: نحصل x = T †y بوضع
xα − x = (α I + T ∗T)−1T ∗y − T †y,

=
∑∞

n=1( σn
α+σ 2

n
− 1

σn
)〈y,un〉vn,

=
∑∞

n=1(
σ 2
n−α−σ 2

n
σn(α+σ 2

n)
)〈y,un〉vn.

نجد: الطرفين تربيع و النظيم بادخال
‖ xα − x ‖2 ≤ ∑∞

n=1( α
σn(α+σ 2

n)
)2 |〈y,un〉|2,

≤ ∑∞
n=1( α

(α+σ 2
n)
)2 |〈y,un〉|

2

σ 2
n

,

≤ ∑∞
n=1( α

(α+σ 2
n)
)2 ∑∞

n=1
|〈y,un〉|2
σ 2
n

.

لدينا: يكون بيكارد شرط حسب
∃E > 0,

∞∑
n=1

|〈y,un〉|2
σ 2
n

< E.

ومنه:
E2 ≤

√
α

2
E. (25 .2)
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الشكل: من (22 .2) العبارة تصبح (25 .2) و (24 .2) من
‖ xδα − x ‖ ≤ 1

2
√
α
δ +

√
α
2 E. (26 .2)

الإستقرار بين ما التقدير جزئي أن الإعتبار بعين نأخذ أن علينا يجب المعامل اختيار أجل من STOP

التالي: بالشكل المعطيين التقارب و

أحسن مع الإستقرار من كمية أكبر تضمن التي هي α قيمة تكون بحيث مكان في يتقاطعان
تقريب.

لما α(δ ) = δ
E −→ 0 ليكن لاحقا، سنشرحه الذي التعديل لمعامل مسبق إختيار الآن نقدم

يصبح: الدقيق والحل بالضجيج المعدل الحل بين التقدير وبالتالي δ −→ 0

‖xδα − x ‖ ≤ δ
1
2E

1
2

: Landweber تكرار
التالية: بالعبارة المعطاة التكرارات لتكن ، ية التكرار التعديل يقة طر على كمثال

x̃k+1 = x̃k − T ∗(T x̃k −yδ ).

البدء. فضاء من كيفي x0 مع
للخطأ: التكرار بحل نقوم الكلي الخطأ لتقييم .‖ T ‖≤ 1 بحيث صحيحة المعادلة أن نفترض
x̃k − x† = (I − T ∗T)(x̃k−1 − x†) + T ∗(yδ −y),

= (I − T ∗T)k(x0 − x†) +∑k−1
j=0 (I − T ∗T)jT ∗(yδ −y).
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k2 −→ ∞ لما الصفر إلى يؤول التقريب خطأ يمثل الذي (I −T ∗T)k(x0 −x†) الأول الحد
القيم تفكيك يق طر عن المنتشر الضجيج يتضمن الذي الثاني الحد تقدير يمكن أدناه. سنثبت كما

المنفردة.
‖ (I − T ∗T)jT ∗(yδ −y) ‖2 = ∑∞

n=1 σ
2
n (1 − σ 2

n )2j 〈yδ −y,vn〉2,
≤ 1

2j+1 ‖ yδ −y ‖2 .

العبارة: استخدام تم حيث
λ(1 − λ)l ≤ 1

l + 1
;∀λ ∈ [0, 1], l ∈ N.

ومنه:
‖ ∑k−1

j=0 (I − T ∗T)jT ∗(yδ −y) ‖ ≤ ∑k−1
j=0

1√
2j+1

‖ yδ −y ‖,
≤ (

√
2k + 1) ‖ yδ −y ‖ .

(27 .2)

الضجيج ينفجر أن المحتمل من أنه حين في الصفر إلى يؤول التقريب خطأ أن نلاحظ 
هو التوقف شرط و التعديل معامل دور يلعب التكرار مؤشر .إن k −→ ∞ يؤول عندما المنتشر
دمج يتم المضطربة، المعطيات حالة في المستمرة. التعديل طرق في المعامل إختيار لقاعدة المقابل
توقف بشرط التكرار إنهاء المرء على يجب و للتعديل يقة كطر التوقف شرط مع التكرار إجراء
مؤشر هو k∗ حيث k∗ بعد يقافه إ يجب التكرار أن يعني هذا .δ ضجيج مستوى يتضمن مناسب

التوقف.

التعديل معامل 5 .2
المجاورة الإشكاليات من عائلة قبل من معتلة لإشكالية تقريب هو التعديل عام، بشكل 1 .5 .2 يف تعر
معامل اختيار وقاعدة ( التعديل (معامل التعديل مؤثر على الجزء هذا في سنتعرف جيدا، المطروحة

. التعديل
حالة في y المحدد الأيمن للجانب بالنسبة (1 .1) لـ x† = T †y تقريبي حل أفضل تقريب نريد 

يحقق: yδ تقريب يوجد و معرفة، ليست y الدقيقة المعطيات كانت إذا ما
‖y −yδ ‖≤ δ . (28 .2)

بحيث:
. الضجيج مستوى هي δ المضطربة، المعطيات هي yδ

التعديل معامل يمثل k 2
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1 .5 .2 ملاحظة
راجع وهذا ، T †y لـ جيدا تقريبا T †yδ لايعد جيدا، المطروحة غير الإشكاليات حالة في 

. ( عام بشكل كذلك يكون لن (والذي موجودا كان لو حتى T † محدودية لعدم
المضطربة المعطيات على مستمر بشكل يعتمد الذي x† لـ xδα مثل التقريبات بعض عن نبحث نحن 

من الصفر إلى الضجيج مستوى تقلل و ناحية، من مستقرة يقة بطر حسابها يمكن بحيث yδ

أخرى. ناحية
حول المعلومات ببعض مرتبطة تكون أن يجب التعديل معاملات إختيار قواعد أن سنرى 

. معا كليهما أو δ الضجيج مستوى ،yδ المضطربة المعطيات
لـ المتعددة الحلول حالة في فيه النظر نريد الذي الحل مفهوم على أيضا التعديل يقة طر تعتمد 
الصغرى) (المربعات الأدنى الحد تقريب إلى يشير سنقوله ما و الآن حتى قلناه ما ،كل (1 .1)

.x† = T †y للحل
: التالي يف التعر إلى تقودنا الاعتبارات هذه كل

كل: أجل ،من Y و X هلبرت فضائي بين محدود خطي مؤثر T : X → Y ليكن 2 .5 .2 يف تعر
α0 ∈]0;+∞],

و
α ∈]0;α0[,

ليكن
Rα : Y → X

.T † لـ تعديل مؤثر أو تعديل تسمى 'Rα ' والعائلة ،( خطي بالضرورة (ليس مستمر مؤثر
: تحقق التي و α المعامل اختيار قاعدة توجد فإنه y ∈ D(T †) كل أجل من كان إذا
lim
δ→0

sup{‖Rα(δ ,yδ )yδ − T †y‖,yδ ∈ Y, ‖y −yδ ‖≤ δ } = 0. (ᦸᦿ .ᦸ)

α : R+ ×Y →]0;α0[. (ᦹᦶ .ᦸ)
: تحقق

lim
δ→0

sup{α(δ ,yδ ),yδ ∈ Y, ‖y −yδ ‖≤ δ } = 0. (ᦹᦷ .ᦸ)
.y ∈ D(T †) أجل من

و (29 .2) كانت إذا وفقط إذا (1 .1) للحل (متقاربة) التعديل يقة طر تسمى (Rα ,α) الثنائية
محققتين. (31 .2)
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كان إذا أنه بمعنى متقاربة، تكون التي المعامل إختيار قاعدة و تعديل مؤثر من التعديل يقة طر ٺتكون
إلى الضجيج مستوى يؤول لما فيها ٺتقارب المعدلة الحلول فإن القاعدة هذه وفق مختار التعديل معامل

الصفر.
 2 .5 .2 ملاحظة

اضطرابات الايمن، الجانب إضطرابات جانب إلى كذلك ليشمل يف التعر توسيع كذلك يمكننا 
Tη التقريبات بعض هناك T جانب إلى نفرض الحالة هذه في النمذجة) أخطاء (أي المؤثر

بـ: المعرفة
‖T − Tη‖≤ η,

يقة لطر الشرط يكون الحالة هذه في yδ و δ ، η ، Tη على هنا المعامل إختيار قاعدة تعتمد
لما: (30 .2) الشرط تحقق هو التعديلي التقارب

δ ,η → 0.

كذلك كان وإذا الخطية، المؤثرات عائلة يكون أن {Rα } التعديل مؤثر على نشترط لم أنه نلاحظ 
الخطي. التعديل بمؤثر {Rα } العائلة على و الخطي، التعديل يقة بطر المقابلة يقة الطر على نطلق فإننا
الخطية، الإشكاليات لحل خطية الغير التعديل طرق في التفكير أيضا المنطقي من ذلك، ومع

الخطية. للمسائل التعديل طرق دراسة إخترنا بسيط يف تعر على الحفاظ أجل من لـكن
المعامل: إختيار قواعد من نوعين نميز

على لاتعتمد α كانت إذا ،(2 .5 .2) للتعريف وفقا α المعامل إختيار قاعدة لتكن 3 .5 .2 يف تعر
، α = α(δ ) للمعامل المسبق الاختيار بقاعدة α نسمي فإننا فقط δ الضجيج مستوى على بل ، yδ

. α = α(δ ,yδ ) نكتب و للمعامل اللاحق إختيار قاعدة α نسمي ذلك خلاف
على تعتمد ولا فقط الضجيج مستوى على تعتمد للمعامل المسبق الإختيار قاعدة فإن بالتالي و
القيمة مثل الفعلي الحساب أثناء عليها الحصول تم التي النتائج على تعتمد لا أنها أي المضطربة، المعطيات

: يكون أين Txδα −yδ
xδα = Rαy

δ .

. المعدل الحل هو
المسبق الإختيار قاعدة إسم عليها أطلق ومنها الفعلي الحساب قبل القاعدة هذه مثل وضع يمكننا كما

للمعامل.
 3 .5 .2 ملاحظة

الضجيج مستوى على ليس و فقط yδ على تعتمد التي المعامل إختيار قواعد في التفكير أيضا يمكننا
.δ

المتقاربة التعديل يقة طر من جزءاً تكون أن يمكن لا القواعد هذه أن [ᦸ] Bakushinskii وضح
. معتلة إشكالية أجل من (2 .5 .2) التعريف بمعنى
ᦺᦶ



مع T † لـ {Rα } تعديل وجود لنفرض محدود، خطي مؤثر T : X → Y ليكن 1 .5 .2 ية نظر
التعديل يقة طر كانت إذا ،(δ على يعتمد فقط(ولا yδ على يعتمد الذي α المعامل إختيار قاعدة

. محدود T † فإن y ∈ D(T †) أجل من ٺتقارب (Rα ,α)
نجد: (29 .2) من فإنه α(yδ ) الضجيج)أي (مستوى δ عن مستقلة α كانت إذا 1 .5 .2 البرهان

lim
δ→0

sup{‖Rα(yδ )yδ − T †y‖,yδ ∈ Y, ‖y −yδ ‖≤ δ } = 0. (ᦹᦸ .ᦸ)
{yn} متتالية أي أجل من (46 .2) سبق ومما y ∈ D(T †) ،Rα(yδ )yδ = T †y لما خصوصا

نجد: y ∈ D(T †) نحو ٺتقارب D(T †) من
T †yn = Rα(yn)yn → T †y.

محدود. فهو D(T †) في مستمر T † إذن
الأخطاء من الخالية المعامل إختيار لإستراتيجية يمكن لا فإنه محدود غير T † كان إذا  1 .5 .2 نتيجة

متقاربة. تعديل يقة طر إلى تؤدي أن
ولنقدم متقاربة، تعديل طرق إلى تؤدي التي المعامل إختيار قواعد أهم إلى الآن سنتطرق 

الأسئلة: بعض
؟ التعديل مؤثر إنشاء يمكن كيف ?

؟ التعديل طرق تقارب إلى تؤدي التي المعامل إختيار قواعد بناء يمكن كيف ?

؟ 'مثالية' يقة بطر الخطوات هذه تنفيذ يتم كيف ?

: الأول السؤال عن التالية الأولية الإجابة إعطاء يمكن ، T الخطية للمؤثرات بالنسبة
إذا T † لـ تعديل هي {Rα } العائلة فإن مستمر مؤثر Rα و α > 0 كل أجل من ليكن 1 .5 .2 قضية

كان:
Rα → T † (ᦹᦹ .ᦸ)

α للمعامل مسبق إختيار قاعدة توجد فإنه y ∈ D(T †) أجل من ، α → 0 لما D(T †) على نقطيا
للحل. متقاربة تعديل يقة طر (Rα ,α) تكون بحيث

: أن ونفرض y ∈ D(T †) ليكن 2 .5 .2 البرهان
σ : R+ → R+
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تحقق: رتيبة دالة
lim
ϵ→0

σ (ϵ) = 0.

إذن:
∀ϵ > 0 : ‖Rσ (ϵ)y − T †y‖≤ ϵ

2
.

معناه: مستمر Rσ (ϵ) حيث
∀ϵ > 0,∃ρ(ϵ) : ‖z −y‖≤ ρ(ϵ) ⇒ ‖Rσ (ϵ)z − Rσ (ϵ)y‖≤

ϵ

2
.

الدالة: ولتكن
ρ : R+ → R+

تحقق: و مستمرة تماما، رتيبة
lim
ϵ→0

ρ(ϵ) = 0.

تحقق: و مستمرة تماما، رتيبة ρ مجال نفس على المعرفة ρ−1 العكسية الدالة فإن ومنه
lim
δ→0

ρ−1(δ ) = 0.

الدالة ولتكن ، R+ كل على ρ−1 بتمديد
α : R+ → R+

δ → σ (ρ−1(δ ))

تحقق: و رتيبة
lim
δ→0

α(δ ) = 0.

ذلك: إلى بالإضافة
∀ϵ > 0,∃δ > 0,δ = ρ(ϵ) : ‖yδ −y‖≤ δ ⇒ ‖Rα(δ )yδ − T †y‖

≤ ‖Rα(δ )yδ − Rα(δ )y‖+‖Rα(δ )y − T †y‖
≤ ϵ

2 +
ϵ
2 = ϵ .

أن نجد (31 .2) ، (29 .2) تحقق و (Rα ,α) التعديل يقة طر من وعليه ،α(δ ) = σ (ϵ) حيث
للمعامل. المسبق الإختيار قاعدة تعرف α
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 4 .5 .2 ملاحظة
.T لـ المعمم للمعكوس نقطي تقريب بأنها أيضا التعديل عمليات يف تعر يمكننا 

(33 .2) في التقارب فإن مغلق غير R(T ) وكان ᦹ بإنتظام محدودة و خطية {Rα } كانت إذا 
محدود. يكون أن يمكن T † و المؤثر نظيم في يكون أن لايمكن

نجد: Banach-steinhaus ية نظر حسب فإنه
‖Rα ‖→ +∞, α → 0. (ᦹᦺ .ᦸ)

Y من y يوجد أنه يعني بإنتظام المحدودية مبدأ وحسب مغلق، غير R(T ) كان إذا وذلك
يحقق:

‖Rαy‖→ +∞, α → 0.

نعرف 
xα = Rαy. (ᦹᦻ .ᦸ)

.D(T †) الـكثيفة المجموعة على T †y نحو يتقارب الذي
نجد: Y من y كل أجل ومن (35 .2) بـ معرف xα خطي، تعديل {Rα } ليكن 2 .5 .2 قضية

∀y ∈ D(T †) : {xα } → T †y, α → 0, (ᦹᦼ .ᦸ)
كان إذا و

sup{‖TRα ‖,α > 0} < ∞, (ᦹᦽ .ᦸ)
فإن

‖xα ‖→ ∞, α → 0,y < D(T †).d (ᦹᦾ .ᦸ)
من لذلك D(T †) على T † نحو نقطيا ٺتقارب Rα أن السابقة الملاحظة حسب لدينا 3 .5 .2 البرهان

.D(T †) الـكثيفة المجموعة على نقطيا Q نحو ٺتقارب TRα أن نجد (7 .1) خلال
تكون حيث الصفر نحو ٺتقارب {αn} متتالية توجد أنه نفرض بإنتظام، محدودة ‖ TRα ‖ ولدينا
ية إستمرار حسب x ∈ T نحو بضعف نقطيا ٺتقارب {xαn } جزئية متتالية وتملك محدودة {‖ xαn ‖}

نجد: T
Txαn −→ Tx ,

يحقق: M حقيقي عدد وجد إذا بإنتظام محدودة أنها نقول ، F = { fi : X −→ K, i ∈ I } بـ المعرفة F المجموعة لتكن ᦹ

∀x ∈ X,∀i ∈ I : | fi (x)| ≤ M .

ᦺᦹ



أخرى: جهة من
Txαn = TRαny −→ Qy,

.y ∈ D(T †) وبالتالي Tx = Qy إذن
الشكل من αn حيث {xαn } محدودة متتالية توجد لا فإنه y < D(T †) كانت إذا (أما

محققة. (38 .2) وبالتالي (αn(δn,y)
تحقق α المسبق الإختيار قاعدة توجد فإنه محققة (33 .2) كانت إذا أنه رأينا (1 .5 .2) القضية في

يلي: كما للمعامل المسبق الإختيار يقة طر وصف يمكننا أنه أي ، (Rα ,α) متقاربة تعديل يقة طر
α : R+ → R+ و D(T †) من y كل أجل من خطي، تعديل مؤثر {Rα } ليكن 3 .5 .2 قضية

: كانت إذا وفقط إذا متقاربة تعديل يقة طر (Rα ,α) فإن للمعامل. المسبق الإختيار قاعدة
lim
δ→0

α(δ ) = 0. (ᦹᦿ .ᦸ)
و

lim
δ→0

δ ‖Rα(δ )‖= 0. (ᦺᦶ .ᦸ)
محققتين.

4 .5 .2 البرهان
: الأول الإستلزام 

و yδ ∈ Y كل أجل من لدينا (35 .2) الترميز من و محققتين، (40 .2) و (39 .2) أن نفرض
: نجد (28 .2)

‖Rα(δ )yδ − T †y‖≤ ‖xα(δ ) − T †y‖+‖xα(δ ) − Rα(δ )y
δ ‖,

≤ ‖xα(δ ) − T †y‖+‖Rα(δ )‖δ ,
محققة. (45 .2) نجد (40 .2) و (39 .2) ، (36 .2) من

: العكسي الإستلزام 
يف. التعر من محققة (39 .2) إذن للمعامل، المسبق الإختيار قاعدة α أن نفرض

تحقق: δn → 0 متتالية توجد إذن محققة، غير (40 .2) أن لنفرض و
‖δnRα(δn)‖> C > 0.

حيث: ‖zn‖= 1 مع Y في {zn} متتالية توجد وبالتالي
‖δnRα(δn)zn‖>

C

2
.

ᦺᦺ



نجد: yn := y + δnzn بوضع و ، y ∈ D(T †) كل أجل من
Rα(δn)yn − T †y = (Rα(δn)y − T †y) + δnRα(δn)zn.

فلا. الثاني الحد أما 0 الـ نحو يتقارب الأول الحد لأن ،0 الـ نحو ٺتقارب لا
 5 .5 .2 ملاحظة

بـ: (40 .2) إستبدلنا إذا
lim
δ→0

supδ ‖Rα(δ )‖< +∞. (ᦺᦷ .ᦸ)
مع yk ∈ Y و {δk} → 0 متتالية كل أجل من أي ، ᦺ بضعف متقاربة (Rα ,α) فإن

.T †y نحو بضعف متقاربة {Rα(δk )yk} أن نجد ‖y −yk ‖≤ δk
فإنه محققة غير الأخيرة هذه كانت إذا أنه أي بضعف للتقارب بالنسبة مهمة (41 .2) العكس:

ᦻ الضعيفة. الطبولوجيا في ٺتباعد {Rα(δk )yk} حيث yk أجل من {δk} متتالية توجد

المصفاة ودوال التعديل طرق تقارب تحليل 6 .2
والتي التعديل طرق دراسة أجل من [23] المرجع في مقترحة أخرى يقة طر سنقدم الجزء هذا في

المصفاة. ودوال التلطيف مؤثرات على تعتمد
متراص. T أن نفرض التبسيط أجل من ،Y و X هلبرت فضاءي بين خطي مؤثر T ليكن
ومتجانسين متعامدين un و vn مع {vn,un,σn}n كامل منفرد أساس لديه T : X −→ Y حيث:

التمثيل: لديه T † المعمم المعكوس .T ∗un = σnvn و Tvn = σnun يكون بحيث
T †д =

∑
n

σ−1
n 〈д,un〉vn. (42 .2)

الآن لنقم كاملا. Y على معرف غير T † وبالتالي الصفر. نحو تؤول T للمؤثر σn المنفردة القيم
النظر علينا إذن T †д = 0 حيث д ∈ N(T †) كان إذا .Y كل على المعرف T † إلى T † بتمديد
خلال من T † بتمديد نقوم يعني هذا (42 .2) التمثيل نستخدم حيث д ∈ R(T )\R(T ) إلى فقط
T †д بالطبع لـكن д ∈ Y كل على لـكن و д ∈ D(T †) على فقط ليس (42 .2) السلسلة تطبيق

الآن. بعد X عناصر من عنصرا بالضرورة يعد لم
نضع: v > 0 أجل من التالية: يقة بالطر ،Xv للفضاءات الهلبرتي السلم نقدم T † رتبة لإيجاد

Xv = { f ∈ N(T )⊥ : f ∈ D((T ∗T)−v2 )} = R((T ∗T)v2 ).
.∀v ∈ H ; lim

n−→+∞
〈xn ,v〉 = 〈l ,v〉 معناه l نحو بضعف متقاربة xn ᦺ

فيها. المحتواة التطبيقات كل ية إستمرار تضمن التي و مفتوحات الأقل الطبولوجيا هي ᦻ

45



.X لـ السلمي بالجداء الإحتفاظ مع X−v لـ الثنوي الفضاء هو Xv ليكن v < 0 أجل من
النظيم: نعرف الفضاء هذا في

‖ f ‖2v=
∑
n

σ−2v
n |〈f ,vn〉|2.

من بدلا ‖ f ‖ نستعمل v = 0 أجل من .Xv ⊂ X ∩N(T )⊥ لدينا v > 0 أجل من أنه نلاحظ
f = fv + f̃ الـكيفية للقيمة بالنسبة f ∈ N(T )⊥ على فقط ينطبق التساوي أن العلم مع ‖ f ‖0
هو و f̃ ∈ N(T ) أجل من ‖ f̃ ‖v= 0 أو ‖ f ‖v=‖ fv ‖v لدينا f̃ ∈ N(T ) و fv ∈ Xv مع
تحديدا نحصل نظيم نصف فقط هو ‖ . ‖v الـ X̃v = Xv ⊕ N(T ) للفضاءات بالنسبة أنه يعني ما

على:
‖ f ‖−1=‖ T f ‖, ∀f ∈ N(T )⊥.

.µ > 0 أجل من Xv+µ ⊂ Xv لدينا أنه الواضح من
النظيم: مع Yv للفضاءات الهلبرتي السلم أيضا نعرف مماثلة يقة بطر
‖ д ‖2v=

∑
n

σ−2v
n |〈д,un〉|2.

التالية: النتائج على ذلك بعد نحصل
.‖ T ‖= 1 ويحقق T : Xv ⊕ N(T ) 7−→ Yv+1 المؤثر 1 .6 .2 ية نظر

T ∗un = σnvn مع f ∈ Xv ⊕ N(T ) على نحصل النظيم يف تعر بإستخدام 1 .6 .2 البرهان
‖ T f ‖2v+1=

∑
n

σ−2(v+1)
n |〈T f ,un〉|2

=
∑
n

σ−2(v+1)
n |〈f ,T ∗un〉|2

=
∑
n

σ−2(v+1)
n |σn〈f ,vn〉|2

=
∑
n

σ−2v
n |〈f ,vn〉|2

≤‖ f ‖2v .

.‖ T ‖= 1 أن: ٺثبت مساواة لدينا تكون f ∈ Xv أجل من
لدينا v > 0 أجل من . ‖ T † ‖= 1 حيث T † : Yv ⊕ N(T ∗) → Xv−1 2 .6 .2 ية نظر

.T † = T †

ᦺᦼ



〈T †д,vn〉 = σ−1
n 〈д,un〉. д ∈ Yv ⊕ N(T ∗) 2 .6 .2 البرهان

‖ T †д ‖2v−1 =
∑
σ 2(1−v)
n |〈T †д,vn〉|2,

=
∑
σ 2(1−v)
n |σ−1

n 〈д,un〉|2,
=

∑
σ−2v
n |〈д,un〉|2,

=‖ PR(T )д ‖2v ,
≤‖ д ‖2v .

(ᦺᦹ .ᦸ)

نجد д ⊥ N(T ∗) أجل من .R(T ) على الاسقاط الى يشير PR(T ) حيث
. ‖ T †д ‖v−1=‖ д ‖v

ممايلي. كل في Rα من بدلا Ty بـ له سنرمز T † لـ التعديل مؤثر

المعمم المعكوس إنتظام 1 .6 .2
بالحالة .نبدأ v = 1 و v = 0 مع (3 .6 .2) ية النظر تطبيق خلال من التعديل طرق ندرس يلي فيما

.X−1 نحو Y من معرف T † المؤثر حيث v = 0

حيث: المستمرة الخطية المؤثرات عائلة هي Mγ : X−1 → X أن نفترض 3 .6 .2 ية نظر
‖ Mγ f ‖≤ c(γ ) ‖ f ‖−1= c(γ ) ‖ T f ‖,∀f ∈ N(T )⊥ (i)

lim
γ→0

‖ Mγ f − f ‖= 0,∀ ∈ N(T )⊥ (ii)
c(γ )ε → 0 : γ → 0, ε → 0 (iii)

.f بناء إعادة أجل من T † ل خطي تعديل Tγ :=MγT † إذن:
على نحصل ،ثم ‖ д −дε ‖≤ ε يكون بحيث дε ∈ Y و д ∈ D(T †) أن نفرض 3 .6 .2 البرهان

. (3 .6 .2) ية والنظر д ∈ D(T †) لكل T †д = T †д مع
‖ Tγдε − T †д ‖ ≤‖ Tγ (дε −д) ‖ + ‖ Tγд − T †д) ‖,

=‖ MγT †(дε −д) ‖ + ‖ Tγд − T †д) ‖,
≤ c(γ ) ‖ T †(дε −д) ‖−1 + ‖ (Mγ − I )T †д) ‖,
≤ c(γ ) ‖ (дε −д) ‖ + ‖ (Mγ − I )T †д) ‖→ 0.

(ᦺᦺ .ᦸ)

.c(γ )ε → 0 ذلك إلى بالإضافة γ و ε → 0 حيث
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نفس من تكون أن يجب Mγ التلطيف مؤثر إنتظام رتبة أن على (i) الشرط ينص 1 .6 .2 ملاحظة
.T المؤثر إنتظام رتبة

المؤثرات الاعتبار بعين نأخذ ً أولا أعلاه. المذكورة ية للنظر المهمة الأمثلة من واضحتان فئتان هناك
بحيث: Mγ

Mγvn = Fγ (σn)vn (ᦺᦻ .ᦸ)
مع المقطوعة المنفردة القيمة تحلل التي هي الخاصة الحالات Fγ المناسبة التصفية لدوال بالنسبة

γ 2 ‖ Bf ‖2 المعدل الجزء مع تيخونوف وتعديل الصفر، ماعدا σ ≥ γ اجل: من Fγ (σ ) = 1
حيث:

لدينا: يكون [ᦸᦶ]وحسب β2n ≥ cσn مع Bvn = βnvn

Fγ (σn) =
σ 2
n

σ 2
n +γ 2β

2
n

مع يبر لاندو يقة طر أو
Fm(σ ) = 1 − (1 − βσ 2

n )m

.Fγ المصفاة لدالة التالية الشروط [ᦸᦶ] من الاقتباس يمكننا γ = 1
m اجل: من

ان: نفرض 4 .6 .2 ية نظر
sup
n
|Fγ (σn)σ−1

n |= c(γ ) < ∞ (ᦺᦼ .ᦸ)

lim
γ−→0

Fγ (σn) = 1 (ᦺᦽ .ᦸ)
.σn من نقطة كل اجل من

|Fγ (σn)|≤ c (ᦺᦾ .ᦸ)
.f لايجاد T † لـ خطي تعديل هو Mγvn = Fγ (σn)vn مع Tγ := MγT † ذلك بعد
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3 باب

القلب بشبه التعديل يقة طر

والأكثر التعديل طرق وأشهر أهم من بعض وشرح التعديل طرق لمفهوم السابق الفصل في طرحنا بعد
تتمحور الذي الجوهري السؤال إلى الفصل هذا في سنرجع لاندويبار)، تيخونوف، تعديل استعمالا(

1 جزئية. بمشتقات التفاضلية بالمعادلات مباشرة تعنى تنظيم طرق هنالك هل وهو: ألا مذكرتنا عليه
سنة Lions & Lattes قبل من المقترحة القلب شبه يقة طر هو النسق هذا في طرح تعديل أول

تجريدية: بكتابة (EquationD′evolution) انتشار معادلة الآن سنطرح .1967

u′ + Tu = 0; t > 0,u(0) = u0. (1 .3)
مباشرة إشكالية هي (1 .3) الإشكالية محدود. غير القرين ذاتي تفاضلي مؤثر T : H → H مع

بالعلاقة: يعطى الإشكالية هاته حل أن إثبات السهل من تعديل، إلى تحتاج لا أي جيدا ومطروحة
u(t) = e−tTu0. (2 .3)

ذلك: إلى بالاضافة
‖ u(t) ‖ =‖ e−tTu0 ‖,

≤‖ e−tT ‖‖ u0 ‖,
≤‖ u0 ‖ .

والوحدانية. الإستقرار منه ينتج هذا
الإشكالية: حل ونريد u(T ) = д لتكن العكسية. الإشكالية بطرح سنقوم }الان

u′ + Tu = 0 ; t > 0,
u(T ) = д. (3 .3)

معادلات: شكل إلى التفاضلية المعادلات تغيير إلى ويحتاج العامة الحالة في تعديل هو أي متراص، مؤثر بمعادلة ولاندويبار تيخونوف 1تعديل
Tx = y
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من .T الزمن في للحل قياس من انطلاقا للمعادلة الإبتدائية القيمة إنشاء إعادة نريد أخرى بعبارة
.(2 .3) الحل في t = T بتعويض وذلك д ببناء ننطلق .(3 .3) الإشكالية حل صيغة ايجاد أجل

وبالتالي: д = u(T ) = e−TTu0 أي:
u0 = eTTд. (4 .3)

.(3 .3) حل صيغة ايجاد أجل من (2 .3) في (4 .3) نعوض

u(T ) = e−tTeTTд,
= e(T−t)Tд.

(5 .3)

المؤثر: دالة أن مباشرة ينتج محدود غير T المؤثر أن وبما ، T − t > 0, 0 ≤ t < T كل أجل من
الحل آخر بمعنى مستقرة غير (3 .3) الإشكالية أن ياضيا ر تفسيره يمكن هذا محدودة. غير e(T−t)T

الحل. في إنفجار عنه ينتج التدوير بأخطاء д السبب تأثر لأن رقميا، للحساب قابل غير (5 .3)
: T للمؤثر صريحة كتابة سنأخذ أكثر التوضيح أجل من

T = − ∂
2

∂x2
= −∆.

والمؤثر H(Ω) = L2(Ω) مع D(T ) = H 2(Ω) ∩H 1
0 (Ω) الحالة هاته في .x ∈ Ω = [0,a] مع

يمتلك أي فقط نقطي طيف هو (طيفه للتقطير قابل آخر موجب.بمعنى معرف القرين ذاتي مؤثر هو T
حيث: (λn,ϕn(x))n≥1 توجد ذاتية)أي أشعة و ذاتية قيم

− ∂
2

∂x2
ϕn(x) = λnϕn(x).

مع
0 < µ < λ1 < λ2 < ... < λn −→ +∞

بـ: تعطى (λn,ϕn(x))n>1 ل الصريحة الصيغة

((nπ
a
)2,

√
2
π
sin(nπ

a
x))n>1.

تصبح: (3 .3) للمعادلة الصريحة الكتابة

ut (x , t) − ∆u(x , t) = 0; (x , t) ∈ Ω × [0,T ].
u(x , t) = 0; (x , t) ∈ ∂Ω × [0,T ].
u(x , t) = д; x ∈ Ω.

(6 .3)
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الشكل: على يكتب الصريحة الحالة في (5 .3) الحل

u(x , t) = ∑
n≥1

e(T−t)λn 〈д,ϕn〉ϕn,

= 2
π

∑
n≥1

e(T−t)(
nπ
a )2 ∫ a

0
sin(nπ

a
x)д(x)dx sin(nπa x).

(7 .3)

.e(T−t)λn −→ +∞, n −→ +∞ حيث:
ما وهذا للإنتشار، العكسية الإشكالية استقرار عدم يفسر والذي العالية الترددات اضطراب أي
تقريبيا. حلها حساب من تمكننا منتظمة يقة طر ايجاد أجل من الإشكالية هاته تعديل إلى حاجتنا يبېن

تجريدية نظرة القلب شبه يقة طر 1 .3
المحدود بالمؤثر (3 .3) المعادلة في T محدود الغير المؤثر استبدال على أساسا تعتمد القلب شبه يقة طر

حيث: Tα
Tα = T − αT 2,

‖ Tα ‖=‖ T − αT 2 ‖≤ sup
n≥1

(λn − αλ2n) ≤
1
4α

,

ذلك: إلى بالإضافة
‖ Tα − T ‖−→ 0, α −→ 0.

المعدل: بشكلها (3 .3) المعادلة }لتصبح
u′ + Tu − αT 2u = 0; t > 0.

u(T ) = д. (8 .3)
بالعلاقة: يعطى المعادلة هاته حل

u(t) = e(T−t)Tαд.

ستكون: الابتدائية القيمة وبالتالي
u(0) = u0 = eTTαд,

= eTT−αTT 2
д,

= e−αTT
2
eTTд.

(9 .3)

القيمة بناء لإعادة (1 .1) الشكل آخرى بعبارة المعدلة، المتراص المؤثر معادلة حل هو (9 .3)
بالصيغة: يعطى التعديل قبل الإبتدائية

e−TTu0 = д.
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(1 .1) المكافئةلـ:
x† = u0 = T †y = eTTд.
xα = u0,α = Rα (T )y = eTTαд = Fα (T )T †y = e−αTT

2
eTTд.

}أي:
Rα (T ) = eTTα .
Fα (T ) = e−αTT

2
.

ملوث سيكون وبالتالي ،T الزمن في للحل يائي فيز قياس هو д أن الإعتبار بعين الأخذ يجب
ينتج: وعليه ‖ дδ −д ‖≤ δ حيث: д من بدلا дδ مع نتعامل يجعلنا ما هذا بالضجيج،

xδα = u
δ
0,α = Rδα (T )yδ
= eTTαдδ .

(10 .3)
أن: نبېن أن يجب تعديل يقة طر هي القلب شبه يقة طر أن تبيان أجل من

‖ Rδα (T )yδ − x† ‖−→ 0, δ −→ 0.

نجد: آخر بمعنى تعديل، مؤثر Rδα (T ) أي:
‖ uδ0,α −u0 ‖−→ 0, δ −→ 0.

أن: وإثبات .[23]  louis قبل من المطروح التقارب تحليل استعمال يمكننا أي
مصفاة. دالة هي Fα (T ) = e−αTT

2

لأن: محقق 4 .6 .2 ية النظر من الأول الشرط لدينا
supn>1 |Fα (σn)σ−1

n | = supn>1 |eT(λn−αλ2n) |
≤ e

1
4α < +∞, α > 0.

لدينا: الثاني للشرط بالنسبة أما
lim
α 7−→0

Fα (σn) = lim
α 7−→0

e−αTλ
2
n

= e0 = 1, ∀n > 1.

الثالث: للشرط بالنسبة كذلك
|Fα (σn)| = |e−αTλ2n |

≤ 1, ∀α > 0,∀n > 1.

أن أثبتنا بهذا و تعديل مؤثر هو Rα (T ) = Fα (T )T † و يقة الطر لهاته مصفاة دالة هي Fα بالتالي و
.‖ u0,α −u0 ‖ الخطأ تقدير إلى اللجوء دون تعديل يقة طر هي القلب شبه يقة طر
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مفهوم على يعتمد الآخير هذا لأن الخطأ تقدير من بدلا التقارب تحليل و المصفاة دالة استعملنا
لإنجاز الوقت لضيق نظرا و الكتابة و الجهد من الـكثير يتطلب المفهوم هذا شرح ومحاولة الهلبرتي السلم

.(4 .6 .2) ية النظر إلى لجأنا المذكرة هاته

القلب شبه يقة طر تطبيق آلية 2 .3
(3 .3) الإشكالية تعديل أو لتنظيم القلب شبه يقة طر الآن نقدم

يقة: الطر وصف

التالية: المعدلة للإشكالية حل vα ليكن
v

′
α (t) + Tαvα (t) = 0, 0 ≤ t < T , vα (T ) = д.

.Tα بـ عوض T المؤثر حيث
المباشرة: الإشكالية في vα (0) = u0,α الإبتدائي الشرط بإقحام نقوم الآن

u
′
α (t) + Tαuα (t) = 0, 0 < t ≤ T , uα (0) = u0,α .

أن: نبېن الآخير في
Φα (д) =‖ uα (T ) −д ‖−→ 0, α −→ 0.

لدينا:
u0,α = eT (T−αT 2)д,

ومنه:
uα (t) = e−tTu0,α = eTT−TαT 2−tTд,

= e(T−t)T−αTT 2
д. و

uα (T ) = e−αTT
2
д.

منه: و
Φα (д) = ‖ uα (T ) −д ‖,

=‖ e−αTT 2
д −д ‖,

=‖ (I − e−αTT
2)д ‖,

≤‖ −αTT 2д ‖,
≤ αT ‖ T 2д ‖,
≤ αTE −→ 0, α −→ 0.
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∀д ∈ S(T )2 ⇔‖ T 2д ‖< E.

بمحاولة الموالي الجزء في سنقوم عليها طرأت التي التطورات دراسة و القلب شبه يقة طر تحليل من بدلا
تعديل أجل من " Yan Wang , Zhi Qian " قبل من المقترحة القلب شبه يقة طر ودراسة شرح
[32] [26] [17] [13] ]  المقال في 2023 سنة المنشورة للزمن بالنسبة ية كسر عكسية إشكالية

.[
معتلة إشكالية وهي للمكان، بالنسبة البعد ثنائي عكسي حراري إنتشار إشكالية نتناول الجزء، هذا في
القيم ذات الإشكالية هذه لحل " Yan Wang , Zhi Qian " قبل من القلب شبه يقة طر اقترحت
و اللاحق بالإختيار كان الدراسة هاته في انتهج الذي المعامل اختيار ضجيج) بها المشوشة(أي الحدية

المعدل. التقريبي الحل و الدقيق الحل بين الخطأ تقديرات إثبات تقديم تم كما السابق،

البعد ثنائي IHCP وصف 3 .3
المسمى المعادلة حل هي المجهولة الحرارة درجة التالية البعد ثنائية العكسية الحرارة انتشار إشكالية لتكن

يحقق: الذي و u(x ,y, t)
(11 .3)

0D
µ
t u(x ,y, t) −uxx (x ,y, t) −uyy(x ,y, t) = 0, 0 < x < 1,y > 0, t > 0.

u(1,y, t) = д(y, t), y ≥ 0, t ≥ 0.
u(x ,y, 0) = 0, x > 0,y ≥ 0.
u(x , 0, t) = 0, x > 0, t ≥ 0.
uy(x , 0, t) = 0, x > 0, t ≥ 0.
u(x ,y, t)|x −→ +∞ bounded , y ≥ 0, t ≥ 0.

بـ: المعرف µ(0 < µ ≤ 1) الرتبة من Caputo بصيغة الزمني الـكسري المشتق هو 0D
µ
t حيث

0D
µ
t u(x ,y, t) =


1

Γ(1−µ)

t∫
0

∂u(x ,y,s)
∂s

ds
(t−s)µ , 0 < µ < 1.

∂u(x ,y,t)
∂t , µ = 1.

(12 .3)

غاما. الدالة هي Γ مع
بأكمله المستوى إلى الدوال جميع تمديد في تتمثل المنتهجة الإستيراتيجية المعادلة، هذه حل أجل من
y < 0 أو t < 0 ية صفر لتكون الدوال يف تعر خلال من −∞ < y < +∞ ،−∞ < t < +∞

نضع:

f̂ (ξ ,η) = 1
2π

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
f (y, t)e−i(ξy+ηt)dydt . (13 .3)
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بـ: العكسي فورييه يل تحو إعطاء يتم و f (y, t) ∈ L2(R2) للدالة فورييه يل تحو هو

f (y, t) = 1
2π

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
f̂ (ξ ,η)ei(ξy+ηt)dydt .

التردد: مجال في الإشكالية على الحصول و فورييه يل تحو بتطبيق (11 .3) الإشكالية حل يمكننا
(iη)µû(x , ξ ,η) − ûxx (x , ξ ,η) + ξ 2û(x , ξ ,η) = 0, x > 0, ξ ,η ∈ R.
û(1, ξ ,η) = д̂(ξ ,η), ξ ,η ∈ R.
û(x , ξ ,η) | x → +∞bounded , ξ ,η ∈ R.

(14 .3)

حيث:
(iη)µ = |η |µ(cos µπ

2
+ isiдn(η) sin µπ

2
).

الترددي: المجال في الإشكالية هذه على الحصول يمكننا و
û(x , ξ ,η) = e(1−x)

√
(iη)µ+ξ 2д̂(ξ ,η). (15 .3)

و: a,b ∈ R حيث a + ib الشكل عل √
(iη)µ + ξ 2 بكتابة نقوم

a =

√
1
2
(
√
|η |2µ sin2 µπ

2
+ (ξ 2 + |η |µ cos µπ

2
)2 + ξ 2 + |η |µ cos µπ

2
),

b =

√
1
2
(
√
|η |2µ sin2 µπ

2
+ (ξ 2 + |η |µ cos µπ

2
)2 − ξ 2 − |η |µ cos µπ

2
).

الضجيج دالة هو فعليا نعرفه ما و بالضبط д(y, t) قياس يمكن لا يائيا فيز ذلك مع و
تحقق: التي дδ (y, t) ∈ L2(R2)

‖ д(., .) −дδ (., .) ‖≤ δ , δ > 0. (16 .3)
أنه إيجاد بسهولة يمكننا الإشكالية حل من انطلاقا الضجيج، مستوى δ و L2 نظيم إلى يشير ‖ . ‖
بالتالي و |ξ |, |η | −→ +∞ لما <(a + ib) = a −→ +∞ فإن ،0 ≤ x < 1 الثابتة للقيمة بالنسبة
تضخيمه، يتم المعطيات في صغير خطا أي بالتالي و .η و ξ لـ بالنسبة محدود غير |e(1−x)

√
(iη)µ+ξ 2 |

الحل. في فادح خطأ إلى يؤدي
تقدير نعطي و (11 .3) للإشكالية القلب شبه يقة طر نقترح ومتقارب، مستقر حل على للحصول

.x = 0 عند الدقيق للحل مسبق حد مع الخطأ
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الخطأ تقدير و القلب شبه يقة طر 4 .3
الشكل: من نجعلها و ،(11 .3) للإشكالية أعلى رتبة ذو حدا نضيف أن القلب شبه يقة طر منا ٺتطلب

0D
µ
t u −uxx −uyy + α(uxxtt +uxxyy) = 0, 0 < x < 1,y > 0, t > 0.

u(1,y, t) = дδ (y, t), y ≥ 0, t ≥ 0.
u(x ,y, 0) = 0, x > 0,y ≥ 0.
u(x , 0, t) = 0, x > 0, t ≥ 0.
uy(x , 0, t) = 0, x > 0, t ≥ 0.
u(x ,y, t)|y → +∞ bounded , x ≥ 0, t ≥ 0.

(17 .3)

يل تحو بإجراء أيضا نقوم المشوشة. المعطيات هي дδ تحديده، يجب الذي التعديل معامل هو α حيث
فورييه:

(iη)µû − ûxx + ξ
2û − α(η2 + ξ 2)ûxx = 0, x > 0, ξ ,η ∈ R.

û(1, ξ ,η) = д̂δ (ξ ,η), ξ ,η ∈ R.
û(x , ξ ,η) | x → +∞ bounded , ξ ,η ∈ R.

(18 .3)

المنتظمة: الإشكالية حل على نحصل و

ûδα (x , ξ ,η) = e
(1−x)

√
(iη)µ+ξ 2

1+αη2+αξ 2 д̂δ (ξ ,η). (19 .3)
д الدقيقة بـالمعطيات дδ استبدال أي مضطربة غير معطيات مع (18 .3) لـ حل ليكون ûα نكتب

قسمين: إلى الخطأ نقسم فإننا العكسية للإشكاليات الخطأ تقدير حالة في غالبا الحال هو كما
‖ uδα −u ‖=‖ ûδα − û ‖

≤‖ ûδα − ûα ‖ + ‖ ûα − û ‖
:= I1 + I2.

حدا. على منها كل تقدير و
:0 ≤ x < 1 أجل من لدينا الكافي، بالقدر صغيرة α إلى بالنسبة 1 .4 .3 توطئة

I1 ≤ e(1−x)
√

2
α δ .

 1 .4 .3 البرهان
I1 =‖ e

(1−x)
√

a+ib
1+αη2+αξ 2 (д̂δ − д̂) ‖,

≤‖ д̂δ − д̂ ‖ . sup
ξ ,η∈R

|e(1−x)
√

a+ib
1+αη2+αξ 2 |,

≤ δ .( sup
ξ ,η∈R

e
<

√
a+ib

1+αη2+αξ 2 )1−x .

(ᦸᦶ .ᦹ)
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حيث:
(<(

√
a+ib

1+αη2+αξ 2 ))
2 ≤ |a+ib |

1+αη2+αξ 2 ,

=

√
|(iη)µ+ξ 2 |

1+αη2+ηξ 2 ≤
√

|η |µ+ξ 2
1+αη2+αξ 2 ,

≤ |η |
µ
2 +|ξ |

1+αη2+αξ 2 ,

≤ |η |
µ
2

1+αη2 +
|ξ |

1+αξ 2 .

(ᦸᦷ .ᦹ)

.4−µ4 ( µ
4−µ )

µ
4α

−µ
4 هو الأعلى والحد بإشتقاقه، |η |

µ
2

1+αη2 الحد على الحصول بسهولة يمكننا
إذن: لدينا

|η |
µ
2

1+αη2 +
|ξ |

1+αξ 2 ≤ C(µ) 1

α
µ
4
+ 1

2α
1
2
,

≤ 2
α .

(ᦸᦸ .ᦹ)

البرهان. إنهاء يمكننا ، (22 .3) في بذلك يض الـكفاية.بالتعو فيه بما صغيرة α كانت إذا
أقل C(µ) 1

α
µ
4

الكافي، بالقدر أصغر α يكون عندما ،(22 .3) المتراجحة على بالتركيز 1 .4 .3 ملاحظة
التالية، الفقرات في المقدر I1 الحد تقدير أساسيافي دورا تلعب لا µ أن يعني هذا . 1

2α
1
2

عن بكثير
وثيقا ارتباطا ترتبط التي ᦷ البعد ذات IHCP عن تماما تختلف هي و I2 كذلك و µ بـ محدودا ليس

.0 < x < 1 على تقدير µ بالمعامل
نحتاج التقدير، نجعل أن قبل ثابت، E > 0 حيث I2 لتقدير ‖ û(0, ξ ,η) ‖≤ E أولي حد نقدم

توطئتين. إلى
لدينا: ،r > 0 ،s , r ∈ R أجل من 2 .4 .3 توطئة

|1 − e−(r+si) | ≤ |r + si |. (ᦸᦹ .ᦹ)
تكافىء: المتراجحة الطرفين، بيع بتر  2 .4 .3 البرهان

(1 − e−r cos s)2 + (e−r sin s)2 ≤ r 2 + s2.

نعرف:
f (r , s) := (1 − e−r cos s)2 + (e−r sin s)2 − r 2 − s2

= 1 + e−2r − 2e−r cos s − r 2 − s2.

،s > 0 أيضا نفرض أن يمكننا ،s إلى بالنسبة زوجية دالة f لأن و f ≤ 0 أن إثبات الضروري من
:s إلى بالنسبة f مشتق

∂ f (r , s)
∂s

= 2e−r sin s − 2s ≤ 0.
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مع:
f (r , s) ≤ f (r , 0) = 1 + e−2r − 2e−r − r 2,

= (1 − e−r )2 − r 2,
= (1 − e−r − r )(1 − e−r + r ),
≤ 0.

لدينا: ،s > 0 ،r > 0 ،p > q > 0 ،p,q, r , s ∈ R أجل من 3 .4 .3 توطئة
(rq + sq)p ≥ (rp + sp)q. (ᦸᦺ .ᦹ)

الشكل: من المتراجحة تصبح ،spq على الطرفين بقسمة  3 .4 .3 البرهان
((r
s
)q + 1)p ≥ ((r

s
)p + 1)q. (ᦸᦻ .ᦹ)

يكافىء: t = (rs )q > 0 نأخذ
(t + 1)

p
q ≥ t

p
q + 1.

برنولي. متراجحة من يتضح
.I2 تقدير الآن يمكننا

تحقق: u(0,y, t) الدقيقة الحدية القيمة كانت إذا 4 .4 .3 توطئة
‖ u(0,y, t) ‖≤ E; E > 0. (ᦸᦼ .ᦹ)

الكافي: بالقدر صغير α أجل من لدينا
I2 ≤ CαE. (ᦸᦽ .ᦹ)
.E و α عن مستقل و µ و x بواسطة C تحديد يتم حيث

ومنه: u(0, ξ ,η) = ea+biд̂(ξ ,η) أن نعلم (15 .3) من  4 .4 .3 البرهان
I2 =‖ ûα − û ‖,

=‖ (e
(1−x) a+bi√

1+αη2+αξ 2 − e(1−x)(a+bi))д̂ ‖,
=‖ e(a+bi)д̂.(e

(a+bi)( 1−x√
1+αη2+αξ 2

−1)
− e−x(a+bi)) ‖,

≤ E. sup
ξ ,η∈R

|e
(a+bi)( 1−x√

1+αη2+αξ 2
−1)

− e−x(a+bi) |.

(ᦸᦾ .ᦹ)
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لدينا: (2 .4 .3) توطئة باستعمال
|e
(a+bi)( 1−x√

1+αη2+αξ 2
−1)

− e−x(a+bi) |,
= |e−x(a+bi) | |e

(a+bi)( 1−x√
1+αη2+αξ 2

−(1−x))
− 1|,

≤ e−xa |(a +bi)(1 − x)(1 − 1√
1+αη2+αξ 2

)|,

= (1 − x)e−xa |(a +bi)|
√
1+αη2+αξ 2−1√
1+αη2+αξ 2

,

= (1 − x)e−xa |(a +bi)| 1√
1+αη2+αξ 2

αη2+αξ 2√
1+αη2+αξ 2+1

,

≤ (1 − x)e−xa
√
|η |µ + ξ 2 αη2+αξ 2

1+αη2+αξ 2 ,

≤ α(1 − x)e−xa
√
|η |µ + ξ 2(η2 + ξ 2).

(ᦸᦿ .ᦹ)

لأن:
a2 = 1

2(
√
|η |2µ sin2 µπ

2 + (ξ 2 + |η |µ cos
µπ
2 )2 + ξ 2 + |η |µ cos

µπ
2 ),

≥ 1
2

√
|η |2µ + ξ 4 + 2ξ 2 |η |µ cos µπ2 ,

≥ 1
2

√
|η |2µ + ξ 4.

(ᦹᦶ .ᦹ)

لدينا:
|e
(a+bi)( 1−x√

1+αη2+αξ 2
−1)

− e−x(a+bi) | ≤ α(1 − x)e
−
√
2

2 x(|η |2µ+ξ 4)
1
4
√
|η |µ + ξ 2(η2 + ξ 2).

للتقدير،نضع: حالات ثلاثة الأن نميز
J := e

−
√
2

2 x(|η |2µ+ξ 4)
1
4
√
|η |µ + ξ 2(η2 + ξ 2). (ᦹᦷ .ᦹ)

. |η | ≤ 1 أجل من .ᦷ الحالة
J ≤ e

−
√
2

2 x |ξ |√1 + ξ 2(1 + ξ 2),
= e

√
2
2 xe

−
√
2

2 x(1+|ξ |)(1 + ξ 2) 32 ,
≤ e

√
2
2 xe

−
√
2

2 x(1+|ξ |)(1 + |ξ |)3,
= e

√
2
2 x (

√
2
2 x)−3e

−
√
2

2 x(1+|ξ |)(
√
2
2 x(1 + |ξ |))3.

(ᦹᦸ .ᦹ)

.J ≤ C1 = C1(x) و ، √
2
2 x(1 + |ξ |) = 3 لما الأعلى الحد على نحصل

µ < 1 و (3 .4 .3) التوطئة .باستخدام |ξ | ≤ 1 و |η | > 1 أجل ᦸ.من الحالة 
J ≤ e

−
√
2

2 x |η |
µ
2
√
|η |µ + 1(η2 + 1),

≤ e
−
√
2

2 x |η |
µ
2 (|η |

µ
2 + 1)(|η |

µ
2 + 1)

4
µ ,

= e
√
2
2 xe

−
√
2

2 x(|η |
µ
2 +1)(|η |

µ
2 + 1)

4
µ+1,

≤ C2 = C2(x , µ).

(ᦹᦹ .ᦹ)
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. |ξ | > 1 و |η | > 1 أجل من .ᦹالحالة 

J = e
−
√
2

2 x(|η |2µ+ξ 4)
1
4
√
|η |µ + ξ 2(η2 + ξ 2),

≤ e
−
√
2

2 x(|η |2µ+|ξ |2µ )
1
4
√
η2 + ξ 2(η2 + ξ 2).

(ᦹᦺ .ᦹ)

نجد: µ < 1 و (3 .4 .3) التوطئة باستخدام
J ≤ e

−
√
2

2 x(|η |2µ+|ξ |2µ )
1
4 (η2 + ξ 2) 32 ,

≤ e
−
√
2

2 x(|η |2µ+|ξ |2µ )
1
4 (|η |2µ + |ξ |2µ)

3
2µ ,

≤ C3 = C3(x , µ).
(ᦹᦻ .ᦹ)

لدينا: بإختصار
|e
(a+bi)( 1−x√

1+αη2+αξ 2
−1)

− e−x(a+bi) | ≤ C(x , µ)α .

محققة. (27 .3) إذن
التالية. ية النظر على نحصل معا، (25 .3) و (1 .4 .3) بدمج

حل يكون uδα و ، (11 .3) غيرالمضطربة للإشكالية الدقيق الحل هو u أن نفترض 1 .4 .3 ية نظر
(16 .3) القيمةالحدية تحقق القلب. شبه يقة بطر عليه الحصول تم الذي (17 .3) المضطربة الإشكالية

نجد: 0 < x < 1 أجل من .لدينا (26 .3) و
‖ u(x , ., .) −uδα (x , ., .) ‖≤ e(1−x)

√
2
α δ +CαE. (ᦹᦼ .ᦹ)

لدينا: ،δ ل صغيرة قيم أجل من α = 2
(log E

δ )2
وضعنا إذا ذلك، على علاوة

‖ u(x , ., .) −uδα (x , ., .) ‖≤ E1−xδx + C̃ E
(log E

δ )2
. (ᦹᦽ .ᦹ)

كان الخطأوإذا يزداد ، x → 0 عندما أنه وجدنا (37 .3) العبارة، إلى بالنظر 1 .4 .3 ملاحظة
.δ → 0 عندما صفر إلى يؤول لا ولـكنه محدود الخطأ أن معرفة فقط يمكننا ، x = 0

على للحفاظ على إضافية شروط لدينا تكن لم إذا جيدا، مطروحة غير الإشكايات ية نظر في شائع أمر
أقوى. مسبقا افتراضا نقدم x = 0 عند التقارب

‖ u(0,y, t) ‖p≤ E, p > 0. (ᦹᦾ .ᦹ)
بـ: المعرف Hp(R) سوبولاف فضاء في النظيم إلى يشير ‖ . ‖p حيث

‖ u(0,y, t) ‖p := (
∫

R2(1 + ξ 2 + η2)p |û(0, ξ ,η)|2dξdη)
1
2 . (ᦹᦿ .ᦹ)

ᦼᦶ



.x = 0 عند التقدير

في لدينا يكون ، (38 .3) المعادلة تحقق u(0,y, t) الدقيقة الحدية القيمة كانت إذا 5 .4 .3 توطئة
كفاية: فيه بما صغيرة α حالة

I2 ≤ 2max{α
p
3 ,α }E. (ᦺᦶ .ᦹ)

.(20 .3) التوطئة برهان في الحال هو كما  5 .4 .3 البرهان

I2 = ‖ea+biд̂.(e
(a+bi)( 1√

1+αη2+αξ 2
−1)

− 1)‖,
= ‖û(0, ξ ,η).(1 + ξ 2 + η2)

p
2 (1 + ξ 2 + η2)

−p
2 (e

(a+bi)( 1√
1+αη2+αξ 2

−1)
− 1)‖,

= E. sup
ξ ,η∈R

|1 + ξ 2 + η2 |
−p
2 |e

−(a+bi)( 1√
1+αη2+αξ 2

αη2+αξ 2√
1+αη2+αξ 2+1

)
− 1|.

إذن: ،1 + ξ 2 + η2 ≥ α
−2
3 كان إذا

I2 ≤ E.α
p
3 2. (ᦺᦷ .ᦹ)

لدينا: يصبح (3 .4 .3) التوطئة باستعمال 1 + ξ 2 + η2 < α −2
3 نجعل أن أيضا يمكننا

J2 ≤ E. sup
ξ ,η∈R

|(1 + ξ 2 + η2)
−p
2 (a +bi) 1√

1+αη2+αξ 2
αη2+αξ 2√

1+αη2+αξ 2+1
|,

≤ E. sup
ξ ,η∈R

|(1 + ξ 2 + η2)
−p
2
√
|η |µ + ξ 2 αη2+αξ 2√

1+αη2+αξ 2
|,

≤ αE. sup
ξ ,η∈R

|(1 + ξ 2 + η2)
−p
2
√
|η |µ + ξ 2(η2 + ξ 2)|.

(ᦺᦸ .ᦹ)

لتقدير: حالتين إلى نقسمه
J2 := (1 + ξ 2 + η2)

−p
2
√
|η |µ + ξ 2(η2 + ξ 2).

:|η | ≥ 1 أجل ᦷ.من الحالة 
J2 ≤ (1 + ξ 2 + η2)

−p
2
√
η2 + ξ 2(η2 + ξ 2),

≤ (1 + ξ 2 + η2) 32−
p
2 .

(ᦺᦹ .ᦹ)
.I2 ≤ αE و J2 ≤ 1 إذن p ≥ 3 كان إذا
.1 + ξ 2 + η2 < α

−2
3 بافتراض والا

J2 ≤ α
p
3−1, (ᦺᦺ .ᦹ)
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إذن:
J2 ≤ α

p
3E.

:|η | < 1 أجل من .ᦸ الحالة 
J2 ≤ (1 + ξ 2)

−p
2

√
1 + ξ 2(1 + ξ 2). (ᦺᦻ .ᦹ)

التوطئة. هذه من ننتهي و ᦷ الحالة مع نفسه الأمر يصبح و
التالية: ية النظر على نحصل معا (5 .4 .3) و (20 .3) بدمج

الإشكالية حل uδα و ، (11 .3) المضطربة غير للإشكالية الدقيق الحل هو u أن نفرض 2 .4 .3 ية نظر
من لدينا .(38 .3) و (16 .3) تحقق الحدية القلب.القيمة بشبه عليها الحصول تم (17 .3) المضطربة

:0 < x < 1 أجل
‖ u(0, ., .) −uδα (0, ., .) ‖≤ e

√
2
α δ + 2max

{
α

p
3 ,α

}
E. (ᦺᦼ .ᦹ)

لدينا: ، δ ل صغيرة قيم أجل من α = 2
(log(Eδ (log

E
δ )−p ))2

جعلنا إذا
q

‖ u(0, ., .) −uδα (0, ., .) ‖≤ E
(log E

δ )p
+ 2max{α

p
3 ,α }E. (ᦺᦽ .ᦹ)

اللاحق الخطأ وتقدير التباين مبدأ 5 .3
ومع . ‖ u(0,y, t) ‖p≤ E أو ‖ u(0,y, t) ‖≤ E مسبق بحد الخطأ تقدير نعطي السابق، القسم في
ايجاد علينا يجب لذا معروفا، المسبق الحد يكون ما نادرا الحقيقي، بالوضع الأمر يتعلق عندما ذلك،
لاختيار موروزوف تناقض مبدأ في نبحث القسم هذا في .α التعديل معامل لتحديد لاحقة يقة طر

التالية: المعادلة تنطبق بحيث α إيجاد هو حالتنا في للتناقض موروزوف التعديل.مبدأ معامل

‖ 1
1+α e

(1−x)
√

(iη)µ+ξ 2
1+αη2+αξ 2

(1−
√
1+αη2+αξ 2)

д̂δ (ξ ,η) − д̂δ (ξ ,η) ‖
= 2δ + τ (log(log(1/δ )))−2.

(48 .3)

.(48 .3) ل حل يوجد أنه نعلم التالية للتوطئة ثابت.وفقا هو τ > 0 حيث
واضح. التوطئة هذه برهان ، 0 < 2δ + τ (log(log(1/δ )))−2 <‖ д̂δ ‖ كان إذا

ᦼᦸ



نضع: 1 .5 .3 توطئة

ρ(α) =‖ 1
1 + α

e
(1−x)

√
(iη)µ+ξ 2

1+αη2+αξ 2
(1−

√
1+αη2+αξ 2)

д̂δ (ξ ,η) − д̂δ (ξ ,η) ‖ .

التالية: الشروط يحقق 0 < 2δ + τ (log(log(1/δ )))−2 <‖ д̂δ ‖ كان إذا
مستمرة. دالة ρ(α) (ᦷ

. lim
α→0

ρ(α) = 0 (ᦸ
. lim
α→+∞

ρ(α) =‖ д̂δ ‖ (ᦹ
أيضاأن: محققة.نفرض (26 .3) و ، (48 .3) ل حل α كان إذا 2 .5 .3 توطئة

0 < 4δ + τ (log(log(1/δ )))−2 <‖ д ‖ .

ومنه:

‖д‖−4δ−τ (log(log(1/δ )))−2
4δ+τ (log(log(1/δ )))−2 ≤ α−1 ≤ CE(log(log(1/δ )))2

τ . (ᦺᦿ .ᦹ)
لدينا: (48 .3) من  1 .5 .3 البرهان

2δ + τ (log(log(1/δ )))−2,

=‖ ( 1
1+α e

(1−x)
√

(iη)µ+ξ 2
1+αη2+αξ 2

(1−
√
1+αη2+αξ 2)

− 1)д̂δ ‖,

≤‖ ( 1
1+α e

(1−x)
√

(iη)µ+ξ 2
1+αη2+αξ 2

(1−
√
1+αη2+αξ 2)

− 1)(д̂δ − д̂) ‖

+ ‖ ( 1
1+α e

(1−x)
√

(iη)µ+ξ 2
1+αη2+αξ 2

(1−
√
1+αη2+αξ 2)

− 1)д̂ ‖,

≤ δ . sup
ξ ,η∈R

| 1
1+α e

(1−x)
√

(iη)µ+ξ 2
1+αη2+αξ 2

(1−
√
1+αη2+αξ 2)

− 1|

+E. sup
ξ ,η∈R

|( 1
1+α e

(1−x)
√

(iη)µ+ξ 2
1+αη2+αξ 2

(1−
√
1+αη2+αξ 2)

− 1)e−
√
(iη)µ+ξ 2 |,

≤ 2δ + E 1
1+α sup

ξ ,η∈R

|e−(a+bi) | |e
(1−x)

√
(iη)µ+ξ 2

1+αη2+αξ 2
(1−

√
1+αη2+αξ 2)

− 1 − α |,

≤ 2δ + E.1 sup
ξ ,η∈R

e−a(α + |e
(1−x)

√
(iη)µ+ξ 2

1+αη2+αξ 2
(1−

√
1+αη2+αξ 2)

− 1|).

(ᦻᦶ .ᦹ)
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نجد: (2 .4 .3) بالتوطئة بالاستعانة
(51 .3)

2δ + τ (log(log( 1δ )))−2

≤ 2δ + E sup
ξ ,η∈R

e−a(α + |(1 − x)

√
(iη)µ + ξ 2

1 + αη2 + αξ 2
(
√
1 + αη2 + αξ 2 − 1)|),

= 2δ + E sup
ξ ,η∈R

e−a(α + (1 − x)|a +bi | 1√
1+αη2+αξ 2

αη2+αξ 2

1+
√
1+αη2+αξ 2

),

≤ 2δ + Eα sup
ξ ,η∈R

e−a(1 + (1 − x)|a +bi | η2+ξ 2

1+αη2+αξ 2 ),

≤ 2δ + Eα sup
ξ ,η∈R

e−a(1 + (1 − x)
√
|η |µ+ξ 2(η2 + ξ 2)).

أن: نستنتج (31 .3) وتقدير (30 .3) للمعادلة وفقا
2δ + τ (log(log(1

δ
)))−2 ≤ 2δ + αCE. (52 .3)

على: الحصول يمكننا بعدها .E و δ ، α عن مستقل C حيث

α−1 ≤
CE(log(log(1

δ
)))2

τ
.

المتباينة: من الأخر الطرف نثبت الأن
2δ + τ (log(log(1

δ
)))−2

≥‖ ( 1
1 + α

e
(1−x)

√√√ (iη)µ + ζ 2
1 + αη2 + αζ 2

(1−
√
1+αη2+αζ 2)

− 1)д̂ ‖,

− ‖ ( 1
1+α e

(1−x)

√√√ (iη)µ + ξ 2
1 + αη2 + αξ 2

(1−
√
1+αη2+αξ 2)

− 1)(д̂δ −д)) ‖,

≥‖ д ‖ infξ ,η∈R | 1
1+α e

(1−x)
√

(iη)µ+ξ 2
1+αη2+αξ 2

(1−
√
1+αη2+αξ 2)

− 1|−2δ ,
≥‖ д ‖ | 1

1+α − 1|−2δ ,
= α

1+α ‖ д ‖ −2δ .

(53 .3)

أن: حيث

α−1 ≥
‖ д ‖ −4δ − τ (log(log(1

δ
)))−2

4δ + τ (log(log(1
δ
)))−2

. (54 .3)
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اللاحق الاختيار مع ل، المعدَّ والحل الدقيق الحل بين الخطأ أن التالية ية النظر من نتعلم أن يمكننا
الصفر. إلى δ الضجيج مستوى يؤول عندما الصفر إلى يؤول للمعامل

الدقيق الحل هو uδα و (11 .3) المضطربة غير للإشكالية الدقيق الحل هو u أن لنفترض 1 .5 .3 ية نظر
(16 .3) الحدية القيمة تحقق القلب. شبه يقة بطر عليها الحصول تم التي (17 .3) المضطربة للإشكالية
لاحق خطأ على الحصول يمكننا (48 .3) حل أي التناقض، بمبدأ التنظيم معامل َّف يعُر (26 .3) و

. 0 < x < 1 أجل من

‖ u(x , ., .)−uδα (x , ., .) ‖≤ (log(1
δ
))
(1−x)

√
2CE
τ δ +2(1−x)E(1−x)s(δ )x (1+ ‖ д ‖ +δ

‖ д ‖ −s(δ ))
x .

حيث:
s(δ ) = 4δ + τ (log(log(1

δ
))).

قسمين: إلى الخطأ تقدير نقسم نزال لا  2 .5 .3 البرهان
‖ uδα −u ‖≤‖ ûδα − ûα ‖ + ‖ ûα + û ‖= I1 + I2.

يكون: (2 .5 .3) وتوطئة (20 .3) حسب و

I1 ≤ e
(1−x)

√
2
α δ ,

≤ e
(1−x)

√
2CE
τ log(log(

1
δ
))
δ ,

= log(log( 1δ ))(1−x)
√

2CE
τ δ .

(ᦻᦻ .ᦹ)

نجد: H Üolder متراجحة باستعمال
I 22 =‖ (e

(1−x)
√

(iη)µ+ξ 2
1+αη2+αξ 2 − e(1−x)

√
1+(iη)µ+ξ 2)д̂ ‖2,

=‖ e(1−x)(a+bi)(e(1−x)(a+bi)(
√

1
1+αη2+αξ 2

−1) − 1)д̂ ‖2,

=
∬
R2 |e2(1−x)(a+bi)((e

(1−x)(a+bi)(
√

1
1+αη2+αξ 2

−1))д̂)2(1−x) |,

.|((e(1−x)(a+bi)(
√

1
1+αη2+αξ 2

−1))д̂)2x |dξdη,

=≤ (
∬
R2 |e2(a+bi)((e

(1−x)(a+bi)(
√

1
1+αη2+αξ 2

−1))д̂)2 |dξdη)(1−x),

.(
∬
R2 |((e

(1−x)(a+bi)(
√

1
1+αη2+αξ 2

−1))д̂)2 |dξdη)x ,

≤ (
∬
R2 |e2(a+bi) |(2.д̂)dξdη)

1−x . ‖ (e(1−x)(a+bi)(
√

1
1+αη2+αξ 2

−1))д̂ ‖2x ,

≤ 4(1−x)E2(1−x) ‖ e(1−x)(a+bi)(
√

1
1+αη2+αξ 2

−1))д̂ ‖2x .

(ᦻᦼ .ᦹ)
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حيث:

I2 ≤ 2(1−x)E(1−x) ‖ (e(1−x)(a+bi)(
√

1
1+αη2+αξ 2

−1) − 1)д̂ ‖2x . (ᦻᦽ .ᦹ)
المثلثيةنجد: المتراجحة وحسب

‖ (e(1−x)(a+bi)(
√

1
1+αη2+αξ 2)−1) − 1)д̂ ‖,

≤‖ (e(1−x)(a+bi)(
√

1
1+αη2+αξ 2

−1) − 1)(д̂ − д̂δ ) ‖

+ ‖ ( 1
1 + α

e
(1−x)(a+bi)(

√
1

1+αη2+αξ 2
−1))д̂δ ‖

+ ‖ α
1+α e

(1−x)(a+bi)(
√

1
1+αη2+αξ 2

−1)
д̂δ ‖,

≤ 2δ + (2δ + τ (log(log( 1δ )))−2) + α . ‖ д̂δ ‖,
≤ 4δ + τ (log(log( 1δ )))−2 + α(‖ д ‖ +δ ).

(ᦻᦾ .ᦹ)

: (2 .5 .3) التوطئة من الآخر الطرف واستخدام أخرى مرة بها يض بالتعو
(ᦻᦿ .ᦹ)

I2 ≤ 2(1−x)E(1−x)(4δ + τ (log(log(1
δ
)))−2 +

4δ + τ (log(log(1
δ
)))−2

‖ д ‖ −4δ − τ (log(log(1
δ
)))−2

(‖ д ‖ +δ ))x ,

= 2(1−x)E(1−x)(4δ + τ (log(log(1
δ
)))−2)x (1 + ‖ д ‖ +δ

‖ д ‖ −4δ − τ (log(log(1
δ
)))−2

)x .
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ختامية نتائج
التالية: النتائج إلى وصلنا هذا المرجعي بحثنا في

مفهوم حسب جيدا مطروحة دوما عنها المعبرة الإشكاليات تكون لا الواقعية الظواهر نمذجة عند
هادمارد.

الإستقرار. عدم هو النمذجة عند ظهورا الأكثر الإعتلال
معتل. يكون غالبها العكسية الإشكاليات

تقريبي حل لحساب مستقرة يقة طر تعطي بل الدقيقة الحلول بحساب تسمح لا التعديل طرق
مستقرة. الغير للإشكالية

سابقة. أو لاحقة معامل إختيار يقة بطر مرفقة كانت إذا متقاربة التعديل يقة طر تكون
المصفاة. ودوال التلطيف مؤثرات على بالإعتماد التعديل طرق تقارب ضمان يمكن

شكل على معطاة بإشكاليات الأمر يتعلق عندما تطبيقا الأسهل الطرق من القلب شبه يقة طر
شكل على الإشكالية كتابة إعادة إلى تحتاج لا لـكونها وذلك جزئية، بمشتقة تفاضلية معادلة

متراص. مؤثر معادلة
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