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شكر و تقدير 
: مصداقا لقوله تعالى

يدنَكََمُْ " َئنِ شَكرَتْمُْ لأََزِ "ل
براهيم، الآية ) (07سورة إ

بسداد منه وتوفيقه، وضعنا بين أيديكم هذا العمل العلم ي، راجين أن بحمد الله وفضله، و
.يكون إضافة في سجل المعرفة، وأن يكُتب له القبول والنفع

، الذي دينمزياني محمد سيف النتوجه بداية بخالص الشكر والعرفان لأستاذنا المشرف 
متنان كان خير سندٍ وموجه لنا خلال فترة إعداد هاته المذكرة، فله منا أسمى عبارات الا

.والتقدير على دعمه
يل الشكر إلى أعضاء لجنة المناقشة :كما نتوجه بجز

.(رئيسة اللجنة)بن تيمامة وئام الأستاذة •
.(مناقش)خشمان حسام الدين الأستاذ •
.(مناقشة)فنيزري فاطمة الزهراء الأستاذة •

ته وتقديم على الوقت الذي بذلوه لقراءة هذا العمل و على تفضلهم بقبول مناقش
.ملاحظاتهم البناّءة التي نعتز بها كثيراً

رأسهم مدير ولا يفوتنا أن نتقدم بالشكر لطاقم المدرسة العليا للأساتذة سكيكدة، وعلى
ياضيات الأستاذ  ، لكل ما قدموه من دعم طيلةفراق عزوزالمدرسة ورئيس قسم الر

يننا .سنوات تكو
ي ب أو ختاماً، نعبر عن عظيم امتناننا لكل من وضع بصمة في هذا العمل سواء من قر

.بعيد، داعين الله أن يوفق الجميع لما فيه الخ ير والصلاح



الإهداء❖

بن عالية عبد الرؤوف-

يق، ما كنت لأفعل هذا لولا فضله. الحمد لله الذي هيأ البدء و يسر الطر
إلى عائلتي التي كان لحضورها أثر، و لصبرها دور، و لثقتها وقع لا يقاس.

إلى من أدرك جيدا أن فرحتهم بهذا العمل ستفوق فرحتي به. 

يل، فالغاية لم تكن يوما لحظة بل سعيا لما هو أبعد.               طو
يق             أهدي هذه الصفحات لا كتعبير عن اكتمال بل كخطوة ضمن طر



الإهداء❖

هناء ساحلي-

لداعم لي أمي الغالية الحنون وأبي ا: أهدي ثمرة هذا الجهد المتواضع إلى عائلتي
.دأسماء، خولة، حنان، أحم: و السند طيلة مسيرتي الدراسية، إلى إخوتي

. من ساندني وآمن بقدراتيكلإلى
يق هدي إليكم هذه الصفحات لا كتعبير عن اكتمال بل كخطوة ضمن طر أ

يل، فالغاية لم تكن يوما لحظة بل سعيا لما هو أبعد .طو



الإهداء❖
فى وأهله الحمد لله وكفى والصلاة على الحبيب المصط

:ومن وفى أما بعد
إلى من كان دعاؤها زادا لي في كل خطوة، إلى من 

ي أعطت بلا حدود وسهرت بلا كلل لتكون فرحت
٠اليوم هي فرحتها إليك أمي الحبيبة

إلى سندي الأول وأول من آمن بي ودعمني ومن 
. حمل عني أعباء الأيام إلى أبي الغالي

إلى من كان لي أخا وأبا وصديقا من كان يقف 
خلفي بألف خطوة دعم إليك أخي ما كان ليتم 

. تخرجي إلا بدعمك ومساندتك
ضعف ملاذي وقوتي في الإلى رفيقة دربي، ملجأي،

.إلى أختي حفظها الله
إلى أحسن من عرفني بهم القدر، إلى من تحلو 

يناس،هند،هناء،: بالإخاء وتميزوا بالوفاء  رى يسإ
.هديلشروق،

يق  إلى كل من كان عونا وسندا لي في هذا الطر
.ممتنة ل كم جميعا

دايرة أسماء -
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ڲؠ׿ڲ١
واৎ৊݄ٷިع، اৎ৊݄ܝ݆ ඔ൹ً ڣ؇ݬܭ ੆ျڎ اܳݱڰݠ আॻ༟ اܳگފ۰݄ ਊಾڎو ل؇ݪ٭؇ت، ይዧݠ ل۰ ଫଊ᛻੊اࠍ اܳٴྡྷ٭۰ ڢܹص ሒᇭ
૰૙ٺ؞ܭ اᄳᄟي اܳأڎدي اܳٷޙ؇م ༡ڎود ّܝލژ ༠؇ݬ۰ ᄭᄟ؇༡ ஓ஄ټܭ ًܭ ݁أݠڣ۰ ଫଃ༚ ᆇᅦܹ٭۰ ෠੼ݠد ྘ܳފب ؇ዛኡإ
اܳگފ۰݄ أن واৎ৊أݠوف اৎ৊ٺڎاول ݆݁ أَ۬ إذ ،ሒᇀ؇ފ੆اࠍ ً؇ܳލڍوذ ل؇ݪ٭؇ت ීෂا ڣݠوع ሒᇭ ް݄૭૜و ᆙᆕٷ۬،
ሒᇀ؇ފ੆اࠍ اܳލڍوذ ۱ڍا ݁ټܭ ۱ܭ ࠯࠵࠾ڎل: ଫଃټৎ৊وا اৎ৊ޚݠوح ႟ၽލৎ৊ا ܳـܝ݆ ݁أݠڣ۰، ଫଃ༚ ᆇᅦܹ٭۰ اܳݱڰݠ আॻ༟

اܳٺڰݠد؟ ً؇َأڎام أم ༇ຐ؇اܳٷ ً؞٭؇ب ਊಾਵਦޔ
ᆇᅒټ؇ل: اৎ৊ލٺݑ اܳأڎد ۋފ؇ب َ؊༠ڍ اৎ৊ޚݠوح ႟ၽލৎ৊ا ؜݆ ۰ً؇༥৕৑ا ً؞ݠض

lim
h→0

f(x+ h)− h

h

أن: إڣଫଐݪٷ؇ ڣߺࠊ
lim
h→0

1

h
= ∞

اܳأٴ؇رة ૭૖ޔ ሒᇭ اܳٺ؞؇ߌߵ أن: ߌߵ ଫଊاܳٺ ۱ٷ؇ ஓ୷ܝٷٷ؇ ؇ஓ୾ر ݁؇ዛኡ৖৑؇ل۰ اৎ৊ލٺگ۰ ا༟৙৑ڎاد ႟၍ ݿ٭۠أܭ ۱ڍا ڣ؆ن
ި۱ واᄳᄟي 0

0
:ሌᇿإ ݿ٭گިدَ؇ ଫଃاܳٺڰފ ۱ڍا ܳـܝ݆ اܳݱڰݠ، ሌᇿإ ألݯ؇ ّޝول اৎ৊ލٺݑ اܳأڎد ؇ዛኞ ොຶފص มฆܳا

ሒᇭ ྘ܳފب ᄭႍၽލৎ৊ا أن ሌᇿإ ଫଃ૰૏ ؇݁ ࢻࣖڢ۰، ጵ጑ොູو ࣁࣖرس اࠍ੆گ٭گ۰ ሒᇭ ؇ዛኡأ ৖৑إ ݁أݠڣ۰ ଫଃ༚ ᆇᅦܹ٭۰ ألݯ؇
ሒᇿ؇وً؇ܳٺ ۏިاب، ݆݁ ଫ଒أ܋ ሌᇿإ ๴ཟّڰ ڢڎ اܳأ݄ܹ٭۰ ۱ڍه أن ܋ިن ݆݁ ًܭ ذاّ۬ ොຳڎ اܳݱڰݠ আॻ༟ اܳٺگފࡗࡲ
أن وஓ୷ܝٷٷ؇ اܳިۏިد، ًأڎم و྘ܳݴ ۰ਃ಻ڎا༡ިܳا ًأڎم ๤ཏّڰ اܳݱڰݠ আॻ༟ اܳگފ۰݄ ڢ؇ًܹ٭۰ ༟ڎم أن ૭૙ྥٷٺھ
وොຶ؇ول ሒᇆ৚৑ا اܳٷޙ؇م ᆇᅒټ؇ل ܳٷ؊༠ڍ اࠍ੅ޚ٭۰، ا৙৑َޙ۰݄ ًأݥ আॻ༟ اܳݯިء ྲྀྥފܹ٭ޔ ۰ً؇༥৕৑ا ۱ڍه َިٔݑ

اࠍ੆ܭ: )إ෠ຬ؇د
2 1
2 1

)(
x1
x2

)
=

(
3
3

)
اܳފ؇ًݑ اܳٷޙ؇م ሒᇿ؇وً؇ܳٺ ࠯࠵࠺ܭ ᄭᄥً؇ڢ ଫଃ༚ Ax = b ᄭᄥ৵৩ৠ؇ڣ det(A) = 0 Ⴄ၍ن إذا أَ۬ اৎ৊أݠوف ݆݁

أن: ܋ިن ݆݁ ఈః༡ ጥ጑ஓ୷ ৖৑∣∣∣∣2 1
2 1

∣∣∣∣ = 0

1



৖৑ߺࠊ༡ ஓ஄ټܭ ؇ዛኡأ ෠ຶڎ x1 =

(
1
1

)
, x2 =

(
2
−1

)
, x3 =

(
3
−3

)
:ሒᇭ اࡺ࢘ࢦأ݆ ؜ٷڎ ܳـܝ݆

:႟ၽاܳލ ݆݁ ّܝٺص اࠍ੆ߺࠊل ݆݁ ݁؇ዛኡ৖৑؇ل۰ ෠ຶڎ أن ஓ୷ܝٷٷ؇ ዻዧذ ݆݁ ଫ଒܋৙৑وا ይዧٷޙ؇م،

x =

(
t+ 1

−2t+ 1

)
؜݆ ۰༥ر؇༠و ۱ఇዳዧٺ݄؇م ݁ټଫଃة ۋگ٭گ۰ ଫଊّأٺ มฆܳوا ؇ዛዀܹ༟ اৎ৊ٺۜݱܭ اܳފ؇ًگ۰ ۰༶اܳٷྥ٭ ܳٷ؇ ᄕცلޝ ؇݁ و۱ڍا
ܳٷڎرݿ۬ اৎ৊ިݪިع ۱ڍا ৕৑ۊٺ٭؇ر ܳٷ؇ Ⴄ၍ڣ٭؇ ༡؇ڣݞا اଫଃ༠৙৑ة ۱ڍه ೑಻Ⴄ၍ ۋ٭ت دراݿٺ۬، اৎ৊أٺ؇د اৎ৊؊ܳިف
݆݁ و۱ڍا اܳݱڰݠ” ݆݁ ۰ਊಱڢݠ ۰ਊಾر أو ނ؇ذة ݁ݱڰިڣ۰ ݁أܝިس ೞಱًـ”ّگݠ اৎ৊أٷ۰َި ෛູݠۏٷ؇ ݁ڍாணة ሒᇭ
اৎ৊ިݪިع، ۱ڍا ஓ୾ټܭ ዛᔻࡤࡲ ڢ؇رئ ႟၍ وَڰ٭ڎ ૭૙ٺڰ٭ڎ ปฆۋ ݁ٷ۬ ܳٷ؇ ๤ཏ྘ོ ؇݁ و๤ཇح ڣ۳݄۬ ᄭᄟو؇ො੼ أ༥ܭ

:ሒᇿ؇ܳٺႤ၍ ڣݱިل ఈఃٔث ݆݁ ᄭႍၽ݁ލ ݁ڍாணة ؜݆ ؜ٴ؇رة Ⴄ၍ن ዻዧذ وਐ಻؇ج
ا৙৑ول: اܳڰݱܭ

اఈዳዧز۰݁ ۰ਃಾ؇ل؇ݪ٭ ීෂا ً؇৙৑دوات ଫଃܳٺڍ܋؇ً ڣ٭۬ ᆇᅪٷ؇ واᄳᄟي أوܳ٭۰” و݁ڰ؇۱ࡗࡲ ”݁ٴ؇دئ ًأٷިان: Ⴄ၍ن اᄳᄟي
ّأ؇رلژ :ሒᇭ وஓ஄ټܹب ؇ዛኞ درال۰ আॻ༟ لܝިن أن ᆇᅦܹٷ؇ আॻ༟ గጻዧޚܹؕ ৖৑ࢻࣖ มฆܳوا اఈዳዧۋگ۰ اܳڰݱިل ܳٴٷ؇ء
ଫଃاܳٺڍ܋ ؕ݁ ݁ݱڰިڣ۰، ۰ਊಾر ݁ݱڰިڣ۰، ݁أܝިس ،۰ਃಾاᄳᄟا وا৙৑ނأ۰ اܳگࡗࡲ اৎ৊ݱڰިڣ؇ت، ۋިل ۰݁؇༟

اܳފగఒ޶. واࠍ੊ڎاء اܳٷޙࡗࡲ ஓ୾ڰ۳ިم
:ሒᇃ؇اܳټ اܳڰݱܭ

َ؇ڢݱ۰ ا௱௯௫ڎدة، اࠍ੅ޚ٭۰: ا৙৑َޙ۰݄ أَިاع ڣ٭۬ ਍ಾ؇وܳٷ؇ واᄳᄟي اࠍ੅ޚ٭۰” اৎ৊أ؇د৖৑ت ”ᆇᅹܭ : ًـ واৎ৊أٷިن
ሒᇭ ؇݁؇۱ دورا ܳأٴب มฆܳا ”ঌॻـਃಸႤ၍ رو૰૜٭۬ ل۰ ”َޙݠ আॻ༟ اܳݯިء ૭૜ܹ٭ޔ ؕ݁ اܳٺ༲ڎࢴࣖ و݁ڰݠޗ۰ اܳٺ༲ڎࢴࣖ
؇ᆇᆅࢻࣖور ؇ᆇᆅ؇ݿ واᄳፁዧان وَ؇ڢݱ۰) ᄭᄥ݁Ⴄ၍) اৎ৊ݱڰިڣ۰ ۰ਊಾر ೞ಻؇༥ ሌᇿإ اܳڰݱܭ ۱ڍا ৙৑ݿ؇ݿ٭؇ت ؇਍ಮ؇਍ಸ

اܳټ؇ܳت. ይዧڰݱܭ إਐ಻گ؇ܳٷ؇ ሒᇭ
اܳټ؇ܳت: اܳڰݱܭ

اৎ৊ݠًأ؇ت لگ۰ ޗݠ :݆݁ ࢻࣖال۰ ڣ٭۬ ڣݱܹٷ؇ واᄳᄟي ނ؇ذة” وނٴ۬ اܳލ؇ذة اৎ৊أ؇د৖৑ت ”ᆇᅹܭ : ًـ اৎ৊أٷިن
اࠍ੆ފ؇ݿ٭۰ ذات اࠍ੅ޚ٭۰ اৎ৊أ؇د৖৑ت ቕ቉ ݁ިرଫ଍ًوز و݁أܝިس ݁ٷڰݠدة ܳگࡗࡲ اܳٺڰܝ٭۹ ሌᇿإ ਵਦورا ؇ਃ಻ᄴᄟا
๤ཇط আॻ༟ اܳڰݱܭ ۱ڍا ሒᇭ ألݯ؇ ؇َ஼ணر პაႰ ا๤དྷܳޗ޶، ይዧأڎد اܳٺޚݠق دون ؇ዛዊ؜ ೓ಱڎ੆اࠍ ஓ୷৖৑ܝ݆ มฆܳا

.Landweber لگ۰ وޗݠ Tikhonov , TSVD لگ۰ ܋ޚݠ اܳٺٷޙࡗࡲ ޗݠق وًأݥ Ⴄၽਃಸرد
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1 ً؇ب

أ۰ո۰מ١ ڲء٢ո߈ߣ و ڲץոدىء
ॴబܙڲոن. ؔܙن ـܙن ”...؇ዛዀܹ༟ َأٺ؇د ًܭ ا৙৑ނ٭؇ء َڰ۳ܾ ৖৑ ل؇ݪ٭؇ت ීෂا ሒᇭ“

اܳڰݱިل ሒᇭ ݿྡྷފٺأ۳ܹ݄؇ มฆܳا ا৙৑ݿ؇ݿ٭۰ اৎ৊ڰ؇۱ࡗࡲ و اܳٺأ؇رلژ أ۱ܾ ۋިل ଫଃڍ܋ਐಸ دراݿྥٷ؇ َڰٺٺں
اৎ৊ڍாணة. රඝآ ሒᇭ اৎ৊ݠڣگ۰ اৎ৊ݠاۏؕ আॻ༟ ا৕৑ޗఈఃع ሌᇚُߌߵ ଫ଒أ܋ ይዧٺأ݄ݑ و اܳٺڰ؇ݬ٭ܭ ݆݁ గጻዧݞࢴࣖ اఈዳዧۋگ۰،

اिऻۢءܙոؔت ؉ֵ ׂ֔ۑ 1
ݿޚݠا n ذات ݁ݱڰިڣ۰ ૭૙݄޶ (m,n) ∈ N∗ × N∗ و ఈఃۋگ K ܳ٭ܝ݆ [1] 1 .1 ؉ֵ ׂ֔ۑ

:K اࠍ੆گܭ ሒᇭ ڢ٭݄۬ ل؊༠ڍ و Nn × Nm ݁ٷޚܹگ۬: ّޚٴ٭ݑ ႟၍ ᆇᅦިدا m و
A : 1 : n× 1 : m −→ K

i, j −→ A(i, j) = aij

ஓ஁ټܭ و Mn×m(K) :ਲ਼ਦීෂ؇ً ᆇᅦިدا m اܳـ و ݿޚݠا n اܳـ ذات اৎ৊ݱڰިڣ؇ت ۰༟ި݄௵௯௫ ਲ਼ਦߖߵ
:ሒᇿ؇اܳٺ اܳٷۜި আॻ༟ اৎ৊ݱڰިڣ۰

A =


a11 a12 · · · a1m
a21 a22 · · · a2m... ... . . . ...
an1 an2 · · · anm

 = (aij) i=1,...,n
j=1,...,m

.j واܳأ݄ިد i اܳފޚݠ ሒᇭ اܳިاڢؕ A اৎ৊ݱڰިڣ۰ ݆݁ ๤ཡ؜ٷ ި۱ aij ۋ٭ت
ᆇᅦިدا Mn×1(K) :݆݁ ݁ݱڰިڣ۰ ႟၍ و ݿޚݠا M1×m(K) :݆݁ ݁ݱڰިڣ۰ ႟၍ ૭૙݄޶

ނأ؇ع. ݁ݱޚܹں ؇݄ዛዊ݁ ႟၍ আॻ༟ ੯੩لޚ و
n×m :ި۱ A اৎ৊ݱڰިڣ۰ ًأڎ

ۋ٭ت: A,B,C ∈ Mn×m(K) اৎ৊ݱڰިڣ؇ت: ܳٺܝ݆
A = (aij)i=1:n, j=1:m , B = (bij)i=1:n, j=1:m , C = (cij)i=1:n, j=1:m
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:؇਍ಱᄴᄟ
A = B ⇐⇒ aij = bij i ∈ {1, . . . , n}, j ∈ {1, . . . ,m}
C = A+B ⇐⇒ cij = aij + bij i ∈ {1, . . . , n}, j ∈ {1, . . . ,m}
C = A− B ⇐⇒ cij = aij − bij i ∈ {1, . . . , n}, j ∈ {1, . . . ,m}
C = α× A ⇐⇒ cij = α · aij i ∈ {1, . . . , n}, j ∈ {1, . . . ,m}, α ∈ K

اिऻۢءܙոؔت أֿܙاع 2
اिऻۑ١ּ֔: اिऻۢءܙ١ؔ

اৎ৊ݱڰިڣ۰: ؜݆ َگިل 1 .2 ؉ֵ ׂ֔ۑ
A = (aij)i=1:n, j=1:m

n = m أي: اᆇᅦ৙৑ڎة ༟ڎد ૭૏؇وي ا৙৑ݿޚݠ ༟ڎد Ⴄ၍ن: إذا ਵਦًأ۰ ݁ݱڰިڣ۰ ؇ዛኡأ
.Mn(K) :ਲ਼ਦීෂ؇ً اৎ৊ݠًأ۰ اৎ৊ݱڰިڣ؇ت ᄭᄥܳأ؇ف ਲ਼ਦߖߵ و

ػܙاص
:ሒᇆ৚৑Ⴄ၍A اৎ৊ݠًأ۰ اৎ৊ݱڰިڣ۰ ො੼ڎد َأݠف أن ஓ୷ܝ݆ اৎ৊ݱڰިڣ۰: ො੼ڎد 1

det(A) =
m∑
j=1

(−1)i+jaij det(Aij) =
n∑

i=1

(−1)i+jaij det(Aij)

.؇ዛዊ݁ j اܳأ݄ިد و i اܳފޚݠ ༡ڍف ًأڎ A ؜݆ ۰෠ູ؇اܳٷ اৎ৊ݱڰިڣ۰ ሒሃ Aij ۋ٭ت:
اܳލ؇ذة. ً؇ৎ৊ݱڰިڣ۰ ݁أڎوم ො੼ڎد۱؇ ݁ݱڰިڣ۰ ႟၍ ૭૙݄޶

:A ∈ Mn(K) اৎ৊ݱڰިڣ۰ ܳٺܝ݆ 1 .2 ڲ୹୴ؼ܊١
det(αA) = αn det(A)
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ۋ٭ت: A اৎ৊ݠًأ۰ اৎ৊ݱڰިڣ۰ ܳٺܝ݆ اৎ৊ݱڰިڣ۰: أߜߵ 2

A =


a11 a12 · · · a1n
a21 a22 · · · a2n... ... . . . ...
an1 an2 · · · ann


.A గጻዧݱڰިڣ۰ ๴ཏ྘ཬීෂا ً؇ܳگޚݠ a11, a22, . . . , ann :๤ཛྷ؇اܳأٷ ૭૙݄޶

َܝٺص: و Tr(A) : ًـ ᄩᄟ ਲ਼ਦߖߵ و A اৎ৊ݱڰިڣ۰ ً؊ߜߵ ๴ཏ྘ཬීෂا اܳگޚݠ ๤ཛྷ؇؜ٷ ᆇ୞୘ިع ૭૙݄޶

Tr(A) =
n∑

i=1

aii

2 .2 ڲ୹୴ؼ܊١
∀A,B ∈ Mn(K) و α ∈ K ܳٺܝ݆:

1) Tr(αA) = αTr(A)

2) Tr(A+B) = Tr(A) + Tr(B)

ොູگݑ: Mn(K) ݆݁ A = (aij)i=1:n ਵਦًأ۰ ݁ݱڰިڣ۰ ႟၍ ሒሃ :١ֵ اڤ֔ݫݻ اिऻ׭ڪ׭מ١ اिऻۢءܙ١ؔ
i > j =⇒ aij = 0

݁أڎو۰݁: ๴ཏ྘ཬීෂا اܳگޚݠ ොູب มฆܳا ؇۱๤ཛྷ؇؜ٷ ᆇᅹ٭ؕ أن: أي

A =


a11 a12 a13 · · · a1n
0 a22 a23 · · · a2n
0 0 a33 · · · a3n... ... ... . . . ...
0 0 0 · · · ann


ොູگݑ: Mn(K) ݆݁ A = (aij)i=1:n ਵਦًأ۰ ݁ݱڰިڣ۰ ႟၍ ሒሃ اڤۻءڪמ١: اिऻ׭ڪ׭מ١ اिऻۢءܙ١ؔ

i < j =⇒ aij = 0
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݁أڎو۰݁: ๴ཏ྘ཬීෂا اܳگޚݠ ڣިق มฆܳا ؇۱๤ཛྷ؇؜ٷ ᆇᅹ٭ؕ أن: أي

A =


a11 0 0 · · · 0
a21 a22 0 · · · 0
a31 a32 a33 · · · 0... ... ... . . . ...
an1 an2 an3 · · · ann


؇ዛኤఈః݁؇݁أ ᆇᅹ٭ؕ Mn(K) ݆݁ A = (aij)i=1:n ਵਦًأ۰ ݁ݱڰިڣ۰ ႟၍ ሒሃ :١ֵ اڤؠ܋ۑ اिऻۢءܙ١ؔ

݁أڎو۰݁: ؇۳ၯ၍ ྘ܳފب ๴ཏ྘ཬීෂا اܳگޚݠ ๤ཛྷ؇؜ٷ ً؇ݿྦྷٺٷ؇ء ݁أڎو۰݁
i 6= j =⇒ aij = 0

أن: أي

A =


a11 0 0 · · · 0
0 a22 0 · · · 0
0 0 a33 · · · 0... ... ... . . . ...
0 0 0 · · · ann


ً؇ܳݱ٭؞۰: ݁أݠڣ۰ Mn(K) ݆݁ In = (aij)i=1:n ݁ݱڰިڣ۰: ႟၍ اڤܙاຒ׿١ֵ: اिऻۢءܙ١ؔ

୍ଲਃ಻وாண ਲ਼ਦر ި۱ δij ۋ٭ت: Mn(K) ሒᇭ اܳިا༡ڎل۰ ً؇ৎ৊ݱڰިڣ۰ ް݄૭૜ aij = δij

δij =

{
1 ; i = j

0 ; i 6= j

3 .2 ڲ୹୴ؼ܊١
ި۱ ො੼ڎد۱؇ ڣ؆ن ݿڰܹ٭۰) أو ل۰ (༟ߺࠊ ݁ټܹټ٭۰ أو ل۰ ڢޚݠ ݁ݱڰިڣ۰ A ∈ Mn(K) :೑಻Ⴄ၍ إذا

أي: ๴ཏ྘ཬීෂا اܳگޚݠ ๤ཛྷ؇؜ٷ ๤ཚب ༡؇ݬܭ

det(A) =
n∏

i=1

aii

૭૏؇وي: اܳިا༡ڎل۰ اৎ৊ݱڰިڣ۰ ො੼ڎد
det(In) = 1
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اৎ৊ݱڰިڣ۰: ݁أܝިس
إذا ނ؇ذة) ଫଃ༚ َگިل أو (݁ٷٺޙ۰݄ ይዧأܝݴ ᄭᄥً؇ڢ اৎ৊ݠًأ۰ A اৎ৊ݱڰިڣ۰ ّܝިن 2 .2 ؉ֵ ׂ֔ۑ
ّ۬؇۱ ሒᇭ ، AB = BA = In ොູگݑ: و A أًأ؇د ਍ಸڰݴ ਵਦًأ۰ B ݁ݱڰިڣ۰ و༥ڎت
.A−1 : ًـ ؇ୖ୒ ਲ਼ਦߖߵ و A اৎ৊ݱڰިڣ۰ ݁أܝިس ް݄૭૜ و وۋ٭ڎة ّܝިن B اৎ৊ݱڰިڣ۰ ᄭᄟ؇੆اࠍ

ّܝިن A اৎ৊ݱڰިڣ۰ :ปฃأஓ୾ det(A) 6= 0 Ⴄ၍ن: إذا وڣگޔ إذا ݁ިۏިداً A−1 لܝިن:
ނ؇ذة. ଫଃ༚

ሒᇭ ݁ިۏިد، ଫଃ༚ ا৕৑؜ٺ٭؇دي ؇ዝངިأܝᆇᅫ det(A) = 0 ނ؇ذة: A اৎ৊ݱڰިڣ۰ ೑಻Ⴄ၍ إذا
اৎ৊أܝިس. ނٴ۬ أو اৎ৊أ݄ܾ اৎ৊أܝިس ݁ڰ۳ިم ሌᇿإ ݿྡྷٺޚݠق اܳگ؇د۰݁ اܳڰݱިل

4 .2 ڲ୹୴ؼ܊١
det(A−1) = 1det(A) ڣ؆ن: A−1 وۏިد ᄭᄟ؇༡ ሒᇭ

:ᄭᄥފٺޚ٭ৎ৊ا اৎ৊ݱڰިڣ۰
ذات ᄭᄥ݁ފٺޚ٭ ݁ݱڰިڣ۰ ؇ዛኡأ A ∈ Mn×m(K) اৎ৊ݱڰިڣ۰: ؜݆ َگިل 3 .2 ؉ֵ ׂ֔ۑ

n 6= m أي: اᆇᅦ৙৑ڎة ༟ڎد ؜݆ ෛຬٺܹژ ؇ዛዀڣ ا৙৑ݿޚݠ ༟ڎد Ⴄ၍ن إذا n×m اܳٴأڎ:
5 .2 ڲ୹୴ؼ܊١

ጥ጑ٺஓ஄ ؇ዛኡأ ৖৑إ ݁ިۏިد ଫଃ༚ ا৕৑؜ٺ٭؇دي ؇ዝངި݁أܝ ሒᇿ؇ܳٺ؇ً ො੼ڎد، ᄭᄥފٺޚ٭ৎ৊ا గጻዧݱڰިڣ۰ ྘ܳݴ
݁أܝިس. ނٴ۬

ዻዧذ ሒᇭ ؇ஓ୾ اৎ৊ݱڰިڣ؇ت أَިاع ᆇᅹ٭ؕ ෛູݧ ؇۱ாணݿٷڍ มฆܳا اৎ৊ݱڰިڣ؇ت আॻ༟ اܳأ݄ܹ٭؇ت ႟၍
.(ᄭᄥފٺޚ٭ৎ৊ا اৎ৊ݱڰިڣ۰ ݆݁ ༠؇ݬ۰ ᄭᄟ؇༡ اৎ৊ݠًأ۰ (اৎ৊ݱڰިڣ۰ ؇ዛዊ݁ اৎ৊ݠًأ۰

اिऻۢءܙոؔت ࣷ࣬ຐ اڤ֔ڵڪמոت 3
ո֔۳ع: ᆃᅞ ڲۢءܙ١ؔ ෕໋ب

اܳگިل ஓ୷ܝ݆ ༟؇م ႟ၽ૰૖ v ∈ Mn×1(K) واܳލأ؇ع: A ∈ Mn×m(K) اৎ৊ݱڰިڣ۰: ܳٺܝ݆
لگٺ؇ن: ޗݠ ᄩᄟ ૰૖أ؇ع ݁ݱڰިڣ۰ ๤ཚب أن
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اܳފޚݠ ๤ཚب ༇ຐ؇َ ،v ً؇ܳލأ؇ع A اৎ৊ݱڰިڣ۰ ݆݁ ݿޚݠ ႟၍ ๤ཟَب :ሌᇿو৙৑ا لگ۰ اܳޚݠ
اܳأ݄ܹ٭۰. َިاݬܭ وᄔჼ۱ا ،༇ຐ؇اܳٷ ይዧލأ؇ع ሌᇿو৙৑ا اৎ৊ݠ܋ٴ۰ لأޚ޶ اܳލأ؇ع ሒᇭ గጻዧݱڰިڣ۰ ا৙৑ول

(1) 1ڲ׭ոل 1 6
3 0 3
1 1 4

2
5
0

 =

1×2 + 1×5 + 6×0
3×2 + 0×5 + 3×0
1×2 + 1×5 + 4×0

 =

7
6
7


༇ຐ؇َ ،ᄩᄟ ᄭᄥً؇گৎ৊ا v اܳލأ؇ع ஓ୾ݠ܋ٴ۰ A اৎ৊ݱڰިڣ۰ ݆݁ ᆇᅦިد ႟၍ ๤ཟَب :۰ਃ಻؇اܳټ لگ۰ اܳޚݠ

.A اৎ৊ݱڰިڣ۰ ᆇᅦ৙৑ڎة ۊޚ޶ ਲ਼ਦج ި۱ ᄭᄟ؇੆اࠍ ّ۬؇۱ ሒᇭ ا๤ཟܳب
(2) ڲ׭ոل

1 1 6
3 0 3
1 1 4

2
5
0

 = 2

1
3
1

+ 5

1
0
1

+ 0

6
3
4

 =

7
6
7


1 .3 ڲ୹୴ؼ܊١

.v اܳލأ؇ع أݿޚݠ ༟ڎد ؕ݁ A اৎ৊ݱڰިڣ۰ أᆇᅦڎة ༟ڎد ਐಱިاڣݑ أن ෠ຬص ނأ؇ع ሒᇭ ݁ݱڰިڣ۰ ๤ཚب ؜ٷڎ
ᄩᄟ ਲ਼ਦوߖߵ اᆇᅦ৙৑ڎة ًڰݯ؇ء A اৎ৊ݱڰިڣ۰ ᆇᅦ৙৑ڎة اࠍ੅ޚ٭۰ اৎ৊ݞوج ᆇᅹ٭ؕ ݆݁ اည৊ܝިن اܳڰݯ؇ء ૭૙݄޶

.Col(A) ًـ
:؇ዛዊ݁ ாணࣕ ࢾ اৎ৊ݱڰިڣ؇ت ๤ཟܳب ޗݠق ༟ڎة ༥ިّڎ ڲۢءܙ١ؔ: ᆃᅞ ڲۢءܙ١ؔ ෕໋ب

n × m اܳٴأڎ: ذات A = (aij)i=1:n,j=1:m اৎ৊ݱڰިڣ۰: ܳٺܝ݆ ا৕৑؜ٺ٭؇دي: ا๤ཟܳب 1
ި۱ A · B ا๤ཟܳب: ༡؇ݬܭ m× p اܳٴأڎ: ذات B = (bjk)j=1:m,k=1:p واৎ৊ݱڰިڣ۰:
ොຬފص j اܳأ݄ިد و i اܳފޚݠ ሒᇭ اܳިاڢؕ cij ๤ཡاܳأٷ ොຳ٭ت: n× p اܳٴأڎ: ذات C اৎ৊ݱڰިڣ۰

cik =
∑m

j=1 aijbjk اܳٺ؇ܳ٭۰: اܳݱ٭؞۰ ً؇ݿٺ༱ڎام
2 .3 ڲ୹୴ؼ܊١

A اৎ৊ݱڰިڣ۰ أᆇᅦڎة ༟ڎد لܝިن: أن ި۱ ا৕৑؜ٺ٭؇دي ا๤ཟܳب රජ৕৑اء ๴ང؇ݿ৙৑ا ا๤དྷܳط
.B اৎ৊ݱڰިڣ۰ أݿޚݠ ܳأڎد ݁ފ؇وي
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(3) ڲ׭ոل
ڣ؆ن: B =

(
5 6
7 8

)
و A =

(
1 2
3 4

)
:೑಻Ⴄ၍ إذا

A·B =

(
1 2
3 4

)(
5 6
7 8

)
=

(
1×5 + 2×7 1×6 + 2×8
3×5 + 4×7 3×6 + 4×8

)
=

(
19 22
43 50

)

3 .3 ڲ୹୴ؼ܊١
๤ཡًأٷ ๤ཡ؜ٷ و๤ཚب ୍ଲਃ಻وாண ܋๤ཟب ݁ݱڰިڣ۰ ሒᇭ ݁ݱڰިڣ۰ ๤ཟܳب أරඝى أَިاع ༥ިّڎ

.؇਍ಾாண݁ڍ ሒᇭ ؇ዛዀܳإ ਐ಻ޚݠق ቕረ มฆܳوا

ڲۢءܙ١ؔ: ڲרؠܙل
ਲ਼ਦوߖߵ أݿޚݠ واᆇᅦ৙৑ڎة أᆇᅦڎة ا৙৑ݿޚݠ ۏأܭ ؜݆ ۰෠ູ؇اܳٷ اৎ৊ݱڰިڣ۰ ި۱ A اৎ৊ݱڰިڣ۰ ݁ٷگިل

ۋ٭ت: A⊺ ًـ ᄩᄟ
A⊺ = (aji)j=1:m,i=1:n

ػܙاص

det(A⊺) = det(A) ⇔ A ∈ Mn(K)

(A± B)⊺ = A⊺ ± B⊺

(A⊺)⊺ = A

(kA)⊺ = kA⊺

(AB)⊺ = B⊺A⊺

:؇ୖ୒ިٷگৎ৊ ل۰ اৎ৊ފ؇و اৎ৊ݠًأ۰ اৎ৊ݱڰިڣ۰ ሒሃ و اৎ৊ٺٷ؇ޖݠة: اৎ৊ݱڰިڣ۰
A⊺ = A ⇔ ݁ٺٷ؇ޖݠة A
ොູگݑ: ਵਦًأ۰ ݁ݱڰިڣ۰ ႟၍ ሒሃ اৎ৊ٺأ؇݁ڎة: اৎ৊ݱڰިڣ۰

A⊺ = A−1

أن: أي
AA⊺ = A⊺A = I
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4 .3 ڲ୹୴ؼ܊١
أو ᆇᅦႧ၍ڎة ݿިاء اৎ৊ݱڰިڣ۰ ّ۬؇۱ ّݯ۳݄؇ มฆܳا ا৙৑ނأ۰ ڣ؆ن ݁ٺأ؇݁ڎة ݁ݱڰިڣ۰ A ೑಻Ⴄ၍ إذا

ا৙৑ނأ۰. ݆݁ ؇۱ଫଃ༚ ؕ݁ ݁ٺأ؇݁ڎة ّܝިن Ⴇ၍ݿޚݠ

ڲۢءܙ١ؔ: ١ॻయر
ا৙৑ނأ۰. ዛኞڍه ᄴᄟި݁ ሒᆶඹජ ڣݯ؇ء ଫଊأ܋ ًأڎ ި۱ ا৙৑ނأ۰ ݆݁ ᄭᄥف؇༟ ۰ਊಾر اࠍ੅ޚ޶ ଫଊ᛻੊اࠍ ሒᇭ

ڣݯ؇ء ݆݁ ሒᆶඹජ ڣݯ؇ء و۱ި اܳٺޚٴ٭ݑ ݬިرة ًأڎ ި۱ F ިොຶ E ݆݁ ۊޚ޶ ّޚٴ٭ݑ ۰ਊಾر
.F اܳިݬިل

ا৙৑ނأ۰ ᄭᄥف؇༟ ۰ਊಾر ؇ዛኡأ اܳگިل وஓ୷ܝ݆ ᄩᄥټஓ஄ اᄳᄟي اࠍ੅ޚ޶ اܳٺޚٴ٭ݑ ۰ਊಾر ሒሃ ݁ݱڰިڣ۰ ۰ਊಾر
اৎ৊ݱڰިڣ۰. أᆇᅦڎة ݆݁ اည৊ܝ۰َި

5 .3 ڲ୹୴ؼ܊١
rank(A) ≤ min(m,n) ڣ؆ن: n×m اܳٴأڎ ذات ݁ݱڰިڣ۰ A ೑಻Ⴄ၍ إذا

١ॴయاႤ႐ا ١֔۳ॊूوا ١ॴయاႤ႐ا اڤؠ߈ߣ 4
႟၍ أن َگިل أࢾࣖو݁ިرڣ଩ଃم، T و K اࠍ੆گܭ আॻ༟ ሒᇼ؇ނأ ڣݯ؇ء E أن َڰݠض 1 .4 ؉ֵ ׂ֔ۑ

T ܳـ ሒᇆذا ނأ؇ع أَ۬ λ ∈ K ۋ٭ت T (v) = λv وොຬگݑ: اܳݱڰݠ ؜݆ ෛ੼ٺܹژ v ∈ E
.v⃗ ܳـ ۰ਃಾذا ڢ٭۰݄ λ ሌᇼࣖوࣁ

ොຬگݑ: ألݯ؇ A గጻዧݱڰިڣ۰ v⃗ ሒᇆاᄳᄟا اܳލأ؇ع ڣ؆ن: أࢾࣖو݁ިرڣ଩ଃم ሒሃ اৎ৊ݠًأ۰ اৎ৊ݱڰިڣ۰ أن ؇ஓ୾
.v⃗ ܳـ ۰ਃಾذا ڢ٭۰݄ λ ؕ݁ Av⃗ = λv⃗

1 .4 ڲ୹୴ؼ܊١
Av⃗ = λv⃗ ⇒ Av⃗ − λv⃗ = 0 ⇒ (A− λIn)v⃗ = 0

ڢ٭۰݄ λ ۋ٭ت (A− λIn)v⃗ = 0 : ᄭᄥ৵৩ৠا ༡ܭ ሌᇿإ لޝول A ܳـ ሒᇆاᄳᄟا اܳލأ؇ع إ෠ຬ؇د أن أي
.v⃗ ܳـ ۰ਃಾذا

10



݁ݱڰިڣ۰ ሒሃ In ۋ٭ت A ܳـ ا଩ଃ݄ৎ৊ة ً؇ৎ৊ݱڰިڣ۰ A − λIn اৎ৊ݱڰިڣ۰ ሌᇼࣖࣁ ا଩ଃ݄ৎ৊ة: اৎ৊ݱڰިڣ۰
:ሒᇆ৚৑Ⴄ၍ ො੼ڎد۱؇ لܝިن و ا༡ިܳڎة

det(A− λIn) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 − λ a12 a13 . . . a1n
a21 a22 − λ a23 . . . a2n... ... ... . . . ...
an1 an2 an3 . . . ann − λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
: ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ༥ڍور

det(A− λIn) = (−1)nλn + Cn−1λ
n−1 + · · ·+ C1λ+ C0 = 0

.A ًޚ٭ژ اࠍ੊ڍور ႟၍ ۰༟ިᆇ୞୘ ؜ٷڍࢱࣕ ૭૙݄޶ و ،A ܳـ ۰ਃಾاᄳᄟا اܳگࡗࡲ ሒሃ
Pn اࠍ੆ڎود ଫଃ܋ټ ሌᇼࣖࢴ K اࠍ੆گܭ আॻ༟ A ݁ݱڰިڣ۰ ႟၍ أ༥ܭ ݆݁ గጻዧݱڰިڣ۰: ଩ଃ݄ৎ৊ا اࠍ੆ڎود ଫଃ܋ټ

Ⴄ၍ن: إذا وڣگޔ إذا A ܳـ ۰ਃಾاᄳᄟا ً؇ܳگ٭۰݄ λ ۋ٭ྡྷ٪ڍ ሌᇼࣖوࣁ A ܳـ ଩ଃ݄ৎ৊ا اࠍ੆ڎود ଫଃًܝټ
det(A− λIn) = 0

اڤո٢જ੻ن:
:ሒᇿ؇اܳٺ اܳٺႤၽڣޝ ݆۱ଫଊܳٷ

det(A− λIn) = 0 ⇔ λ ܳـ ۰ਃಾذا ڢ٭۰݄ A
݁أٷ؇ه: A ܳـ ۰ਃಾذا ڢ٭۰݄ λ أن َڰݠض ا৙৑ول: ا৖৑ݿٺܹݞام
Av⃗ = λv⃗

Av⃗ − λv⃗ = 0

(A− λI)v⃗ = 0⃗ (⋆)

أن: ෠ຶڎ ⋆ ݆݁
و༟ܹ٭۬ ker(A − λIn) 6= 0 إذن: v⃗ 6= 0 لژ: اܳٺأݠ ݆݁ ܳـܝ݆ v⃗ ∈ ker(A − λIn):ዻዧذ ؜݆ ڣ٭ྡྷٺھ ይዧأܝݴ ᄭᄥً؇ڢ ଫଃ༚ A− λIn اৎ৊ݱڰިڣ۰

det(A− λIn) = 0

ሒᇿ؇وً؇ܳٺ ይዧأܝݴ، ᄭᄥً؇ڢ ଫଃ༚ A−λIn ݁أٷ؇ه: det(A−λIn) = 0 أن َڰݠض :ሒᇃ؇اܳټ ا৖৑ݿٺܹݞام
ڣ٭ྡྷٺھ: v⃗ ∈ ker(A− λIn) ොຬگݑ v⃗ 6= 0 ل༥ިڎ أي ker(A− λIn) 6= 0 لܝިن:

(A− λIn)v⃗ = 0⃗
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Av⃗ − λInv⃗ = 0

Av⃗ = λv⃗

.A ܳـ ۰ਃಾذا ڢ٭۰݄ λ أن ෠ຶڎ ሒᇆاᄳᄟا اܳލأ؇ع لژ ّأݠ و݆݁
(1) ڲ׭ոل

:႟ၽܳލ؇ً و݁أݠڣ۰ 2 ًأڎ۱؇ ਵਦًأ۰ ݁ݱڰިڣ۰ A ܳٺܝ݆
A =

(
3 −1
−2 2

)
.A గጻዧݱڰިڣ۰ ۰ਃಾاᄳᄟا وا৙৑ނأ۰ ۰ਃಾاᄳᄟا واܳگࡗࡲ ଩ଃ݄ৎ৊ا اࠍ੆ڎود ଫଃ܋ټ ༥ڎ

اࠍ੆ܭ:
:଩ଃ݄ৎ৊ا اࠍ੆ڎود ଫଃ܋ټ

det(A− λI2) =

∣∣∣∣3− λ −1
−2 2− λ

∣∣∣∣
= (3− λ)(2− λ)− (−1)(−2)

= λ2 − 5λ+ 6− 2

= λ2 − 5λ+ 4

إذن:
P (λ) = λ2 − 5λ+ 4

λ1 = 4 , λ2 = 1 :۰ਃಾاᄳᄟا اܳگࡗࡲ
:۰ਃಾاᄳᄟا ا৙৑ނأ۰

(A− λIn)v⃗ = 0

λ1 = 4 أ༥ܭ: ݆݁
(
−1 −1
−2 −2

)
×
(
x1
x2

)
=

(
0
0

)
⇒

{
−x1 − x2 = 0

−2x1 − 2x2 = 0

و݁ٷ۬:
v⃗1 = 〈−1, 1〉
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λ2 = 2 أ༥ܭ: ݆݁
(

2 −1
−2 1

)
×
(
x1
x2

)
=

(
0
0

)
⇒

{
2x1 − x2 = 0

−2x1 + x2 = 0

و݁ٷ۬:
v⃗2 = 〈1, 2〉

ػܙاص
:۰ਃಾاᄳᄟا اܳگࡗࡲ ۊިاص

ڢ٭۰݄ 1

λ
ڣ؆ن ይዧأܝݴ ᄭᄥً؇ڢ A ৎ৊ݱڰިڣ۰ ݁أڎو۰݁ ଫଃ༚ ۰ਃಾذا ڢ٭۰݄ λ ೑಻Ⴄ၍ إذا :1 ༠؇ݬ٭۰

.A−1 ܳـ ۰ਃಾذا
اڤո٢જ੻ن:

و݁ٷ۬: ݁ިۏިد A−1 ڣ؆ن ይዧأܝݴ ᄭᄥً؇ڢ A أن ؇ஓ୾ Av⃗ = λv⃗ ෠ຶڎ ۰ਃಾاᄳᄟا اܳگ٭۰݄ لژ ّأݠ ݆݁
A−1Av⃗ = A−1(λv⃗)

v⃗ = λ(A−1v⃗)

:λ আॻ༟ ً؇ܳگފ۰݄ ڣ؆َ۬ λ 6= 0 أن: ؇ஓ୾
1

λ
v⃗ = (A−1v⃗)

A−1v⃗ =
1

λ
v⃗

.A−1 ܳـ ۰ਃಾذا ڢ٭۰݄ 1
λ

أن: ෠ຶڎ لژ اܳٺأݠ ݆݁ و༟ܹ٭۬
గጻዧݱڰިڣ۰. ๴ཏ྘ཬීෂا اܳگޚݠ ๤ཛྷ؇؜ٷ ڢࡗࡲ ሒሃ ݁ټܹټ٭۰ ৎ৊ݱڰިڣ۰ ۰ਃಾاᄳᄟا اܳگࡗࡲ :2 ༠؇ݬ٭۰

:ި۱ A ܳـ ଩ଃ݄ৎ৊ا اࠍ੆ڎود ଫଃ܋ټ و݁ٷ۬ ݁ټܹټ٭۰ ݁ݱڰިڣ۰ A ܳٺܝ݆ اڤո٢જ੻ن:
det(A− λIn) = (a11 − λ)(a22 − λ)(a33 − λ)...

:ሒሃ A ܳـ ۰ਃಾاᄳᄟا اܳگࡗࡲ ڣ؆ن ༟ܹ٭۬ و
λ1 = a11 , λ2 = a22 , λ3 = a33 ...
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.۰ਃಾاᄳᄟا اܳگࡗࡲ َڰݴ ؇݄ୖ୒ A⊺ و A اৎ৊ݱڰިڣ۰ :3 ༠؇ݬ٭۰
اڤո٢જ੻ن:
:؇਍ಱᄴᄟ

|A| = |A⊺| ⇒ |A⊺ − λI| = |(A⊺ − λI)|⊺ = |A− λI|

أي:
|A⊺ − λI| = |A− λI|

.۰ਃಾاᄳᄟا اܳگࡗࡲ َڰݴ ؇݄ୖ୒ إذا ଩ଃ݄ৎ৊ا اࠍ੆ڎود ଫଃ܋ټ َڰݴ A⊺ و A ܳـ و݁ٷ۬
ނ؇ذة. ݁ݱڰިڣ۰ A ڣ؆ن: ݁أڎو۰݁ A గጻዧݱڰިڣ۰ λ ۰ਃಾاᄳᄟا اܳگ٭۰݄ ೑಻Ⴄ၍ إذا :4 ༠؇ݬ٭۰

اڤո٢જ੻ن:
݁ݱڰިڣ۰ D ۋ٭ت A = PDP−1 ႟ၽܳލ؇ً ؇ዛውᚳ؇঺঒ ஓ୷ܝ݆ و༟ܹ٭۬ ਵਦًأ۰ ݁ݱڰިڣ۰ A ؇਍ಱᄴᄟ

إذن: ل۰، ڢޚݠ
|A| = |PDP−1| = |P ||D||P−1| = |P || 1

P
||D| = |D|

det(A) = det(D) =
∏n

i=1 λi أن: أي
ނ؇ذة. ݁ݱڰިڣ۰ A أن أي ،det(A) = 0 ڣ٭ܝިن: λj = 0 َݯؕ j ∈ 1 : n أ༥ܭ: ݆݁

ػܙاص
:۰ਃಾاᄳᄟا ا৙৑ނأ۰ ۊިاص

.ሒᇆذا ނأ؇ع إ෠ຬ؇د ا৙৑ڢܭ আॻ༟ ஓ୷ܝ݆ ۰ਃಾذا ڢ٭۰݄ ႟ၽܳ :1 ༠؇ݬ٭۰
اڤո٢જ੻ن:

A−λIn اৎ৊ݱڰިڣ۰ ڣ؆ن و༟ܹ٭۬ det(A−λIn) = 0 ا଩ଃ݄ৎ৊ة ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ༡ߺࠊل ሒሃ ۰ਃಾاᄳᄟا اܳگࡗࡲ
ا৙৑ًأ؇د: ل۰ َޙݠ و݆݁ rank(A− λIn) < n لܝިن ሒᇿ؇وً؇ܳٺ ނ؇ذة ݁ݱڰިڣ۰

rank(A− λIn) +Null(A− λIn) = n

Null(A) = n− rank(A) أن: أي
(A− λIn)v⃗ = 0⃗ ොຳ٭ت: v⃗ 6= 0⃗ ۋٺ݄؇ ل༥ިڎ إذن

Av⃗ = λv⃗ و݁ٷ۬:
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u1, u2, ..., un ೑಻Ⴄ၍و ਵਦة n ଲ୍݁رة A గጻዧݱڰިڣ۰ ۰ਃಾذا ڢ٭۰݄ λ ೑಻Ⴄ၍ إذا :2 ༠؇ݬ٭۰
ألݯ؇ لܝިن ∑n

i=1 αiui اࠍ੅ޚ޶ اৎ৊ݞج ڣ؆ن λ ۰ਃಾاᄳᄟا ይዧگ٭۰݄ اৎ৊ݠاڣگ۰ ۰ਃಾاᄳᄟا ا৙৑ނأ۰ ሒሃ
.λ ۰ਃಾاᄳᄟا ይዧگ٭۰݄ ਵਦاڣگ؇ و A గጻዧݱڰިڣ۰ ؇ਃಾذا ؇༟؇ނأ

اڤո٢જ੻ن:
Aui = λui و݁ٷ۬: λ ይዧگ٭۰݄ ਵਦاڣگ۰ ۰ਃಾذا أނأ۰ u1, u2, u3, ..., un أن: َڰݠض

:؇਍ಱᄴᄟ

A
n∑

i=1

αiui =
n∑

i=1

αiAui =
n∑

i=1

αi(λui) = λ
n∑

i=1

αiui

.A గጻዧݱڰިڣ۰ ሒᇆذا ނأ؇ع ި۱∑n
i=1 αiui اࠍ੅ޚ޶ اৎ৊ݞج إذن

ۊޚ٭؇. ᄭᄥ݁ފٺگ أނأ۰ ሒሃ ෛ੼ٺܹڰ۰ ۰ਃಾذا ܳگࡗࡲ اৎ৊ݠاڣگ۰ ۰ਃಾاᄳᄟا ا৙৑ނأ۰ :3 ༠؇ݬ٭۰
గጻዧݱڰިڣ۰ ݁أڎو۰݁ ଫଃ༚ ۰ਃಾذا ڢ٭۰݄ λ و ይዧأܝݴ ᄭᄥً؇ڢ ݁ݱڰިڣ۰ A ೑಻Ⴄ၍ إذا :4 ༠؇ݬ٭۰
۰ਃಾاᄳᄟا ا৙৑ނأ۰ ؇ዝཏَڰ ሒሃ 1

λ
۰ਃಾاᄳᄟا ይዧگ٭۰݄ اৎ৊ݠاڣگ۰ A−1 గጻዧݱڰިڣ۰ ۰ਃಾاᄳᄟا ا৙৑ނأ۰ إذن A

.λ ۰ਃಾاᄳᄟا ይዧگ٭۰݄ واৎ৊ݠاڣگ۰ A గጻዧݱڰިڣ۰
ا৙৑ݬ؞ݠي: اࠍ੆ڎود ଫଃ܋ټ

܋ټଫଃا m(x) و p(x) Ⴄ၍ن ڣ؆ذا K اࠍ੆گܭ আॻ༟ اࠍ੆ڎود ܋ټଫଃات ༡ܹگ۰ ሒሃ F (x) أن َڰݠض
ොຳ٭ت: F (x) ݆݁ r(x) و q(x) ༡ڎود ܋ټଫଃا ل༥ިڎ ؜ٷڎࢱࣕ p(x) 6= ۋ٭ت0 F (x) ݆݁ ༡ڎود

m(x) = p(x)q(x) + r(x)

ଫଃ܋ټ أݬ؞ݠ ި۱ m(x) Ⴄ၍ن إذا وڣگޔ إذا A ܳـ أݬ؞ݠي ༡ڎود ଫଃ܋ټ m(x) و ਵਦًأ۰ ݁ݱڰިڣ۰ A
.m(A) = 0 ොຬگݑ: ༡ڎود

(1) ١ֵ ֿ܊ۑ
A ܳـ ଩ଃ݄ৎ৊ا اࠍ੆ڎود ଫଃ܋ټ Pn(x) وܳ٭ܝ݆ A ∈ Mn(K) ܳٺܝ݆ ۱؇ܹ݁ٺިن: ঌॻلႤ၍ ل۰ َޙݠ

.Pn(A) = 0 لܝިن ؜ٷڎࢱࣕ

.؇ୖ୒ ༟؇دم أَ۬ A ܳـ ଩ଃ݄ৎ৊ا اࠍ੆ڎود ଫଃ܋ټ ؜݆ َگިل : 2 .4 ڲ୹୴ؼ܊١
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اڤר܊߈ߣ 5
اܳٺ؇ܳ٭۰: ا๤དྷܳوط ොຬگݑ N : Rn → R+ ّޚٴ٭ݑ ႟၍ Rn আॻ༟ N َޙ٭ً݄؇ ૭૙݄޶ .1 .5 ؉ֵ ׂ֔ۑ

اڤءۢڞ: ෕ຸط (1
∀x ∈ Rn, N(x) = 0 ⇐⇒ x = 0

:༦ණոວاڤ׫ ෕ຸط (2
∀x ∈ Rn, ∀λ ∈ R, N(λx) = |λ| ·N(x)

اिऻ׭ڪ׭מ١: ١ॾఢո׫ץिऻا ෕ຸط (3
∀x, y ∈ Rn, N(x+ y) ≤ N(x) +N(y)

.‖x‖ ਲ਼ਦීෂ؇ً ᄩᄟ ਲ਼ਦُوߌߵ x َޙࡗࡲ N(x) ްّ݄૭ُ૏

ػܙاص
∀x ∈ E : N(−x) = N(x) (1

∀x ∈ E : N(x) ≥ 0 (2
اڤո٢જ੻ن:

(1
∀x ∈ E : N(−x) = | − 1| ·N(x) = N(x)

(2
∀x ∈ E : 0 = N(x− x) ≤ N(x) +N(−x) = 2N(x)

=⇒ N(x) ≥ 0

1 .5 ڲ୹୴ؼ܊١
X = (x1, x2, ..., xn)

⊺ ∈ Rn اܳލأ؇ع ؇਍ಱᄴᄟ Ⴄ၍ن إذا ،Rn আॻ༟ َޙܾ ༟ڎة لژ ّأݠ ஓ୷ܝ݆
ڣ؆ن:

1) ‖X‖1 =
n∑

i=1

|xi| 2) ‖X‖2 =

√√√√ n∑
i=1

x2i 3) ‖X‖∞ = max
1≤i≤n

|xi|
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ڣ؆ن ሒᇿ؇وً؇ܳٺ ،K اࠍ੆گܭ আॻ༟ ሒᇼ؇ނأ ڣݯ؇ء (Mn(K), ‖.‖) أن اৎ৊أߺࠊم ݆݁ .2 .5 ؉ֵ ׂ֔ۑ
ً؇ܳأఈఃڢ۰: اܳٷޙࡗࡲ ؜݆ ଫଊلأ ۋ٭ت గጻዧݱڰިڣ؇ت. اܳٷޙ٭݄޶ ً؇ܳڰݯ؇ء ሌᇼࣖࢴ (Mn(K), ‖.‖)

‖A‖ = max
x 6=0

‖Ax‖
‖x‖

.

اिऻۢءܙ١ؔ ڤר܊گ ا۰ո۰ॊूמ١ اॊूֿܙاع 6
:‖A‖l اჸთॊू׿ة ֿ܊߈ߣ

‖A‖l = max
1≤j≤m

(
n∑

i=1

|aij|

)
, ∀A ∈ Mn,m(K)

:‖A‖m ا۰ॊू܋ۑ ֿ܊߈ߣ

‖A‖m = max
1≤i≤n

(
m∑
j=1

|aij|

)
, ∀A ∈ Mn,m(K)

:‖A‖F ؔۑو༉໧רמܙس ֿ܊߈ߣ

‖A‖F =

√√√√ n∑
i=1

m∑
j=1

|aij|2 , ∀A ∈ Mn,m(K)

(1) ڲ׭ոل
اৎ৊ݱڰިڣ۰: أ༥ܭ ݆݁

A =

(
1 2
3 4

)
ا௰௯௫ٺܹڰ۰: اܳٷޙܾ ොຶފص

‖A‖l = max{1 + 3, 2 + 4} = 6

‖A‖m = max{1 + 2, 3 + 4} = 7

‖A‖F =
√

12 + 22 + 32 + 42 =
√
30 ≈ 5.47
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ػܙاص
1) ‖λx‖ ≤ |λ| · ‖x‖
2) ‖Ax‖ ≤ ‖A‖ · ‖x‖
3) ‖AB‖ ≤ ‖A‖ · ‖B‖
4) ‖I‖ = 1


5) ‖Ak‖ ≤ ‖A‖k

6) ‖A−1‖ ≤ ‖A‖−1

7) ‖A+B‖ ≤ ‖A‖+ ‖B‖
8) ‖A− B‖ ≤ ‖A‖+ ‖B‖

اڤۻஈஃܧ اݾ঻׿اء 7
: ًـ اৎ৊أݠفّ f اܳٺޚٴ٭ݑ ި۱ E আॻ༟ اܳފగఒ޶ اࠍ੊ڎاء .1 .7 ؉ֵ ׂ֔ۑ
f : E × E → R

(x, y) 7→ f(x, y)

اܳٺ؇ܳ٭۰: ا๤དྷܳوط ොຬگݑ واᄳᄟي
اڤ׫רո܇ۑ: (1

∀x, y ∈ E2, f(x, y) = f(y, x)

اݾশ܋מ١: ١ॴటոॾల (2
∀(x1, x2, y) ∈ E3 : f(x1 + x2, y) = f(x1, y) + f(x2, y)

∀(x, y) ∈ E2, ∀λ ∈ R : f(λx, y) = λf(x, y)

ڲ֔ۑف: (3
∀x ∈ E : f(x, x) = 0 ⇐⇒ x = 0

ڲܙـ֦: (4
∀x ∈ E : f(x, x) ≥ 0

݆݁ x, y ඔ൹༟؇ލأይዧ اܳފగఒ޶ ً؇ࠍ੊ڎاء f اܳٺޚٴ٭ݑ ًިاݿޚ۰ (x, y) ۰ਃಮ؇اܳټٷ ݬިرة ૭૙݄޶ :ચੴ݊ݦڲ
وَܝٺص: E

f(x, y) = 〈x, y〉 = x · y

إڢܹ٭ڎي. ڣݯ؇ء ި۱ ݿగఒ޶ ༥ڎاء ༟ܹ٭۬ َأݠف ݁ٷٺ۬ ًأڎ ذو ሒᇼ؇ނأ ڣݯ؇ء أي .2 .7 ؉ֵ ׂ֔ۑ
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إؓڪמ׿ي: ո۠ؔء ᆃᅞ اڤרո܇گ
اܳފగఒ޶ اࠍ੊ڎاء ݆݁ اَޚఈఃڢ؇ اܳٷ؇ޖܾ لژ ّأݠ ஓ୷ܝ݆ إذن ،x ∈ E وܳ٭ܝ݆ إڢܹ٭ڎي ڣݯ؇ء E ܳ٭ܝ݆

ً؇ܳأٴ؇رة:
‖x‖ =

√
〈x, x〉

1 .7 ڲ୹୴ؼ܊١
:ሒᇿ؇ܳٺႤ၍ لܝިن إڢܹ٭ڎي ڣݯ؇ء ሒᇭ ይዧٷ؇ޖܾ ሒᇭިݱڰৎ৊ا اࡺ࢘ࢦټ٭ܭ

‖x‖ =
√
〈x, x〉 =

√
X⊺X, X ∈ Km

ػܙاص
:؇਍ಱᄴᄟ ،E×E ݆݁ ۰ਃಮ؇਍ು (x, y) ଫଊَأٺ

1) ‖x2 + y2‖ = ‖x2‖+ ‖y2‖+ 2〈x, y〉
2) ‖x2 − y2‖ = ‖x2‖+ ‖y2‖ − 2〈x, y〉
3) 〈x+ y, x− y〉 = ‖x2‖ − ‖y2‖

{4) |〈x, y〉| ≤ ‖x‖ · ‖y‖
5) ‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖

(1) ١ֵ ֿ܊ۑ
أي: E ๤ཡ؜ٷ ႟၍ ؕ݁ اৎ৊ٺأ؇݁ڎ اܳިۋ٭ڎ اܳލأ؇ع ި۱ E ሒᇭ اৎ৊أڎوم اܳލأ؇ع

∀x ∈ E : A ⊥ x ⇐⇒ A = 0⃗

:1 =⇒ 2 اոॻలॆूث:
∀x ∈ E : f(A, x) = 0

:x = A َ؊༠ڍ
f(A,A) = 0

〈A,A〉 = 0

‖A‖2 = 0

=⇒ A = 0⃗

A = 0⃗ أن َڰݠض :1 ⇐= 2
:؇਍ಱᄴᄟ

f(x, 0⃗) = f(x, 0⃗ + 0⃗) = f(x, 0⃗) + f(x, 0⃗)

=⇒ f(x, 0⃗) = 0

∀x ∈ E : f(x,A) = f(x, λ0⃗) = λf(x, 0⃗) = 0

=⇒ x ⊥ A
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2 ً؇ب

اݾশ܋מ١ اո֔िऻدूेت ჸცڞ

اৎ৊ٺ؞ଫଃات ݆݁ m و اৎ৊أ؇د৖৑ت ݆݁ n ݆݁ اည৊ܝ۰َި اࠍ੅ޚ٭۰ اৎ৊أ؇د৖৑ت ᄭᄥᆇᅹ ܳٺܝ݆ [9]،[2]
: ًـ اৎ৊أݠڣ۰ x1, x2, ..., xm

a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1mxm = b1

a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2mxm = b2...
an1x1 + an2x2 + · · ·+ anmxm = bn

:ঌॻل პაႰ ᄭᄥ৵৩ৠا ୒ୖڍه ሒᇭިاܳݱڰ ႟ၽاܳލ لأޚް
Ax = b

ۋ٭ت:

A =


a11 a12 · · · a1m
a21 a22 · · · a2m... ... . . . ...
an1 an2 · · · anm

 ∈ Mn×m(K), b =


b1
b2...
bn

 ∈ Rn, x =


x1
x2...
xm

 ∈ Rm

৖৑؇༡ت: ఈఃٔث ଩ଃஓ஁ و۱ٷ؇
اܳٺ༲ڎࢴࣖ. ਍ಸ؇ڢݧ اࠍ੅ޚ޶ اܳٷޙ؇م ሌᇼࣖࢴ اৎ৊ٺ؞ଫଃات، ༟ڎد ݆݁ أڢܭ اৎ৊أ؇د৖৑ت ༟ڎد :n < m (i)
اܳٺ༲ڎࢴࣖ. ஓ୾ڰݠط اࠍ੅ޚ޶ اܳٷޙ؇م ሌᇼࣖࢴ اৎ৊ٺ؞ଫଃات، ༟ڎد ݆݁ ଫଊأ܋ اৎ৊أ؇د৖৑ت ༟ڎد :n > m (ii)

ا௱௯௫ڎد. ً؇ܳٷޙ؇م اࠍ੅ޚ޶ اܳٷޙ؇م ሌᇼࣖࢴ اৎ৊ٺ؞ଫଃات ༟ڎد ૭૏؇وي اৎ৊أ؇د৖৑ت ༟ڎد :n = m (iii)
ྵฺ؇༶݁ٺ ଫଃ༚ أو ྵฺ؇༶݁ٺ َޙ؇م ᄭᄟ؇༡ ሒᇭ ݿިاء ༡ڎى আॻ༟ ᄭᄟ؇༡ ႟ၽܳ اܳڰݱܭ ۱ڍا ሒᇭ ݿྡྷٺޚݠق

اࠍ੆ܭ. ۰ਃ಻ڎا༡وو وۏިد وݿٷڎرس
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(Ax = 0) ١ਫ਼੊ոວ׫िऻا اݾশ܋מ١ اո֔िऻدूेت ჸცڞ 1
n = m اिऻۑ١ּ֔ اոּ֔ॊूد ذات ١ਫ਼੊ոວ׫िऻا اݾশ܋מ١ اո֔िऻدूेت ჸცڞ 1 .1

:؇ᆇᆅ ،ඔ൹ܳٺ؇༡ ଩ଃஓ஁ ۱ٷ؇
ո۳ذة: જੴ຋ A ూబပ྾ إذا (1

وۋ٭ڎ ༡ܭ ᄭᄟ؊ފగጻዧ ᄭᄟ؇੆اࠍ ّ۬؇۱ ሒᇭ rank(A) = m :රඝآ ଫଃأٴਐಸ أو ݁ިۏިد، A−1 أي:
اܳݱڰݠي). (اࠍ੆ܭ اܳٺ؇ڣ۬ اࠍ੆ܭ ި۱

ո۳ذة: A ూబပ྾ إذا (2
৖৑ ༟ڎد ᄭᄟ؊ފగጻዧ ᄭᄟ؇੆اࠍ ّ۬؇۱ ሒᇭ rank(A) < m :රඝآ ଫଃأٴਐಸ أو ݁ިۏިد، ଫଃ༚ A−1 أي:

اࠍ੆ߺࠊل. ݆݁ ሒᆶ؇ዛኡ
۰ਊಾීෂا ෛ੼ڰݯ۰ ݁ݱڰިڣ۰ ሌᇿإ A اৎ৊ݱڰިڣ۰ لܭ ܳٺۜި اࠍ੆ڍف ᆇᅦܹ٭۰ ૭૙ٺ༱ڎم اࠍ੆ܭ: ۊިارز݁٭۰

R

A⇝
(
I F

0 0

)
= R

ۋ٭ت:
ا༡ިܳڎة. ݁ݱڰިڣ۰ I

.Ax = 0 ᄭᄟأ؇دగጻዧ ༠؇ݬ۰ ༡ߺࠊل ؇ዛኤڎᆇᅦأ มฆܳا اৎ৊ݱڰިڣ۰ F
෠ຶڎ: Rx = 0 ًިݪؕ:

x = c

(
−F

I

)
࠯࠵࠺ܭ: اܳأ؇۰݁ اܳݱ٭؞۰ ّݱٴں و༟ܹ٭۬

x = c1


−q1
1
0...
0

+ c2


−q2
0
1...
0

+ · · · cm−r


−qm−r

0
0...
1


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1 .1 ڲ୹୴ؼ܊١
m − r اܳأ݄ܹ٭۰: රජ؆࿓اء (ً ۊޚ٭؇ اৎ৊ݠਊಾޚ۰ اᆇᅦ৙৑ڎة (༟ڎد اࠍ੆ݠة اৎ৊ٺ؞ଫଃات ༟ڎد আॻ༟ ౫౜రݱܭ

ۋ٭ت:
اৎ৊ݱڰިڣ۰. أᆇᅦڎة ༟ڎد ஓ஄ټܭ :m •

اৎ৊ݱڰިڣ۰. ۰ਊಾر ஓ஄ټܭ :r •
(༟ڎد ؇ዛᔻڎ༟ ݆݁ Ax = 0 :ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ༡ߺࠊل وۏިد ሒᇭ ુળ౫౜ద اࠍ੆ݠة اৎ৊ٺ؞ଫଃات ༟ڎد إن •

༠؇ص). ༡ܭ රඞ ଫଃ݁ٺ؞ ႟ၽܳ ොຳ٭ت اࠍ੆ݠة اৎ৊ٺ؞ଫଃات ًأڎد ਊಾਵਦޔ اࠍ੅؇ݬ۰ اࠍ੆ߺࠊل
اࠍ੅؇ݬ۰. اࠍ੆ߺࠊل ৵৩ৠ٭ؕ اࠍ੅ޚ޶ اৎ৊ݞج ሒሃ Ax = 0 ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ༡ߺࠊل •

اৎ৊ݱڰިڣ۰) (َިاة A గጻዧݱڰިڣ۰ اܳݱڰݠي اܳڰݯ؇ء ႟ၽ૰૜ Ax = 0 ᄭᄟأ؇دৎ৊ا .༡ߺࠊل .1 .1 ؉ֵ ׂ֔ۑ
ۊޚ٭؇ اৎ৊ݠਊಾޚ۰ اᆇᅦ৙৑ڎة ༟ڎد ި۱ اܳڰݯ؇ء) ୒ୖڍا اᄴᄟިৎ৊ة ا৙৑ݿ؇س أނأ۰ (༟ڎد ًأڎ۱؇ لܝިن ොຳ٭ت

اࠍ੆ݠة). اৎ৊ٺ؞ଫଃات (༟ڎد
(1) ڲ׭ոل

:႟ၽܳލ؇ً ّأޚް A ۋ٭ت Ax = 0 :ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ༡ܭ

A =

1 0 2
0 1 3
2 3 13


اࠍ੆ܭ:

اࠍ੆ߺࠊل. ݆݁ ݁؇ዛኡ৖৑؇ل۰ ጥ጑ஓ୷ اܳٷޙ؇م و༟ܹ٭۬ rank(A) = 2

:႟ၽاܳލ ݆݁ ّܝިن ۰ਊಾීෂا ا௰௯௫ڰݯ۰ اৎ৊ݱڰިڣ۰

R =

1 0 2
0 1 3
0 0 0


:႟ၽܳލ؇ً لܝٺص اࠍ੆ܭ و݁ٷ۬

x = c

−2
−3
1


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n 6= m ႞႖ۻ׫܋מिऻداոּ֔ॊूا ذات ١ਫ਼੊ոວ׫िऻا اݾশ܋מ١ اո֔िऻدूेت ჸცڞ 2 .1
n < m اڤ׫ຣ׿ࠥࡇ ١ۢؓոֿ ١ਫ਼੊ոວ׫िऻا اݾশ܋מ١ اո֔िऻدूेت ჸცڞ (1

:ඔ൹ܳٺ؇༡ ଩ଃஓ஁
:rank(A) = n < m •

ጥ጑ஓ୷ ڣ؇ܳٷޙ؇م اࠍ੆ݠة اৎ৊ٺ؞ଫଃات ݆݁ m − n ل༥ިڎ أَ۬ أي ۊޚ٭؇ ᄭᄥ݁ފٺگ ا৙৑ݿޚݠ ᆇᅹ٭ؕ
:႟ၽܳލ؇ً ّܝٺص اࠍ੆ߺࠊل ݆݁ ݁؇ዛኡ৖৑؇ل۰

X = c1



−q1
−−
1
0...
0


+ c2



−q2
−−
0
1...
0


+ · · ·+ cm−n



−qm−n

−−
0
0...
1


:rank(A) < n < m •

݆݁ ݁؇ዛኡ৖৑؇ل۰ ጥ጑ஓ୷ ڣ؇ܳٷޙ؇م රඞة ݁ٺ؞ଫଃات m− r ل༥ިڎ أَ۬ أي ۊޚ٭؇ ਊಾਵਦޚ۰ أݿޚݠ ۱ٷ؇ك
:႟ၽܳލ؇ً ّܝٺص اࠍ੆ߺࠊل

X = c1



−q1
−−
1
0...
0


+ c2



−q2
−−
0
1...
0


+ · · ·+ cm−r



−qm−r

−−
0
0...
1


m < n اڤ׫ຣ׿ࠥࡇ ڲءۑ܈١ ١ਫ਼੊ոວ׫िऻا اݾশ܋מ١ اո֔िऻدूेت ჸცڞ (2

:؇ᆇᆅ ،ඔ൹ܳٺ؇༡ ଩ଃஓ஁ ۱ٷ؇
:rank(A) = m < n .1

ሒᇿ؇ܳٺ؇ً و ker(A) = 0 أن أي රඞ ଫଃ݁ٺ؞ أي ل༥ިڎ ৖৑ و༟ܹ٭۬ ۊޚ٭؇، ᄭᄥ݁ފٺگ اᆇᅦ৙৑ڎة ᆇᅹ٭ؕ
ݬڰݠي). اܳٺ؇ڣ۬(༡ܭ اࠍ੆ܭ ި۱ وۋ٭ڎ ༡ܭ Ax = 0 ᄭᄟأ؇دగጻዧ
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:rank(A) < m < n .2
ި۱ اৎ৊ݱڰިڣ۰ َިاة ًأڎ أي රඞة، ݁ٺ؞ଫଃات m− r ༥ިّڎ و༟ܹ٭۬ ۊޚ٭؇ ਊಾਵਦޚ۰ أᆇᅦڎة ༥ިّڎ

اࠍ੆ߺࠊل. ݆݁ ݁؇ዛኡ৖৑؇ل۰ ጥ጑ஓ୷ ڣ؇ܳٷޙ؇م m− r

:႟ၽܳލ؇ً ؇ዛዊ؜ ଫଊَأ

X = c1



−q1
−−
1
0...
0


+ c2



−q2
−−
0
1...
0


+ · · ·+ cm−r



−qm−r

−−
0
0...
1


(Ax = b) ١ਫ਼੊ոວ׫िऻا જੴ຋ اݾশ܋מ١ اո֔िऻدूेت ჸცڞ 2

ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ༡ߺࠊل ؜݆ ౫ౖరت ቕ቉ Ax = 0 ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ༡ߺࠊل ෠ຬ؆࿓؇د ৖৑أو َگިم ا৙৑َޙ۰݄ ݆݁ اܳٷިع ۱ڍا ࠍ੆ܭ
اࠍ੆ܭ ؜ٴ؇رة ّأޚް ይዧݱڰݠ، اࠍ੆ݠة اৎ৊ٺ؞ଫଃات ᆇᅹ٭ؕ و݁ފ؇واة اࠍ੆ڍف ᆇᅦܹ٭۰ රජ؆࿓اء ዻዧوذ Ax = b

:႟ၽܳލ؇ً اܳأ؇م
x⃗ = x⃗p + c · x⃗s

ۋ٭ت:
.ଫଃ݁ٺ؞ ؜݆ ؜ٴ؇رة : c

. Ax = 0 ྵฺ؇༶ٺৎ৊ا اܳٷޙ؇م ༡ܭ أරඝى ًأٴ؇رة أو A اৎ৊ݱڰިڣ۰ َިاة أݿ؇س : x⃗s.ݱڰݠይዧ اࠍ੆ݠة اৎ৊ٺ؞ଫଃات ݁ފ؇واة ؜ٷڎ ༟ܹ٭۬ ౫౜రݱܭ Ax = b ᄭᄟأ؇دగጻዧ ༠؇ص ༡ܭ : x⃗p

Ⴄ၍ن إذا وڣگޔ إذا ا৙৑ڢܭ আॻ༟ ఈః༡ ّگٴܭ Ax = b ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ܳـܝިن ا৕৑ཹྥٴ؇ه ܳڰب وۏص
႟ၽނ আॻ༟ لܝٺص اܳިݬިل ڣݯ؇ء ݆݁ ނأ؇ع ႟၍ ปฃأஓ୾) اᆇᅦ৙৑ڎة ڣݯ؇ء ሒᇭ ො੼ٺިى اܳިݬިل ڣݯ؇ء

اᆇᅦ৙৑ڎة). ڣݯ؇ء ৙৑ݿ؇س ۊޚ޶ ਲ਼ਦج
(1) ١ֵ ֿ܊ۑ

݁ݱڰިڣ۰ ೑಻Ⴄ၍ إذا وڣگޔ إذا ༡ܭ اࠍ੅ޚ٭۰ اৎ৊أ؇د৖৑ت ܳٷޙ؇م لܝިن :ঌॻـਃಸႤ၍ رو૰૜٭۬ ل۰ َޙݠ
݁ྥފݑ اܳٷޙ؇م أن ؜ٷڍࢱࣕ وَگިل ۰ਊಾීෂا َڰݴ ؇݄ୖ୒ (A : b) اৎ৊ިݿأ۰ واৎ৊ݱڰިڣ۰ A اৎ৊أ؇ఈః݁ت

وَܝٺص:
rank(A) = rank(A : b) ⇐⇒ ༡ܭ لگٴܭ اܳٷޙ؇م
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اࠍ੆ܭ: ۰ਃ಻ڎا༡وو وۏިد ৖৑؇༡ت ሌᇿإ ا৚৑ن ݿྡྷٺޚݠق

৭്׿د) (ֿ܊ոم اिऻۑ١ּ֔ اոּ֔ॊूد ذات ١ਫ਼੊ոວ׫िऻا જੴ຋ اݾশ܋מ١ اո֔िऻدूेت ჸცڞ 1 .2
৖৑؇༡ت: ఈఃٔث ଩ଃஓ஁ ۱ٷ؇

rank(A) = rank(A : b) = m :1 ႞႐ոষاݾ (1
اৎ৊ݯ؇ف b اܳލأ؇ع أن أي ݁ྥފݑ اܳٷޙ؇م ً؇๤ཟܳورة ᄭᄥ݁Ⴄ၍ ۰ਊಾر ذات ਵਦAًأ۰ اৎ৊ݱڰިڣ۰ ܋ިن
݆݁ ༡ܭ، ጥ጑ஓ୷ اܳٷޙ؇م إذن A اৎ৊ݱڰިڣ۰ ᆇᅦ৙৑ڎة ۊޚ޶ ਲ਼ਦج ႟ၽ૰૖ ۬ਐಸ؇঺঒ ஓ୷ܝ݆ గጻዧݱڰިڣ۰
لܝٺص وۋ٭ڎ ༡ܭ ይዧٷޙ؇م إذن ker(A) = 0 أن أي රඞة ݁ٺ؞ଫଃات ༥ިّ৖৑ڎ أරඝى ۏ۰۳

:႟ၽܳލ؇ً
x⃗ = x⃗p

أو اৎ৊أܝިس لگ۰ ޗݠ ݁ټܭ اৎ৊ٴ؇๤ཇة اܳޚݠق ً؇ݿٺ༱ڎام اࠍ੆ܭ إ෠ຬ؇د ஓ୷ܝ݆ اࠍ੆ܭ: إ෠ຬ؇د ޗݠق
وۋ٭ڎ ༡ܭ আॻ༟ ොຶݱܭ ۋ٭ت LU وݿڰܹ٭۰ ل۰ ༟ߺࠊ ৎ৊ݱڰިڣ۰ اܳٺگފࡗࡲ لگ۰ ޗݠ أو اࠍ੆ڍف لگ۰ ޗݠ
ሒᇀި܋؇༥ ݁ټܭ ݁ٴ؇๤ཇة ଫଃ༚ اܳޚݠق ً؇ݿٺ༱ڎام أو اࠍ੅ޚިات ݆݁ وො੼ڎود ݁أߺࠊم ༟ڎد ًأڎ دڢ٭ݑ
ॷॖदّگݠ وۋ٭ڎ ༡ܭ আॻ༟ ؇ୖ୒ఈః༠ ݆݁ ොຶݱܭ มฆܳوا ا৖৑ݿ༠ଫଐ؇ء... لگ۰ ݬ؇ࢴࣖال،ޗݠ وؗިص
؇ዛኡ৙৑ ݁أگڎة ༥ڎ اৎ৊ٴ؇๤ཇة اܳޚݠق ّݱٴں ۋ٭ت ܋ٴଫଃة ً؊ًأ؇د اৎ৊ݱڰިڣ۰ ೑಻Ⴄ၍ ༡؇ل ሒᇭ و۱ڍا

اܳأ݄ܹ٭؇ت. ܋ଫ଒ة ૭૖ྟص ا৙৑ۊޚ؇ء ل؇دة ز ሌᇿإ ّޝدي
(1) ڲ׭ոل

اܳٺ؇ܳ٭۰: اৎ৊أ؇د৖৑ت ᄭᄥᆇᅹ ༡ܭ
x+ y + z = 6

2x+ 3y + z = 14

3x+ y + 2z = 13

اࠍ੆ܭ:
:ሒᇭި݁ݱڰ ႟ၽ૰૖ اܳٷޙ؇م ஓ஄ټ٭ܭ

A =

1 1 1
2 3 1
3 1 2

 , b =

 6
14
13


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ይዧأܝݴ. ᄭᄥً؇ڢ A إذن: rank(A) = rank(A : b) = 3 :؇਍ಱᄴᄟ
اৎ৊ݱڰިڣ۰: ݁أܝިس ۋފ؇ب

A−1 =
1

det(A)
(comt(A))⊺

A−1 =



−5

3

1

3

2

3

1

3

1

3

−1

3

7

3

−2

3

−1

3



Ax = b ⇒ x = A−1b ⇒ x =



10

3

7

3

1

3


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rank(A) = rank(A : b) < m :2 ႞႐ոষاݾ (2
ሒᇿ؇ڣٴ؇ܳٺ َ؇ڢݱ۰ ۰ਊಾر ذات واৎ৊ݱڰިڣ۰ ا৙৑ڢܭ، আॻ༟ وا༡ڎا ఈః༡ ጥ጑ஓ୷ ڣ۳ި ݁ྥފݑ اܳٷޙ؇م
ෛ੼ٺܹڰ۰ ًݱ٭؞۰ ᄭᄟ؇੆اࠍ ّ۬؇۱ ؜݆ ଫଃاܳٺأٴ ஓ୷ܝ݆ ،⃗0 ؜݆ ෛຬٺܹژ ނأ؇ع আॻ༟ ොຬٺިي ker(A)

أᆇᅦڎة أي රඞة، ݁ٺ؞ଫଃات ༥ިّڎ َ۬৙৑ ݁ިۏިد ଫଃ༚ A−1 اৎ৊أܝިس أن اܳگިل ஓ୷ܝ݆ ۋ٭ت
:႟ၽܳލ؇ً ّܝٺص اࠍ੆ߺࠊل ݆݁ ݁؇ዛኡ৖৑؇ل۰ ጥ጑ஓ୷ اܳٷޙ؇م و༟ܹ٭۬ ۊޚ٭؇ ਊಾਵਦޚ۰

X =

S...
0

+ c1


−q1
1
0...
0

+ c2


−q2
0
1...
0

+ ......+ cm−r


−qm−r

0
0...
1


(2) ڲ׭ոل

اܳٺ؇ܳ٭۰: اৎ৊أ؇د৖৑ت ᄭᄥᆇᅹ ༡ܭ
x1 + 3x4 = 1

x2 + x3 + 2x4 = 1

x1 + x2 + x3 + 5x4 = 2

x1 − x2 − x3 + x4 = 0

:؇਍ಱᄴᄟ اࠍ੆ܭ:

A =


1 0 0 3
0 1 1 2
1 1 1 5
1 −1 −1 1



(A : b) =


1 0 0 3 : 1
0 1 1 2 : 1
1 1 1 5 : 2
1 −1 −1 1 : 0

⇝

1 0 0 3 : 1
0 1 1 2 : 1
0 1 1 2 : 1
0 −1 −1 −2 : −1

⇝

1 0 0 3 : 1
0 1 1 2 : 1
0 0 0 0 : 0
0 0 0 0 : 0


:ሒሃو රඞة ݁ٺ؞ଫଃات ۱ٷ؇ك أن มฃلأ ؇ᆙᆘ أݬڰ؇ر واෂීاًؕ اܳټ؇ܳت اܳފޚݠ ݆݁ ႟၍ أن ఈఃَۋޓ

x3, x4
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و༟ܹ٭۬: x1 = 1, x2 = 1 ෠ຶڎ: x3 = 0, x4 = 0 ًިݪؕ:

xp =


1
1
0
0


:Ax = 0 ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ༡ߺࠊل

xs = c1


0
−1
1
0

+ c2


3
−2
0
1


:႟ၽܳލ؇ً اܳأ؇م اࠍ੆ܭ لܝިن و༟ܹ٭۬

x1
x2
x3
x4

 =


1
1
0
0

+ c1


0
−1
1
0

+ c2


3
−2
0
1


rank(A) 6= rank(A : b), rank(A) < m :3 ႞႐ոষاݾ (3

(اܳލأ؇ع اᆇᅦ৙৑ڎة ڣݯ؇ء أݿ؇س ًިاݿޚ۰ ۊޚ޶ ᆇᅒݞج b اܳލأ؇ع ۰ً؇঺঒ ૭૙ٺޚ٭ؕ ৖৑ ᄭᄟ؇੆اࠍ ۱ڍه ሒᇭ
ሌᇼࣖࢴ) دڢ٭ݑ ༡ܭ ؇ୖ୒ ྘ܳݴ Ax = b ᄭᄟأ؇دৎ৊ا إذن اৎ৊ݱڰިڣ۰)، أᆇᅦڎة ؜݆ ۊޚ٭؇ ݁ފٺگܭ b

اৎ৊ྥފݑ). ଫଃ༚ ً؇ܳٷޙ؇م اܳٷޙ؇م ᄭᄟ؇੆اࠍ ّ۬؇۱ ሒᇭ
إ෠ຬ؇د ஓ୷ܝ݆ ৖৑ ොຳ٭ت ݁ٺٷ؇ڢݯ۰ ّ۬৖৑݁أ؇د ೑಻Ⴄ၍ إذا ݁ྥފݑ ଫଃ༚ اܳٷޙ؇م لܝިن 1 .2 ڲ୹୴ؼ܊١

.؇ୖ୒ ݁ލଫଐك ༡ܭ
(3) ڲ׭ոل

༡ܭ؟ اܳٺ؇ܳ٭۰ اৎ৊أ؇د৖৑ت ᄭᄥ৵৩ৠ ۱ܭ
x+ 2y + 3z = 4

2x+ 4y + 6z = 0

3x+ 6y + 9z = −2
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اࠍ੆ܭ:
:ሒᇭި݁ݱڰ ႟ၽ૰૖ اܳٷޙ؇م ஓ஄ټ٭ܭ

A =

1 2 3
2 4 6
3 6 9

 , b =

 4
0
−2


: A ۰ਊಾر ۋފ؇ب

ۊޚ޶ ਲ਼ਦج لܝިَ؇ن واܳټ؇ܳت ሒᇃ؇اܳټ (اܳأ݄ިد اܳٴأݥ ؇ዝཟܳٴأ ݁ݯ؇؜ڰ؇ت A أᆇᅦڎة أن ఈఃَۋޓ
rank(A) = 1 إذن ا৙৑ول) ይዧأ݄ިد

: (A : b) ۰ਊಾر ۋފ؇ب

(A : b) =

1 2 3 : 4
2 4 6 : 0
3 6 9 : −2

⇝
1 2 3 : 4
0 0 0 : −8
0 0 0 : −14


ا৙৑ول اܳأ݄ިد ྘ྲྀٷ݄؇ ا৙৑ول ይዧأ݄ިد ۊޚ޶ ᆇᅒݞج لܝٺٴ؇ن واܳټ؇ܳت ሒᇃ؇اܳټ اܳأ݄ިد أن ఈఃَۋޓ

rank(A : b) = 2 ሒᇿ؇وً؇ܳٺ ݁ٷڰݱఈఃن واෂීاًؕ
ۋ٭ت ዻዧذ ݆݁ ᄕც؊اܳٺ وஓ୷ܝ݆ ༡ܭ لگٴܭ ৖৑ ڣ؇ܳٷޙ؇م rank(A) 6= rank(A : b) ܋ިن

:ሒᇿ؇اܳٺ اܳٺٷ؇ڢݥ ෠ຶڎ
x+ 2y + 3z = 4

0 = −8

0 = −14

؜݆ ݿྡྷٴۜت ًܭ اࠍ੆ܭ وۏިد ༟ڎم ًأٴ؇رة َܝٺࠕࠫ ڣܹ݆ اৎ৊ިݪިع ܳص ި۱ ۱ڍا اࠍ੆گ٭گ۰ ሒᇭ
.ᄭᄥگٴৎ৊ا દઊاܳأٷ؇و ሒᇭ ॷॖदّگݠ ༡ܭ
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႞႖ۻ׫܋מिऻا اոּ֔ॊूد ذات ١ਫ਼੊ոວ׫िऻا જੴ຋ اݾশ܋מ١ اո֔िऻدूेت ჸცڞ 2 .2
m > n اڤ׫ຣ׿ࠥࡇ ١ۢؓոاڤר ١ਫ਼੊ոວ׫िऻا જੴ຋ اݾশ܋מ١ اո֔िऻدूेت ჸცڞ (2

৖৑؇༡ت: ఈఃٔث ዻዧᄔც ଩ଃஓ஁ و
rank(A) = rank(A : b) = n < m :೑಻Ⴄ၍ إذا :1 ႞႐ոষاݾ (1

ᄭᄥ݁ފٺگ ا৙৑ݿޚݠ ᆇᅹ٭ؕ أن وఈఃஓ୾ۋޙ۰ ا৙৑ڢܭ، আॻ༟ وا༡ڎ ༡ܭ ل༥ިڎ إذن ݁ྥފݑ، اܳٷޙ؇م
ይዧٷޙ؇م إذن اৎ৊ݱڰިڣ۰، َިاة ًأڎ ஓ୷ټܭ واᄳᄟي රඞ ଫଃ݁ٺ؞ m−n ዻዧࣕࢻ ل༥ިڎ ڣ؆َ۬ ۊޚ٭؇

:႟ၽܳލ؇ً ّܝٺص اࠍ੆ߺࠊل ݆݁ ݁؇ዛኡ৖৑؇ل۰

X =

(
S
0

)
+ c1


−q1
1
0...
0

+ c2


−q2
0
1...
0

+ ....+ cm−n


−qm−n

0
0...
1


(4) ڲ׭ոل

ሒᇿ؇اܳٺ اܳٷޙ؇م }༡ܭ
x+ z = 2

y + z = 2

:ި۱ ይዧٷޙ؇م ሒᇭިݱڰৎ৊ا ႟ၽاܳލ اࠍ੆ܭ:

A =

(
1 0 1
0 1 1

)
, b =

(
2
2

)
ا৙৑ول દઊأ݄ިدይዧ ۊޚ޶ ᆇᅒݞج لܝٺص اܳټ؇ܳت اܳأ݄ިد أن ఈఃَۋޓ :A اৎ৊ݱڰިڣ۰ ۰ਊಾر

.rank(A) = 2 :ሒᇿ؇وً؇ܳٺ ሒᇃ؇واܳټ
اৎ৊ިݿأ۰: اৎ৊ݱڰިڣ۰ ۰ਊಾر

(A : b) =

(
1 0 1 : 2
0 1 1 : 2

)
ሒᇃ؇واܳټ ا৙৑ول દઊأ݄ިدይዧ ۊޚ޶ ᆇᅒݞج لܝٺٴ؇ن واෂීاًؕ اܳټ؇ܳت દઊاܳأ݄ިد أن ఈఃَۋޓ

:ሒᇿ؇وً؇ܳٺ ඔ൹ܹފٺگৎ৊ا
rank(A : b) = 2
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rank(A) = rank(A : b) أن: ܋ިن ݆݁ ݁ྥފݑ ڣ؇ܳٷޙ؇م إذن
اܳٷޙ؇م و݁ٷ۬ وا༡ڎ රඞ ଫଃ݁ٺ؞ ل༥ިڎ إذن ،rank(A) = 2 < 3 أරඝى: ۏ۰۳ ݆݁ و

:႟ၽܳލ؇ً ّܝٺص اࠍ੆ߺࠊل ݆݁ ሒᆶ؇ዛኡ ৖৑ ༟ڎد ᄩᄟ

X =

2
2
0

+ c

−1
−1
1


rank(A) < n < m و rank(A) = rank(A : b) ೑಻Ⴄ၍ اذا :2 ႞႐ոষاݾ (2

أݿޚݠ وۏިد আॻ༟ ࢴࣖل ؇݁ n ݆݁ أڢܭ ۰ਊಾීෂوا ا৙৑ڢܭ আॻ༟ ఈః༡ ጥ጑ஓ୷ ڣ۳ި ݁ྥފݑ اܳٷޙ؇م
و݁ٷ۬ اৎ৊ݱڰިڣ۰ َިاة ًأڎ ஓ஄ټܭ มฆܳوا රඞة ݁ٺ؞ଫଃات m − r ل༥ިڎ أي ۊޚ٭؇ ਊಾਵਦޚ۰

:႟ၽܳލ؇ً ؇ዛዀܹ༟ ଫଊَأ اࠍ੆ߺࠊل ݆݁ ݁؇ዛኡ৖৑؇ل۰ ይዧٷޙ؇م أن ૭૙ྥٷٺھ

X =

(
S

0

)
+ c1


−q1
1
0...
0

+ c2


−q1
0
1...
0

+ cm−r


−qm−r

0
0...
1


(5) ڲ׭ոل

اܳٺ؇ܳ٭۰: اৎ৊أ؇د৖৑ت ᄭᄥᆇᅹ ༡ܭ
x1 + 2x2 + 3x3 + 6x4 = 6

4x1 + 5x2 + 6x3 + 12x4 = 15

7x1 + 8x2 + 9x3 + 18x4 = 24

:ި۱ ይዧٷޙ؇م ሒᇭިݱڰৎ৊ا ႟ၽاܳލ ؇਍ಱᄴᄟ اࠍ੆ܭ:

A =

1 2 3 6
4 5 6 12
7 8 9 18

 , b =

 6
15
24


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:A اৎ৊ݱڰިڣ۰ ۰ਊಾر1 2 3 6
4 5 6 12
7 8 9 18

⇝
1 0 0 0
4 −3 −6 −12
7 −6 −12 −24

⇝
1 0 0 0
4 −3 0 0
7 −6 0 0


rank(A) = 2 :ሒᇿ؇وً؇ܳٺ

اৎ৊ިݿأ۰: اৎ৊ݱڰިڣ۰ ۰ਊಾر

(A : b) =

1 2 3 6 : 6
4 5 6 12 : 15
7 8 9 18 : 24

⇝
1 2 3 6 : 6
0 −3 −6 −12 : −9
0 −6 −12 −24 : −18



⇝

1 2 3 6 : 6
0 −3 −6 −12 : −9
0 0 0 0 : 0

⇝
1 0 −1 −2 : 0
0 1 2 4 : 3
0 0 0 0 : 0


وا༡ڎا ఈః༡ لگٴܭ اܳٷޙ؇م و༟ܹ٭۬ rank(A : b) = rank(A) = 2 أن: ఈఃَۋޓ
݆݁ ݁؇ዛኡ৖৑؇ل۰ ጥ጑ஓ୷ اܳٷޙ؇م إذن rank(A) = 2 < 4 أරඝى: ۏ۰۳ ݆݁ ا৙৑ڢܭ، আॻ༟

اࠍ੆ߺࠊل.
اܳأ؇م: اࠍ੆ܭ ොູڎࢴࣖ

ሒᇃ؇ܳټ؇ً ඔ൹ޚਊಾਵਦ واෂීاًؕ اܳټ؇ܳت દઊاܳأ݄ިد ৙৑ن દઊරඞ x3, x4 દઊଫଃٺ؞ৎ৊ا أن ఈఃَۋޓ
x3 = 0, x4 = 0 ًިݪؕ:
x1 = 0, x2 = 3 ෠ຶڎ:

:႟ၽܳލ؇ً لأޚް اܳأ؇م اࠍ੆ܭ ሒᇿ؇وً؇ܳٺ

X =


0
3
0
0

+ c1


1
−2
1
0

+ c2


2
−4
0
1


rank(A) 6= rank(A : b), rank(A) < n :3 ႞႐ոষاݾ (3

اᆇᅦ৙৑ڎة، ڣݯ؇ء ৙৑ݿ؇س ۊޚ޶ ਲ਼ਦج ႟ၽނ আॻ༟ ۬ਐಸ؇঺঒ ஓ୷ܝ݆ ৖৑ b اܳލأ؇ع ᄭᄟ؇੆اࠍ ۱ڍه ሒᇭ
دڢ٭ݑ. ༡ܭ ᄩᄟ ྘ܳݴ اܳٷޙ؇م و݁ٷ۬
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(6) ڲ׭ոل
:ሒᇿ؇اܳٺ اܳٷޙ؇م }༡ܭ

x+ y + z = 1

x+ y + z = 2

༡ܭ. ጥ጑ஓ୷৖৑ ڣ۳ި ݁ٺٷ؇ڢݯ۰ اܳٷޙ؇م ۱ڍا ݁أ؇د৖৑ت
n > m اڤ׫ຣ׿ࠥࡇ ڲءۑ܈١ اݾশ܋מ١ اո֔िऻدूेت ჸცڞ (2

৖৑؇༡ت: 3 ଩ଃஓ஁ ۱ٷ؇
rank(A) = rank(A : b), rank(A) = m :1 ႞႐ոষاݾ (1

۰ਊಾر ذات اৎ৊ݱڰިڣ۰ أරඝى ۏ۰۳ ݆݁ ا৙৑ڢܭ আॻ༟ وا༡ڎ ༡ܭ ل༥ިڎ إذن ݁ྥފݑ اܳٷޙ؇م
وۋ٭ڎ. ڣ؇ࠍ੆ܭ ᄭᄥ݁Ⴄ၍

(7) ڲ׭ոل
x+ y = 3

2x+ 3y = 8

−3x− 2y = −7

اࠍ੆ܭ:
ఈః༡ ጥ጑ஓ୷ ڣ۳ި ᄭᄥ݁Ⴄ၍ ۰ਊಾر ذو ݁ྥފݑ َޙ؇م rank(A) = rank(A : b) = 2

x = (1, 2) وۋ٭ڎا:
rank(A) = rank(A : b), rank(A) < m :2 ႞႐ոষاݾ (1

َ؇ڢݱ۰ ۰ਊಾر ذات A اৎ৊ݱڰިڣ۰ ܳـܝ݆ ا৙৑ڢܭ আॻ༟ وا༡ڎا ఈః༡ ጥ጑ஓ୷ ڣ۳ި ݁ྥފݑ اܳٷޙ؇م
:႟ၽܳލ؇ً ؇ዛዊ؜ ଫଊَأ اࠍ੆ߺࠊل ݆݁ ݁؇ዛኡ৖৑؇ل۰ ጥ጑ஓ୷ اܳٷޙ؇م و༟ܹ٭۬

X =

(
S
0

)
+ c1


−q1
1
0...
0

+ c2


−q1
0
1...
0

+ cm−r


−qm−r

0
0...
1


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(8) ڲ׭ոل
:ሒᇿ؇اܳٺ اܳٷޙ؇م ༡ܭ

x+ y = 2

2x+ 2y = 4

3x+ 3y = 6

اࠍ੆ܭ:
݁؇ዛኡ৖৑؇ل۰ ይዧٷޙ؇م إذن ،m < n و rank(A) = rank(A : b) = 1 أن: ఈఃَۋޓ

:႟ၽܳލ؇ً ّܝٺص اࠍ੆ߺࠊل ݆݁
X =

(
2
0

)
+ c

(
−1
1

)
rank(A) 6= rank(A : b), rank(A) ≤ m :3 ႞႐ոষاݾ (3
دڢ٭ݑ. ༡ܭ ጥ጑ஓ୷ ৖৑ ڣ۳ި ݁ྥފݑ ଫଃ༚ ᄭᄟ؇੆اࠍ ۱ڍه ሒᇭ اܳٷޙ؇م ܋ިن

(9) ڲ׭ոل
༡ܭ؟ ጥ጑ஓ୷ ሒᇿ؇اܳٺ اܳٷޙ؇م ۱ܭ

x+ y = 5

2x− y = 1

3x+ y = 3

اࠍ੆ܭ:
ሒᇿ؇ܳٺ؇ً و اܳټ؇ܳټ۰، ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ොຬگݑ ৖৑و ۰ਃ಻؇واܳټ ሌᇿو৙৑ا ඔ൹أ؇دܳٺగጻዧ ༡ܭ (2, 3) أن: ఈఃَۋޓ

دڢ٭ݑ. ༡ܭ ጥ጑ஓ୷৖৑ إذن ݁ྥފݑ ଫଃ༚ اܳٷޙ؇م
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3 ً؇ب

اڤ۾ոذة ۳ץٝ و اڤ۾ոذة اո֔िऻدूेت ჸცڞ

ඔ൹༡و ݁ޝᄕცة، ྘ܳފب ڣ۳޶ ً؇ܳިاڢؕ، ل؇ݪ٭؇ت ීෂا ඔ൹َڢިا ڣ٭۬ ߙߵਊಾޔ اᄳᄟي اࠍ੆ڎ ሌᇿإ“
.ਗ৻ո۾׫༓໠أ أڤજ੻ت — ً؇ܳިاڢؕ...” ߙߵਊಾޔ ৖৑ ؇ዛኡ؆ڣ ݁ޝᄕცة، ّܝިن

ոॴబႥ႐ا اिऻۑոּ֔ت ֵؠ١ ܈ۑ 1
اৎ৊ྥފݑ ଫଃ༚ ይዧٷޙ؇م ॷॖदاܳٺگݠ اࠍ੆ܭ إ෠ຬ؇د ሒᇭ ؇ਃ಻ᄴᄟا اৎ৊ݠًأ؇ت لگ۰ ޗݠ ܾ۱؇૭૜ : اৎ৊ٴڎأ[3]،[6]
اܳڰأܹ٭۰ ༇຀؇واܳٷٺ اৎ৊ٺިڢأ۰ ༇຀؇اܳٷٺ ඔ൹ً اࠍ੅ޚ؊ ෠ຬأܭ اᄳᄟي x اܳލأ؇ع ؜݆ ً؇ܳٴۜت ዻዧوذ اܳٺ༲ڎࢴࣖ ݁ڰݠط

:ঌॻل პაႰ ؜ٷ۬ ଫଊَأ اᄳᄟي ” راݿص أݬ؞ݠ ذو ”اࠍ੆ܭ ًـ لأݠف ؇݁ و۱ڍا ஓ୷ܝ݆، ؇݁ أڢܭ
minx||Ax− b||2

:؇ਃ಻ᄴᄟا اৎ৊ݠًأ؇ت ᄭᄟ؊݁ފ و݁ٷ؇ڢލ۰ ොູܹ٭ܭ
ܳ٭ܝ݆:

A =


a11 a12 · · · a1m
a21 a22 · · · a2m... ... . . . ...
an1 an2 · · · anm

 ∈ Mn×m(K), b =


b1
b2...
bn

 ∈ Rn, x =


x1
x2...
xm

 ∈ Rm

rank(A) = m < n :ଫଊَأٺ و
ۊޚ޶ ਲ਼ਦج ႟ၽނ আॻ༟ b ۰ً؇঺঒ ஓ୷ܝ݆ ৖৑ َ۬৙৑ ༡ܭ ᄩᄟ ྘ܳݴ Ax = b اܳٷޙ؇م: أن ༃اܳިاࡵ ݆݁
ۊޚ޶ ਲ਼ਦج إ෠ຬ؇د ሌᇿإ ؇ਃ಻ᄴᄟا اৎ৊ݠًأ؇ت ᄭᄟ؊݁ފ ዛኤڎف ݁ྥފݑ)، ଫଃ༚ (َޙ؇م A اৎ৊ݱڰިڣ۰ أᆇᅦڎة ᄭᄟ৖৑ࣖࢻ

اৎ৊݄ܝٷ۰. اৎ৊ݞوج ႟၍ ඔ൹ً ݆݁ b ሌᇿإ ا৙৑ڢݠب ި۱ لܝިن اᆇᅦ৙৑ڎة ݆݁
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َܝٺص: ؜ٷڍࢱࣕ i = 1...n ۋ٭ت: A اৎ৊ݱڰިڣ۰ ݆݁ i اܳފޚݠ ஓ୷ټܭ a⊺i أن: ܳٷڰଫଐض 1 .1 ڲ୹୴ؼ܊١
a⊺i x = bi

Ax = b اܳٷޙ؇م: ݆݁ ۊޚ٭۰ ᄭᄟ݁أ؇د ஓ୷ټܭ A اৎ৊ݱڰިڣ۰ ݆݁ ݿޚݠ ႟၍ أن: أي
n∑

i=1

a⊺i x = bi ⇔ Ax = b

:؇ਃ಻ᄴᄟا اৎ৊ݠًأ؇ت ᄭᄟ؊݁ފ ۋފص
||Ax− b||2 =

n∑
i=1

(a⊺i x− bi)
2

||Ax− b||2 = (a⊺1x− b1)
2 + · · · (a⊺nx− bn)

2

ਵਦًأ؇ت ᆇ୞୘ިع ݆݁ ጵ጑لگ ॷॖदّگݠ ༡ܭ ෠ຬ৕৑؇د ዛኤڎف ؇ਃ಻ᄴᄟا اৎ৊ݠًأ؇ت ᄭᄟ؊݁ފ أن ዻዧࣕࢻ ૭૙ྥٷھ
اܳٷޙ؇م. ሒᇭ ᄭᄟ݁أ؇د ႟ၽܳ اܳڰݠوق

؜݆: اܳٴۜت :؇ਃ಻ᄴᄟا اৎ৊ݠًأ؇ت ᄭᄟ؊݁ފ ༡ܭ
minx||Ax− b||2

َݯؕ:
f(x) = ||Ax− b||2

ොຬگݑ: أن ෠ຬص ؇ਃ಻ᄴᄟا اৎ৊ݠًأ؇ت ᄭᄟ؊ފৎ৊ x′ اࠍ੆ܭ :ሒᇿ؇ܳٺ؇ً و
∂f

∂xk
= 0

:႟ၽاܳލ আॻ༟ f(x) ۰ً؇঺঒ ఈః༠ل ݆݁

f(x) = ||Ax− b||2 =
n∑

i=1

(
m∑
j=1

Aijxj − bi)
2

෠ຶڎ:
∇f(x) =

∂f

∂xk
= 2

n∑
i=1

(
m∑
j=1

Aijxj − bi)(Aik)
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= 2
n∑

i=1

(Ax− b)Aik

= 2A⊺(Ax− b)

:؇਍ಱᄴᄟ
∇f(x′) = 0 ⇔ 2A⊺Ax′ − 2A⊺b = 0 ⇔ A⊺Ax′ = A⊺b

x′ = (A⊺A)−1A⊺b

݁ݱڰިڣ۰ أن إ؜ٺٴ؇ر ؕ݁ اৎ৊ྥފݑ ଫଃ༚ ይዧٷޙ؇م ؇ਃ಻ᄴᄟا اৎ৊ݠًأ؇ت ᄭᄟ؊݁ފ ّگڎ݁۬ اᄳᄟي ॷॖदاܳٺگݠ اࠍ੆ܭ ި۱ و
݁ݱڰިڣ۰ ೑಻Ⴄ၍ إذا ؇݁ ༡؇ل ሒᇭ أ݁؇ ይዧأܝݴ، ᄭᄥً؇ڢ ّܝިن A⊺A :ሒᇿ؇وً؇ܳٺ ᄭᄥ݁Ⴄ၍ ۰ਊಾر ذو اܳٷޙ؇م

݁أܝިس و SVD ොູܹ٭ܭ ሌᇿإ ؊༶ܹڣٷ ይዧأܝݴ ᄭᄥً؇ڢ ଫଃ༚ A⊺A ڣ؆ن َ؇ڢݱ۰ ۰ਊಾر ذو اܳٷޙ؇م
اৎ৊ݱ؇دف. ႟ၽލৎ৊ا ࠍ੆ܭ Moore-Penrose

(1) ڲ׭ոل
:ሒᇿ؇اܳٺ اܳٷޙ؇م ༡ܭ

A =

1 0
0 1
1 1

 , b =

1
2
4


اࠍ੆ܭ:

:A⊺ اिऻۢءܙ١ؔ ڲרؠܙل ؼۻոب .1
A⊺ =

(
1 0 1
0 1 1

)
:A⊺A ؼۻոب .2

A⊺A =

(
1 0 1
0 1 1

)1 0
0 1
1 1

 =

(
2 1
1 2

)

:A⊺A ڲ֔ڎܙس ؼۻոب .3
det(A⊺A) = (2)(2)− (1)(1) = 3

(A⊺A)−1 =
1

3

(
2 −1
−1 2

)
=

(
2
3 −1

3

−1
3

2
3

)
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:A⊺b ؼۻոب .4

A⊺b =

(
1 0 1
0 1 1

)1
2
4

 =

(
5
6

)

اݾষڞ: إո൑ฝد .5

x = (A⊺A)−1A⊺b =

(
2
3 −1

3

−1
3

2
3

)(
5
6

)
=

(
4
3
7
3

)
:ި۱ ؇ਃ಻ᄴᄟا اৎ৊ݠًأ؇ت ༡ܭ

x =


4

3

7

3



ا৙৑ݬ؞ݠ: اܳٷޙࡗࡲ ذو اࠍ੆ܭ
َ؇ڢݱ۰ اৎ৊ྥފگ۰ ఋዳዧَޙ۰݄ اᄴᄟڢ٭ݑ و ا৙৑݁ټܭ اࠍ੆ܭ إۊٺ٭؇ر ሌᇿإ ᄭᄟ؇੆اࠍ ۱ڍه ሒᇭ ؇ਃ಻ᄴᄟا اৎ৊ݠًأ؇ت ዛኤڎف
اᄳᄟي اࠍ੆ܭ إ෠ຬ؇د আॻ༟ ّأ݄ܭ ۋ٭ت اࠍ੆ߺࠊل ݆݁ ዛኡ؇ل۰ ৖৑ ؇݁ ؇ୖ୒ มฆܳا و ᄭᄥ݁Ⴄ၍ ۰ਊಾر ذات اܳٺ༲ڎࢴࣖ

.Ax = b :ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ොູگݑ มฆܳا اࠍ੆ߺࠊل ႟၍ ඔ൹ً ݆݁ min||x||22 إڢܹ٭ڎي َޙࡗࡲ أݬ؞ݠ ጥ጑ஓ୷
:ሒᇆ৚৑Ⴄ၍ اࠍ੆ܭ لأޚް و

x′ = A⊺(AA⊺)−1b

(2) ڲ׭ոل
:ሒᇿ؇اܳٺ اܳٷޙ؇م ༡ܭ

A =

(
1 2 3
4 5 6

)
, b =

(
6
15

)
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اࠍ੆ܭ:
:A⊺ اिऻۢءܙ١ؔ ڲרؠܙل ؼۻոب .1

A⊺ =

1 4
2 5
3 6


:AA⊺ ؼۻոب .2

AA⊺ =

(
1 2 3
4 5 6

)1 4
2 5
3 6

 =

(
14 32
32 77

)

:(AA⊺)−1 ڲ֔ڎܙس ؼۻոب .3
det(AA⊺) = 14× 77− 32× 32 = 54

(AA⊺)−1 =
1

54

(
77 −32
−32 14

)
:A⊺(AA⊺)−1b ؼۻոب .4

x = A⊺(AA⊺)−1b =
1

54

1 4
2 5
3 6

( 77 −32
−32 14

)(
6
15

)
=

1
1
1


:ި۱ ا৙৑ݬ؞ݠ اܳٷޙࡗࡲ ༡ܭ

x =

1
1
1


اܳٺ༲ڎࢴࣖ َ؇ڢݧ أو اܳٺ༲ڎࢴࣖ ݁ڰݠط Ⴄ၍ن ݿިاء َ؇ڢݱ۰ ۰ਊಾر ذات اৎ৊ྥފݑ اܳٷޙ؇م ݁ݱڰިڣ۰ ೑಻Ⴄ၍ إذا

ا৙৑ݬ؞ݠ. اܳٷޙࡗࡲ ذو اࠍ੆ܭ ؇ਃ಻ᄴᄟا اৎ৊ݠًأ؇ت ෛູٺ؇ر اࠍ੆ߺࠊل، ݆݁ ዛኡ؇ل۰ ৖৑ ؇݁ ይዧٷޙ؇م ڣ؆ن ො੼ڎد أو
SVD ౫౜భܹ٭ܭ ً؇৖৑ݿٺأ؇۰َ و۱ڍا راݿص ً؊ݬ؞ݠ ॷॖदاܳٺگݠ اࠍ੆ܭ ෛູٺ؇ر اৎ৊ྥފگ۰ ଫଃ༚ ا৙৑َޙ۰݄ ᄭᄟ؇༡ ሒᇭ أ݁؇

Moore-Penrose ݁أܝިس و

39



(SVD) ڲרءۑدة ؓ߈ߣ ᅽᅰإ اڤ׫ءڎמ٪ 2
A ∈ Mn×m(K) ۋ٭ت: A اࠍ੆گ٭گ٭۰ اৎ৊ݱڰިڣ۰ ܳٺܝ݆ .1 .2 ؉ֵ ׂ֔ۑ
:ঌॻل პაႰ ݁ݱڰިڣ؇ت ఈఃٔث ๤ཚب ༡؇ݬܭ ሌᇿإ A اৎ৊ݱڰިڣ۰ ොູܹ٭ܭ ஓ୷ܝ݆

A = UΣV ⊺ =
n∑

i=1

uiσiv
⊺
i (∗)

ۋ٭ت:
.AA⊺ ܳـ ۰ਃಾاᄳᄟا ا৙৑ނأ۰ আॻ༟ ොູٺިي m×m اܳٴأڎ ذات ݁ٺأ؇݁ڎة ݁ݱڰިڣ۰ U .1
.A⊺A ܳـ ۰ਃಾاᄳᄟا ا৙৑ނأ۰ আॻ༟ ොູٺިي n× n اܳٴأڎ ذات ݁ٺأ؇݁ڎة ݁ݱڰިڣ۰ V .2

أي: ،m× n اܳٴأڎ ذات ل۰ ڢޚݠ ݁ݱڰިڣ۰ Σ .3
Σ = diag(σ1, σ2, . . . , σp) ; p = min(m,n)

ොຳ٭ت:
σ1 ≥ σ2 ≥ · · · ≥ σp ≥ 0

A గጻዧݱڰިڣ۰ اৎ৊ٷڰݠدة اܳگࡗࡲ ஓ஄ټܭ
ᄩᄟ ਲ਼ਦوߖߵ ( Singular Value Decomposition ) ݁ٷڰݠدة ڢࡗࡲ ሌᇿإ اܳٺڰܝ٭۹ (∗) ް݄૭૏

.(SVD) اۊٺݱ؇را:
ڲ୹୴ؼ܊ոت:

اܳٺ؇ܳ٭۰: ا৙৑َޙ۰݄ لژ ّأݠ ஓ୷ܝٷٷ؇ A గጻዧݱڰިڣ۰ اৎ৊ٷڰݠدة اܳگࡗࡲ ݆݁ اَޚఈఃڢ؇ .1
1)‖A‖l = max

‖x‖2=1
‖Ax‖2 = σ1

2)‖A‖F =

(
m∑
i=1

n∑
j=1

a2ij

) 1
2

= (trace(A⊺A)) 1
2 = (trace(V Σ2V ⊺))

1
2 = (trace(Σ2))

1
2

‖A‖F = (σ2
1 + σ2

2 + · · ·+ σ2
n)

1
2

‖A‖F =

(
n∑

i=1

σ2
i

) 1
2
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اिऻ֔ڵگ: اिऻ֔ڎܙس
إذا أ݁؇ ႟ၽاܳލ ᄭᄥ݁ފٺޚ٭ أو ނ؇ذة اৎ৊ݱڰިڣ۰ ೑಻Ⴄ၍ إذا ༠؇ݬ۰ ܋ٴଫଃة ً؊ᆇᆅ٭۰ اৎ৊أ݄ܾ اৎ৊أܝިس ොຬޙް

.A−1 اܳٺگܹ٭ڎي ً؇ৎ৊أܝިس ا৕৑܋ٺڰ؇ء و ؜ٷ۬ ا৖৑ݿٺ؞ٷ؇ء ஓ୷ܝ݆ ڣ؆َ۬ ނ؇ذة ଫଃ༚ و ਵਦًأ۰ ೑಻Ⴄ၍
m × n ا৙৑ًأ؇د: ذات X اৎ৊ݱڰިڣ۰ ሒሃ n × m ا৙৑ًأ؇د ذات A۰ݱڰިڣగጻዧ اৎ৊أ݄ܾ اৎ৊أܝިس

. AXA = A ොູگݑ: มฆܳوا
:؇۳ᆇᆅأ ෛ੼ٺܹڰ۰ أَިاع اৎ৊أ݄ܾ గጻዧأܝިس ڣ؆ن اܳٺگܹ٭ڎي اৎ৊أܝިس ༟ܝݴ আॻ༟

ොູگݑ: มฆܳا X اৎ৊ݱڰިڣ۰ ሒሃ و :[5] ݁ިر-ଫ଍ًوز ݁أܝިس
AXA = A

XAX = X
AX = (AX )⊺

XA = (XA)⊺

A† : ًـ ؇ୖ୒ ਲ਼ਦߖߵ و
ᄩᄥأ෠ຬ ؇݁ ۱ڍا و ݁ݱڰިڣ۰ ႟၍ أ༥ܭ ݆݁ ” ڣݠࢴࣖ ႟ၽ૰૖و ݁ިۏިد ” َ۬؊ً اৎ৊أܝިس ۱ڍا ଩ଃറണ೭

اݿٺ༱ڎا݁؇. و أᆇᆅ٭۰ ଫ଒أ܋
ػܙاص

(A†)† = A

(A†)⊺ = (A⊺)†

A−1 = A† ⇔ ނ؇ذة ଫଃ༚و ਵਦًأ۰ ݁ݱڰިڣ۰ A
(AB)† 6= B†A†

ڲܙر-જ੾ּوز: ڲ֔ڎܙس أჸჶמ١
أᆇᆅ٭ٺ۬ ّޙ۳ݠ દઊأ اৎ৊ྥފگ۰ ଫଃ༚و اৎ৊ྥފگ۰ ఋዳዧَޙ۰݄ ༡ܭ إ෠ຬ؇د ሒᇭ ݁ިر-ଫ଍ًوز ݁أܝިس ܾ۱؇૭૏
ᄭᄟ؇੆اࠍ ۱ڍه ሒᇭ ؇ਃ಻ᄴᄟا اৎ৊ݠًأ؇ت ّأ۠ݞ ۋ٭ت َ؇ڢݱ۰ ۰ਊಾر ذات اܳٷޙ؇م ݁ݱڰިڣ۰ ّܝިن ؜ٷڎ݁؇
:ሒᇆ৚৑Ⴄ၍ గጻዧأܝިس SVD ොູܹ٭ܭ ݆݁ ألݯ؇ ૭૙ٺڰ٭ڎ პაႰ ً۬ ا৖৑ݿٺأ؇۰َ دون ࠯࠵࠺ܭ اܳިݬިل ሌᇿإ

A† = V Σ†U⊺

ڣ؆ن: َ؇ڢݱ۰ ۰ਊಾر ذات A ೑಻Ⴄ၍ إذا
Ax = b ⇒ x′ = A†b
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x′ = V Σ†U⊺b

x′ =
n∑

i=1

〈ui, b〉
σi

vi

(1) ڲ׭ոل
:ሒᇿ؇اܳٺ اܳٷޙ؇م ༡ܭ

A =

(
1 2
2 4

)
, b =

(
5
10

)
اࠍ੆ܭ:

:A⊺A ؼۻոب .1

A⊺A =

(
1 2
2 4

)(
1 2
2 4

)
=

(
5 10
10 20

)

:(SVD) اिऻרءۑدة اڤؠמڵ١ ส്ڪמڞ .2
:A⊺A ڤـ ١ॴయاႤ႐ا اڤؠ߈ߣ إո൑ฝد أ.

det(A⊺A− λI) = λ2 − 25λ = 0 =⇒ λ1 = 25 , λ2 = 0

σ2 = 0 ، σ1 =
√
25 = 5 اৎ৊ٷڰݠدة: اܳگࡗࡲ

:A⊺A ڤـ ١ॴయاႤ႐ا ١֔۳ॊूا إո൑ฝد ب.
:λ1 = 25 ይዧگ٭۰݄ –(

−20 10
10 −5

)(
u1
u2

)
= 0 =⇒ v1 =

(
1/
√
5

2/
√
5

)
:λ2 = 0 ይዧگ٭۰݄ –

v2 =

(
2/
√
5

−1/
√
5

)

V =

(
1/
√
5 2/

√
5

2/
√
5 −1/

√
5

)
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:U ؼۻոب ج.

u1 =
1

σ1
Av1 =

(
1/
√
5

2/
√
5

)
, u2 =

(
2/
√
5

−1/
√
5

)

U =

(
1/
√
5 2/

√
5

2/
√
5 −1/

√
5

)

:A† જ੾ּوز ڲ֔ڎܙس ؼۻոب .3

Σ† =

(
1/5 0
0 0

)
, A† = V Σ†U⊺ =

(
1/5 2/5
2/5 4/5

)

اڤר܊ոم: ຒڞ .4

x = A†b =

(
1/5 2/5
2/5 4/5

)(
5
10

)
=

(
1
2

)
:႟ၽܳލ؇ً لܝٺص اࠍ੆ܭ و݁ٷ۬

x =

(
1
2

)
ڣ؆ن: ᄭᄥ݁Ⴄ၍ ۰ਊಾر ذات A ೑಻Ⴄ၍ إذا أ݁؇

݁ྥފݑ: َޙ؇م .1
x′ = A⊺(AA⊺)−1b

A† = A⊺(AA⊺)−1 ۋ٭ت:
݁ྥފݑ: ଫଃ༚ َޙ؇م .2

x′ = (A⊺A)−1A⊺b

A† = (A⊺A)−1A⊺ ۋ٭ت:
ᄭᄥ݁Ⴄ၍ ۰ਊಾر ذات اܳٷޙ؇م ݁ݱڰިڣ۰ ༡؇ل ሒᇭ ؇ਃ಻ᄴᄟا اৎ৊ݠًأ؇ت ّگڎ݁۬ اᄳᄟي اࠍ੆ܭ أن ఈఃَۋޓ ڲ୹୴ؼ܊١:
َޚ؇ق আॻ༟ اݿٺ༱ڎا݁۬ ܳٷ؇ ཯ྥ٭ں ؇݁ ݁ިر-ଫ଍ًوز ݁أܝިس ًިاݿޚ۰ إܳ٭۬ ّިݬܹٷ؇ اᄳᄟي اࠍ੆ܭ َڰݴ ި۱

َޙ؇م. أي ༡ߺࠊل ෠ຬ৕৑؇د واݿؕ
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ا৙৑َޙ۰݄ ௰௯௫ٺܹژ ༡ߺࠊل إ෠ຬ؇د ሒᇭ SVD ఈః༠ل ݆݁ ݿ؇۱ܾ ݁ިر-ଫ଍ًوز ݁أܝިس أن ݆݁ ܾؗීෂا আॻ༟
༟ܹ٭۬ ොຶݱܭ اᄳᄟي اࠍ੆ܭ ڣ؆ن ይዧݯިݪ؇ء ۋފ؇ݿ۰ اܳٷޙ؇م ਃಸ؇َ؇ت ّܝިن દઊأ اࠍ৖৑؇੆ت ًأݥ ሒᇭ أَ۬ ৖৑إ
ذات اࠍ੅ޚ٭۰ ً؇ৎ৊أ؇د৖৑ت ا৙৑َޙ۰݄ ݆݁ اܳٷިع ୒ୖڍا ᄭႍၽލৎ৊ا اৎ৊أ؇د৖৑ت আॻ༟ ੯੩وَޚ ،؇༥ݿ؇ذ لܝިن

اࠍ੆ފ؇ݿ٭۰.

اݾষۻ۰ոמ١ ذات اݾশ܋מ١ اո֔िऻدूेت 3
ሒᇭ أو A اৎ৊ݱڰިڣ۰ ๤ཛྷ؇؜ٷ ሒᇭ ݿިاء ይዧٺ؞ଫଃات ༥ڎا ۋފ؇ݿ؇ لܝިن ؇۳ܹ༡ ۊޚ٭۰ ᄭᄟ݁أ؇د ႟၍ ሒሃ و

اࠍ੆ܭ. ሒᇭ ଫଃ܋ٴ ڣݠق ا༡ڎاث ሌᇿإ لޝدي ૭૖٭ޔ ଫଃّ؞ ႟၍ ۋ٭ت ،b اܳٴ٭؇َ؇ت
(1) ڲ׭ոل

:ሒᇿ؇اܳٺ اܳٷޙ؇م )ܳٷ༲ܭ
1 2
2 4.001

)(
x
y

)
=

(
5

10.001

)
:ި۱ Ax = b ොຬگݑ اᄳᄟي )اࠍ੆ܭ

x

y

)
=

(
3
1

)
ොຳ٭ت: ،b ሒᇭ ً ޗڰ٭ڰ؇ ً ّ؞٭ଫଃا )ܳٷ༲ڎث

1 2
2 4.001

)(
x

y

)
=

(
5

10.002

)
:ި۱ ᄭᄟ؇੆اࠍ ۱ڍه ሒᇭ ༟ܹ٭۬ ౫౜రݱܭ اᄳᄟي )اࠍ੆ܭ

x
y

)
=

(
1
2

)
ଫଃّ؞ اࠍ੆ܭ أن ৖৑إ (0.001) ޗڰ٭ڰ؇ Ⴄ၍ن أ༡ڎ਍ು؇ه اᄳᄟي ଫଃاܳٺ؞٭ أن ݆݁ ܾؗීෂا আॻ༟ أَ۬ ఈఃَۋޓ

ً؇ࠍ੆ފ؇ݿ٭۰. ଩ଃറണ೺ มฆܳا ا৵৩ৠܭ ႟၍ ሒᇭ ༟؇م ႟ၽ૰૖ ᄩᄥ༶૭૙ ؇݁ و۱ڍا ܹ݁ۜިظ ႟ၽ૰૖
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ا৵৩ৠܭ: ۋފ؇ݿ٭۰ ڢ٭؇س ݁أ٭؇ر
اܳٷޙ؇م ৎ৊ݱڰިڣ۰ ا๤དྷܳޗ޶ اܳأڎد ۋފ؇ب ఈః༠ل ݆݁ ᄭᄥ৵৩ৠا ۋފ؇ݿ٭۰ ݁ڎى ڢ٭؇س ஓ୷ܝٷٷ؇ [7] •

ۋ٭ت: κ(A) :ᄩᄟ ਲ਼ਦߖߵ اᄳᄟي
κ(A) = ‖A‖‖A−1‖ =

λmax
λmin

(ill-conditioned) ۋފ؇ݿ۰ ᄭᄥᆇᅹ Ax = b ڣ؆ن: κ(A) > 1 Ⴄ၍ن: إذا •
(well-conditioned) ۋފ؇ݿ۰ ଫଃ༚ ᄭᄥᆇᅹ Ax = b ڣ؆ن: κ(A) ≤ 1 Ⴄ၍ن: إذا •

:ሒᇆ৚৑Ⴄ၍ ا๤དྷܳޗ޶ اܳأڎد لژ ّأݠ ஓ୷ܝٷٷ؇ SVD اܳـ ොູܹ٭ܭ ً؇ݿٺ༱ڎام ఈః݁ۋޙ۰:
A−1 = V Σ−1U⊺

‖A‖l = σ1 =⇒ ‖A−1‖l = σ−1
n

݁ٷ۬: و
cond(A) = ‖A‖l · ‖A−1‖l =

σ1
σn

෠ູأܭ มฆܳا اܳٺٷޙࡗࡲ ޗݠق ࣁ༠ࣖܭ ሒᇼٺڎ૭૏ اࠍ੆ފ؇ݿ۰ ا৙৑َޙ۰݄ ݆݁ اܳٷިع ۱ڍا ৎ৊ټܭ اࠍ੆ܭ إ෠ຬ؇د إن
ً؇ܳݯިݪ؇ء. ّ؊ߜߵا أڢܭ و اݿٺگݠارا ଫ଒أ܋ اࠍ੆ܭ ݆݁

ا୦ୠଡ଼ۏء ပ࿮ॴ఩رد ෕ຸط 4
ࢴࣖل ዻዧذ ڣ؆ن ො੼گگ؇ Ⴄ၍ن إذا اࠍ੅ޚ٭۰، ఋዳዧَޙ۰݄ ݁ފٺگݠ ༡ܭ وۏިد ۰ਃ಻Ⴄၽ݁إ ጵ጑ොຬ َޙݠي ๤ཇ݁ޝ ި۱
ޗݠق ࣁ༠ࣖܭ ሒᇼٺڎ૭૏ ඔ൹݁أ ඹජء ሒᇭ ොູگگ۬ ༟ڎم أ݁؇ ݁ފٺگݠ ॷॖदّگݠ ༡ܭ আॻ༟ اࠍ੆ݱިل ۰ਃ಻Ⴄၽ݁إ আॻ༟

ا๤དྷܳط. ۱ڍا රඝق ଫଃٔ؊ّ ݆݁ ይዧٺگܹ٭ܭ اܳٺٷޙࡗࡲ
:আॻ༟ ا๤དྷܳط ۱ڍا ਍ಱݧ

n∑
i=1

|〈ui, b〉|2

σ2
i

< +∞

اܳگࡗࡲ ਍ಾ؇ڢݧ ݆݁ أ๤ངع اܳݱڰݠ ިොຶ |〈ui, b〉|2 ۬ਃಱڣިر ݁أ؇ఈః݁ت ਍ಾ؇ڢݧ لܝިن أن ෠ຬص රඝآ ଫଃأٴਐಸ
أي: σ2

i اৎ৊ٷڰݠدة
|〈ui, b〉|2 ≤ σi
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اࠍ੆ܭ: ڣ؆ن ၯ၍٭؇ ౫౜దگݑ ቕረ إذا أ݁؇

x′ =
n∑

i=1

〈ui, b〉
σi

vi

اࠍ੆ފ؇ݿ٭۰. ނڎࢴࣖة ا৙৑َޙ۰݄ ًأݥ ሒᇭ ᄩᄥ༶૭૙ ؇݁ و۱ڍا اܳݯިݪ؇ء ّݯܾۜ ૭૖ྟص ݿ྘ٺٴ؇༟ڎ

اڤ׫ר܊߈ߣ ܈ۑق 5
؇ୖ୒ఈః༠ ݆݁ ዛኤڎف ،๴ཚ؇ل ීෂا اࡺ࢕ࢦިذج ሌᇿإ إݪ؇ڣ٭۰ ༡ڎود إد༠؇ل أو ༡ڍف আॻ༟ اܳٺٷޙࡗࡲ ّگٷ٭؇ت ّأ݄ܭ
ෛູݠق มฆܳا اࠍ੆ڎود ଫଃٔ؊ّ ّگܹ٭ܭ আॻ༟ ً؇ܳأ݄ܭ ዻዧوذ اݿٺگݠاره و اࠍ੆ܭ ّگ؇رب ඔ൹ً اܳٺިازن ොູگ٭ݑ ሌᇿإ

Ⴄၽਃಸرد. ๤ཇط
:ঌॻل ڣ٭݄؇ ؇ዛዀܳإ ݿྡྷٺޚݠق มฆܳا و [4] ” اܳޚ٭ڰ٭۰ اܳٺݱڰ٭۰ ”ޗݠق اܳٺگٷ٭؇ت ۱ڍه أ۱ܾ ඔ൹ً ݆݁

اڤ܋מءמ١ اڤ׫ۢءמ١ ܈ۑق 6
෠ෘ٭ھ ؇ዛኞ มฆܳا ጥ጑ّ ཷྦྷٴ٭ޔ و اৎ৊أߺࠊ݁؇ت ؇ዛዀܹ༟ ዛኤ٭݄݆ มฆܳا اࠍ੆ܭ ݁ܝިَ؇ت আॻ༟ اࠍ੆ڰ؇ظ اৎ৊ٴڎأ:
:႟ၽاܳލ ݆݁ ؇݁ިᆇᅦ اৎ৊أڎل اࠍ੆ܭ ڣ٭ܝިن ϕi ∈ [0, 1] ۋ٭ت: ϕi اܳٺݱڰ٭۰ ᄭᄟدا إݪ؇ڣ۰ ఈః༠ل ݆݁

xr =
r∑

i=1

ϕi
u⊺i b

σi
vi

اܳޚ٭ڰ٭۰: اܳٺݱڰ٭۰ ޗݠق ًأݥ আॻ༟ ঌॻل ڣ٭݄؇ ݿྡྷٺأݠف

:TSVD ֵؠ١ ܈ۑ 1 .6
ّܝިن มฆܳا و ؇ዛዀڣ اৎ৊ݠؗިب ଫଃ༚ SVD ݁ܝިَ؇ت ّگޚؕ ۋ٭ت: اৎ৊ٴ؇๤ཇة اܳޚݠق ଫ଒أ܋ ଫଊّأٺ اৎ৊ٴڎأ:
ො੼گݑ. أݬٴں Ⴄၽਃಸرد ๤ཇط أن ً؇ڣଫଐاض ૭૏݄ں ؇݁ اܳݱڰݠ، ݆݁ ۰ਊಱاܳگݠ اৎ৊ڰݠدة ይዧگࡗࡲ ݁ިاڣگ۰ ༟؇دة

ොູگݑ: اৎ৊ݱڰ؇ة ᄭᄟدا أن ૭૙ྥٷٺھ أن ஓ୷ܝ݆ اৎ৊ݱڰ؇ة: ᄭᄟدا

ϕi =

{
1 ; if i ≤ k

0 ; otherwise
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اܳٺٷޙࡗࡲ. أ਍ು؇ء ؇ዛዀܹ༟ اࠍ੆ڰ؇ظ ቕቆ มฆܳا اৎ৊ڰݠدة اܳگࡗࡲ ༟ڎد ஓ୷ټܭ و اܳٺٷޙࡗࡲ ݁أ؇݁ܭ ި۱ k ۋ٭ت
:႟ၽܳލ؇ً اࠍ੆ܭ لأޚް اৎ৊أڎل: اࠍ੆ܭ

xk =
k∑

i=1

u⊺i b

σi
vi , k ≤ r

.A اৎ৊ݱڰިڣ۰ ۰ਊಾر ஓஇټܭ r ۋ٭ت

(1) ڲ׭ոل
:ሒᇿ؇اܳٺ اܳٷޙ؇م ༡ܭ

Ax = b, A =

1 1
1 1.0001
1 1.0001

 , b =

 2
2.0001
2.0001


: اࠍ੆ܭ

ّگݠ཯ྟ٭ً؇: ؇ୖ୒ اৎ৊ٷڰݠدة اܳگࡗࡲ ۋ٭ت ،(ill-conditioned)݁ٷڰݠدة ނٴ۬ A اৎ৊ݱڰިڣ۰
σ1 ≈ 2.2361, σ2 ≈ 0.0001

ଫ଍ًوز: ݁أܝިس اݿٺ༱ڎ݁ٷ؇ إذا
1

σ2
≈ 104 ⇒ اܳݯިݪ؇ء ّݯۛࡗࡲ

:TSVD ۰ոּ׫ຢ׿ام اݾষڞ
.σ2 وዛኡ݄ܭ σ1 ًـ ڣگޔ ොຶٺڰޓ :k = 1 ؜ٷڎ َگޚؕ •

૭૙ٺ༱ڎم: •
Σ+TSVD =

(
1
σ1

0

0 0

)
≈
(
0.4472 0

0 0

)
:ި۱ اࠍ੆ܭ •

xTSVD = V Σ+TSVDUT b ≈
(
0.9999
1.0001

)
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اৎ৊ݱڰިڣ۰ ஓ஄ټ٭ܭ ሒᇭ Ak اৎ৊گݠ۰ً اৎ৊ݱڰިڣ۰ دڢ۰ ݁ڎى دراݿ۰ ً۬ لگݱڎ و :TSVD لگ۰ ޗݠ ّگ؇رب
ڣݠو྘ྲྀٷ٭ިس (݁أ٭؇ر اࠍ੅ޚ؊ ଫଃ݁أ؇ل دراݿ۰ ً؇ݿٺ༱ڎام اܳٺگ؇رب ۱ڍا ڣأ؇ܳ٭۰ ݁أݠڣ۰ لࡤࡲ ۋ٭ت A ا৙৑ݬܹ٭۰

.Ak و A ඔ൹ً اܳޚ٭ࠕࠫ) واৎ৊أ٭؇ر
(1) ١ֵ ֿ܊ۑ

k ۰ਊಾߓߵ A గጻዧݱڰިڣ۰ ೞಱّگݠ أڣݯܭ أن ሌᇿإ ل۰ اܳٷޙݠ ۱ڍه ଫଃ૰૜ : لިَؐ[8] لႤၽرت إ ل۰ َޙݠ
َܝٺص: و TSVD ؜݆ ۰෠ູ؇اܳٷ Ak اৎ৊ݱڰިڣ۰ ި۱{

min||A− A′||F = ||A− Ak||F
min||A− A′||2 = ||A− Ak||2

.k ۰ਊಾر ذات ܋٭ڰ٭۰ ݁ݱڰިڣ۰ ሒሃ A′ ۋ٭ت
اܳޚ٭ࠕࠫ: اৎ৊أ٭؇ر ً؇ݿٺ༱ڎام لިَؐ الႤၽرت ل۰ َޙݠ ߓߵ۱؇ن

෠ຶڎ: SVD اৎ৊ڰݠدة اܳگࡗࡲ ොູܹ٭ܭ ݆݁ ،r ۰ਊಾීෂا و n×m ا৙৑ًأ؇د ذات ݁ݱڰިڣ۰ A ܳٺܝ݆
A = UΣV ⊺

أي:

A =
(
u1 u2 · · · ur

)

δ1
δ2...
δr



V ⊺1
V ⊺2...
V ⊺r


rank(Ak) = k < r ۋ٭ت: TSVD ݆݁ ۰෠ູ؇اܳٷ اৎ৊ݱڰިڣ۰ Ak ܳٺܝ݆

َܝٺص: ݁ٷ۬ و
A =

r∑
i=1

δiuiv
⊺
i

Ak =
k∑

i=1

δiuiv
⊺
i

أن: اܳأ޺޾ ؕ݁
δ1 ≥ δ2 ≥ δ3 ≥ · · · δr ≥ 0
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:؇਍ಱᄴᄟ
A− Ak =

∑r
i=1 δiuiv

⊺
i −

∑k
i=1 δiuiv

⊺
i =

∑r
i=k+1 δiuivi:۬و݁ٷ

||A− Ak||2 = ||Udiag(0, 0, 0 · · · δk+1, · · · δr)V ⊺||2
||A− Ak||2 = diag(0, 0, 0 · · · δk+1, · · · δr)

أي:
||A− Ak||2 = δk+1

݆۱ଫଊوܳٷ rank(A′) = k أي: Ak اৎ৊ݱڰިڣ۰ ۰ਊಾر َڰݴ ؇ୖ୒ ܋٭ڰ٭۰ ݁ݱڰިڣ۰ A′ اৎ৊ݱڰިڣ۰ ܳٺܝ݆
أن:

‖A− A′‖2 ≥ ‖A− Ak‖2
اܳٺ؇ܳ٭۰: اܳټఈఃث ا๤དྷܳوط ොຬگݑ اᄳᄟي w اܳލأ؇ع ؜݆ ౫ౖరت

w = 1

A′w = 0

w = α1v1 + α2v2 + · · ·αk+1vk+1

:ި۱ ۰ٔఈఃاܳټ ا๤དྷܳوط ොຬگݑ اᄳᄟي اܳލأ؇ع
w = v′

α

α2

:؇਍ಱᄴᄟ
||A− A′||2 = max

‖x‖2=1
‖(A− A′)x‖2

َܝٺص: w ොຬگگ۳؇ มฆܳا ا๤དྷܳوط ۋފص ݁ٷ۬ و
||A− A′||2 = max

‖w‖2=1
‖(A− A′)w‖2

||A− A′||2 ≥ ‖(A− A′)w‖2
A′w = 0 ܳـܝ݆:

إذن:
||A− A′|| ≥ ||Aw||2 ≥ min||Aw||2 (**)
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min||Aw||2 ؜݆: ܳٷٴۜت
:؇਍ಱᄴᄟ

||Aw||2 =
√
(α1δ1)2 + · · ·+ (αk+1δk+1)2

أن: }ًڰݠض
α1 · · ·αk = 0

αk+1 = 1

෠ຶڎ:
min||Aw||2 = δk+1

:ሒᇿ؇اܳٺ ႟ၽܳލ؇ً (**) اܳأఈఃڢ۰ ّݱٴں و݁ٷ۬
||A− A′||2 ≥ δk+1

أن: ڣྡྷފྥٷٺھ
||A− A′||2 ≥ ||A− Ak||2

.A గጻዧݱڰިڣ۰ ೞಱّگݠ أۋފ݆ ఈఃڣأ ሒሃ TSVD ؜݆ ۰෠ູ؇اܳٷ Ak :ሒᇿ؇ܳٺ؇ً
ނڎࢴࣖة ఋዳዧَޙ۰݄ TSVD ّگڎ݁۬ اᄳᄟي اࠍ੆ܭ أن ّݯ݄݆ ଫଃ݁ݿႤၽي لިَؐ الႤၽرت ل۰ َޙݠ ఈః༠ݬ۰:
ا৕৑ۊٺ٭؇ر ؜ٷڎ و۱ڍا ݁ފٺگݠ، أَ۬ ዻዧذ ݆݁ ଫ଒܋৙৑وا اܳފ؇ذج اࠍ੆ܭ ሌᇿإ ݁ٺگ؇رب لܝިن اࠍ੆ފ؇ݿ٭۰

.k اܳٺٷޙࡗࡲ ৎ৊أ؇݁ܭ ا৙৑݁ټܭ

௛ீதܙֿܙف: ֵؠ١ ܈ۑ 2 .6
༡ܭ ݆݁ ৖৑ڣٴڎ اݿٺگݠارا ଫ଒أ܋ اࠍ੆ܭ ࠍ੊أܭ ਍ಾޙ٭݄޶ ༡ڎ إݪ؇ڣ۰ ౪౏ళިَިف لگ۰ ޗݠ ّگଫଐح اৎ৊ٴڎأ:

: ౪౏ళިَިف” ”إނႤၽܳ٭۰ ሌᇼࣖࣁ มฆܳا و اܳٺ؇ܳ٭۰ ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ොຶܭ ݁ٴ؇๤ཇة Ax = b :ᄭᄟأ؇دৎ৊ا
minx(‖Ax− b‖2 + λ‖x‖2)

اܳٺٷޙࡗࡲ. ݁أ؇݁ܭ ஓ୷ټܭ λ ۋ٭ت
:႟ၽܳލ؇ً ّأޚް ܳٺ٭ۛިَިف اৎ৊ݱڰ؇ة ᄭᄟدا ؜ٴ؇رة اৎ৊ݱڰ؇ة: ᄭᄟدا

ϕi
λ =

σi
2

σi2 + λ
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اৎ৊أڎل: اࠍ੆ܭ
اܳݯ۠٭ھ ܾ࿭੗ ஓ୷ټܭ δ > 0 و اᄴᄟڢ٭گ۰ اৎ৊أޚ٭؇ت b و ً؇ܳݯ۠٭ھ اৎ৊ލިނ۰ اৎ৊أޚ٭؇ت ި۱ bδ ܳ٭ܝ݆:

لܝިن: ؜ٷڍࢱࣕ
‖b− bδ‖ ≤ δ

:ሌᇿإ ਲ਼ਦߖߵ و
اܳފ؇ذج. اࠍ੆ܭ :x†

. bδ ً؇ৎ৊أߺࠊ۰݁ ܳٺ٭ۛިَިف اৎ৊أڎل اࠍ੆ܭ :xδλ.٭ھ෠ෘ دون ܳٺ٭ۛިَިف اৎ৊أڎل اࠍ੆ܭ :xλ
ۋ٭ت:

x† =
∑r

i=1
u⊺
i b
σi
vi

xλ =
∑r

i=1
σi

2

σi
2+λ

u⊺
i b
σi
vi

xδλ =
∑r

i=1
σi

2

σi
2+λ

u⊺
i b

δ

σi
vi

݁ٷ۬: و
‖xδλ − x†‖ ≤ ‖xδλ − xλ‖+ ‖xλ − x†‖

ܳٺ٭ۛިَިف: اࠍ੆ܭ اݿٺگݠار إਊು؇ت

‖xδλ − xλ‖2 =

∥∥∥∥∥
r∑

i=1

σi
2

σi2 + λ

u⊺i b
δ

σi
vi −

r∑
i=1

σi
2

σi2 + λ

u⊺i b

σi
vi

∥∥∥∥∥
2

‖xδλ − xλ‖2 =
r∑

i=1

(
σi

σi2 + λ
(bδ − b)ui

⊺
)2

‖xδλ − xλ‖2 ≤ sup
1≤i≤r

(
σi

σi2 + λ

)2 r∑
i=1

(
(bδ − b)u⊺i

)2
‖xδλ − xλ‖2 ≤ sup

1≤i≤r

(
σi

σi2 + λ

)2

‖bδ − b‖2

:؇਍ಱᄴᄟ
(σi −

√
λ)2 = σ2

i + λ− 2σi
√
λ ≥ 0

أي:
1

σ2
i + λ

≤ 1

2σi
√
λ

51



༟ܹ٭۬: و
‖xδλ − xλ‖2 ≤

(
σi

2σi
√
λ

)2

‖bδ − b‖2

‖xδλ − xλ‖2 ≤
(

δ

2
√
λ

)2

إذن:
‖xδλ − xλ‖ ≤

(
δ

2
√
λ

)
ا৖৑ݿٺگݠار. زاد λ ଫଊ܋ ؇గၵ၍ أَ۬: ڣྡྷފྥٷٺھ
ܳٺ٭ۛިَިف: اࠍ੆ܭ ّگ؇رب إਊು؇ت

‖xλ − x†‖2 =

∥∥∥∥∥
r∑

i=1

σi
2

σi2 + λ

u⊺i b

σi
vi −

r∑
i=1

u⊺i b

σi
vi

∥∥∥∥∥
2

‖xλ − x†‖2 =
r∑

i=1

(
λ

(σi2 + λ)σi

)2

(u⊺i b)
2

‖xλ − x†‖2 ≤ sup
1≤i≤r

(
λ

(σi2 + λ)σi

)2 r∑
i=1

(u⊺i b)
2

‖xλ − x†‖2 ≤
(

λ

(2σi
√
λ)σi

)2 r∑
i=1

(u⊺i b)
2

݁ٷ۬: و
‖xλ − x†‖2 ≤

(√
λ

2

)2 r∑
i=1

(
u⊺i b

σ2
i

)2

‖xλ − x†‖2 ≤

(√
λ

2

)2

E2

‖xλ − x†‖ ≤

(√
λ

2

)
E
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x† ިොຶ ً؇ਐ಻ޙ؇م xλ ّگ؇رب ؇గၵ၍ ݬ؞ଫଃة λ ೑಻Ⴄ၍ ؇గၵ၍ أَ۬: ڣྡྷފྥٷھ
:۰༶ཹྥ٭

‖xδλ − x†‖ ≤
(

δ

2
√
λ

)
+

(√
λ

2

)
E

༟ܹ٭۬ و √
λ
2 E → 0 ڣ؆ن: ༥ڎا ଫଃݬ؞ λ Ⴄ၍ن اذا و δ

2
√
λ
→ 0 ڣ؆ن: ༥ڎا ଫଃ܋ٴ λ Ⴄ၍ن اذا

ا৖৑ݿٺگݠار و اܳٺگ؇رب ඔ൹ً ݁ٺިازن ༡ܭ আॻ༟ ොຶݱܭ ෠ຬأܹٷ؇ λ اܳٺٷޙࡗࡲ ৎ৊أ؇݁ܭ اৎ৊ٷ؇ݿص ا৖৑ۊٺ٭؇ر ڣ؆ن
౪౏ళިَިف. لگ۰ ޗݠ وڣݑ

:Landweber ֵؠ١ ܈ۑ 3 .6
݆݁ ࠯࠵࠺ܭ اܳٺڎر෠ຬ޶ اܳٺݱۜ٭ں ሌᇿإ ዛኤڎف ߙߵاۏأ٭۰ ݁ٺٺ؇ܳ٭۰ ا૰૙؇ء আॻ༟ ّأٺ݄ڎ ۊިارز݁٭۰ ሒሃ اৎ৊ٴڎأ:

ۊޚިة. ႟၍ ؜ٷڎ اࠍ੅ޚ؊ ّگܹ٭ܭ ఈః༠ل
:Landweber ۊިارز݁٭۰
ނ؇ذ: َޙ؇م Ax = b ܳ٭ܝ݆

Ax = b

⇔ A⊺Ax = A⊺b

⇔ A⊺b− A⊺Ax = 0

⇔ A⊺bω − ωA⊺Ax = 0

⇔ x+ A⊺bω − ωA⊺Ax = x

اܳٺ؇ܳ٭۰: اଫଐܳاۏأ٭۰ اܳأఈఃڢ۰ ۰ً؇঺঒ ஓ୷ܝ݆ إذن x = f(x) :႟ၽاܳލ ݆݁ ሒሃ }و
x0 ∈ R⋉

xk+1 = (I − ωA⊺A)xk + ωA⊺b

أن: ఈఃَۋޓ
x1 = (I − ωA⊺A)x0 + ωA⊺b

x2 = (I − ωA⊺A)x1 + ωA⊺b

x2 = (I − ωA⊺A)((I − ωA⊺A)x0 + ωA⊺b) + ωA⊺b

x2 = (I − ωA⊺A)2x0 + (I − ωA⊺A)ωA⊺b+ ωA⊺b
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x3 = (I − ωA⊺A)x2 + ωA⊺b

x3 = (I − ωA⊺A)3x0 + (I − ωA⊺A)2ωA⊺b+ (I − ωA⊺A)ωA⊺b+ ωA⊺b

لܝٺص landweber ّگڎ݁۬ اᄳᄟي اࠍ੆ܭ أن ૭૙ྥٷٺھ أن ஓ୷ܝ݆ ݿٴݑ ؇݁ ఈః༠ل ݆݁ اৎ৊أڎل: اࠍ੆ܭ
:႟ၽاܳލ ݆݁

xk = (I − ωA⊺A)kx0 +
k−1∑
i=0

(I − ωA⊺A)iωA⊺b....∗

أي:
xk = (I − ωA⊺A)kx0 +

k−1∑
i=0

(I − ωA⊺A)iωA⊺Ax†

xk = (I − ωA⊺A)kx0 + ωA⊺A
k−1∑
i=0

(I − ωA⊺A)ix†

α
∑k−1

i=0 (1− α)i = 1− (1− α)k اܳأఈఃڢ۰: ૭૙ٺأ݄ܭ ଫ଒أ܋ ይዧٺྟފ٭ޔ

α

k−1∑
i=0

(1− α)i = α[1 + (1− α) + (1− α)2 + ......+ (1− α)k−1]

= 1− (1− α)k

:႟ၽاܳލ ݆݁ ࠯࠵࠺ܭ ۰ਃಮ؇ዛዊܳا اܳݱ٭؞۰ ّݱٴں و༟ܹ٭۬
xk = (I − ωA⊺A)kx0 + [I − (I − ωA⊺A)k]x†

اࠍ੆ܭ: لݱٴں x0 = 0 ًިݪؕ ∗ اܳأఈఃڢ۰ ݆݁ اܳٺݱڰ٭۰: ᄭᄟدا
xk = (I − (I − ωA⊺A)k)A†b

ۋ٭ت:
ϕi = I − (I − ωA⊺A)k

:Landweber ༡ܭ ّگ؇رب إਊು؇ت
||xk − x†|| = ||(I − ωA⊺A)kx0 − (I − ωA⊺A)kx†||
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||xk − x†|| ≤ ||(I − ωA⊺A)kx0|| − ||(I − ωA⊺A)kx†||
||xk − x†|| ≤ ||(I − ωA⊺A)||k · ||x0|| − ||(I − ωA⊺A)||k · ||x†||

:؇਍ಱᄴᄟ
0 < ω ≤ 1

||A⊺A||

أي:
||I − ωA⊺A|| ≤ 1

لܝިن: k →∝ ؇ৎ৊ و݁ٷ۬
||I − ωA⊺A||k → 0

إذن:
0 ≤ ||xk − x†|| ≤ 0

:ሒᇿ؇وً؇ܳٺ
lim
k→∝

xk = x†

.x† ިොຶ ً؇ਐ಻ޙ؇م ਐಹگ؇رب xk أن: ૭૙ྥٷٺھ
:Landweber ༡ܭ اݿٺگݠار إਊು؇ت

||xδk − xk|| = ||ω
k−1∑
i=0

(I − ωA⊺A)iA⊺(bδ − b)||

:؇਍ಱᄴᄟ
||ωA⊺|| ≤ 1

و݁ٷ۬:
||xδk − xk|| ≤

∥∥∥∥∥
k−1∑
i=0

(I − ωA⊺A)i

∥∥∥∥∥ ||bδ − b||

M = I − ωA⊺A ًިݪؕ:
∥∥∥∥∥෠ຶڎ:

k−1∑
i=0

M i

∥∥∥∥∥ ≤
k−1∑
i=0

||M ||i

أن: ఈఃَۋޓ
||M i|| ≤ 1 ⇒ ||M ||i ≤ 1
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و݁ٷ۬:
k−1∑
i=0

||M ||i ≤
k−1∑
i=0

1 = k

و༟ܹ٭۬:
||xδk − xk|| ≤ kδ
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๸෱ոঁబ

ۋފ؇ب آܳ٭؇ت ܳڰ۳ܾ ݁ڎ༠ܭ ೑಻Ⴄ၍ اৎ৊ڍாணة ّ۬؇۱ إ૰૙؇ء أ༥ܭ ݆݁ ؇ዛኞ ᆇᅪٷ؇ มฆܳا اৎ৊ݠۏأ٭۰ اᄴᄟراݿ۰ ۱ڍه
اܳٺ؇ܳ٭۰: ༇຀؇ٷٺይዧ اᄴᄟراݿ۰ ّ۬؇۱ أڣݯب ۋ٭ت اܳލ؇ذة. اࠍ੅ޚ٭۰ اৎ৊أ؇د৖৑ت ༡ߺࠊل

݆݁ اܳٺۜگݑ ؇ஓ୴دا ෠ຬص ዻዧᄳᄟو ނ؇ذة ଫଃ༚ او ො੼ڎدة ّܝިن ل؇ݪ٭۰ ීෂا اࡺ࢕ࢦ؇ذج ႟၍ ྘ܳފب .1
اࠍ੆ܭ. ۰ਃ಻ڎا༡وو وۏިد আॻ༟ ુળ੆اࠍ ڢٴܭ ࢻࣖڢ۰ اৎ৊أޚ٭؇ت

اܳٺ༲ڎࢴࣖ. وَ؇ڢݧ اܳٺ༲ڎࢴࣖ ݁ڰݠط ො੼ڎد، أݬٷ؇ف: ఈఃٔث ሌᇿإ اܳލ؇ذة اৎ৊أ؇د৖৑ت ᆇᅹܭ ّݱٷژ .2

ఈః༠ل ݆݁ ؇ዛዀܹ༟ ુળ༲ڣٷ ۰ਃ಻ڎا༡ިܳا أ݁؇ ঌॻـਃಸႤ၍ رو૰૜٭۬ ل۰ ਍ಸޙݠ ༟ڎ݁۬ ݆݁ اࠍ੆ܭ وۏިد আॻ༟ ુળොຶ .3
اৎ৊ݱڰިڣ۰. ۰ਊಾر

؜݆ اࠍ੆ފ؇ݿ٭۰، ذات గጻዧأ؇د৖৑ت ّگݠ཯ྟ٭۰ ༡ߺࠊل إ෠ຬ؇د ሒᇭ ؇݁؇۱ دورا اܳٺٷޙࡗࡲ ޗݠق ّܹأص .4
اܳݯ۠٭ھ. ؇ዛዀܹ༟ ݆݄ዛኗ มฆܳا اܳٴ٭؇َ؇ت ଫଃٔ؊ّ ݆݁ اܳٺگܹ٭ܭ لݑ ޗݠ
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