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Résumé

e mémoire porte sur I’étude des équations intégrales non linéaires de Volterra a noyau
faible, qui sont considérées comme des équations complexes en raison de la présence
de la fonction inconnue sous le signe intégral. Ces équations jouent un réle important dans
la modélisation de divers phénomenes en physique et en mathématiques appliquées.
L’objectif de ce travail est de développer une nouvelle méthode numérique pour ré-
soudre ce type d’équations, a partir d'une reformulation adaptée permettant 'utilisation
de méthodes analytiques rigoureuses, tout en assurant l'existence et 1'unicité de la so-
lution. La méthode proposée a été étudiée rigoureusement sur le plan théorique et son
efficacité a été confirmée par des exemples numériques illustrant ses avantages.
Afin de renforcer I'aspect théorique, la méthode a été appliquée a plusieurs exemples
illustratifs, en utilisant la technique de l'intégration par produit et la méthode de Nys-
trom, ce qui a permis de démontrer la pertinence et la robustesse de cette approche dans

différentes situations.

Mots-clés : Equation intégrale, Equation integro-différentielle, Equation de Volterra,
Noyau faible, Intégration par produit, Existence de la solution, Unicité de la solution,

Point fixe.



Abstract

his thesis focuses on the study of nonlinear Volterra integral equations with weak

kernels, which are considered complex equations due to the presence of the unk-

nown function inside the integral sign. These equations play an important role in modeling
various phenomena in physics and applied mathematics.

The aim of this work is to develop a new numerical method for solving this type of
equation, based on an appropriate reformulation that allows the use of rigorous analytical
techniques, while ensuring the existence and uniqueness of the solution. The proposed
method has been rigorously studied from a theoretical standpoint, and its effectiveness
has been validated by numerical examples demonstrating its advantages.

To support the theoretical aspect, the method was applied to several illustrative
examples using the product integration technique and Nystrom’s method, which demons-

trated the relevance and robustness of this approach in different cases.

Keywords : Integral equation, Integro-differential equation, Volterra equation, Weak

Kernel, Product integration, Existence of solution, Uniqueness of solution, Fixed point.
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Introduction

es équations intégrales non linéaires de Volterra a noyau faiblement singulier consti-

tuent un sujet d’un grand intérét en mathématiques appliquées. Ces équations se

distinguent par leur complexité particuliere, qui découle de la nature faiblement singuliere

du noyau et de l'interaction non linéaire de I'inconnue a l'intérieur du signe d’intégration.

Cela rend leur étude, tant analytique que numérique, un véritable défi mathématique
nécessitant le développement d’outils et de méthodes spécifiques.

Il est également bien établi que ce type d’équations joue un réle crucial dans de nom-
breux domaines de la modélisation mathématique. Parmi les cas importants qui n’ont
pas été suffisamment explorés figure celui ou la dérivée de I'inconnue apparait de maniére
non linéaire sous le signe intégral. Ce cas a été étudié, sur le plan analytique que numé-
rique, par GUBBAI et collaborateurs en 2014 (H. Guebbai, M. Z. Aissaoui, I. Debbar,
B. Khalla, ”"Analytical and numerical study for an integro-differential nonlinear Volterra
equaton”, mais uniquement pour le cas d’un noyau régulier. Dans ce travail, nous propo-
sons une étude analytique permettant, en nous appuyant sur des techniques similaires a
celles utilisées dans les études antérieures, d’établir des hypotheses théoriques garantis-
sant 1’existence et 'unicité de la solution pour le méme type d’équation lorsque le noyau
est faiblement singulier.

Afin de cerner avec précision les similitudes et les différences entre les méthodes ana-
lytiques adoptées dans ce travail et celles développées précédemment, et pour identifier
les difficultés a surmonter dans I’étude de la nouvelle équation, nous présentons en détail,
dans le deuxieme chapitre, I’étude analytique d’une équation de Volterra de deuxiéme
espece, ainsi que celle des équations intégro-différentielles non linéaires a noyau régulier.

Les troisieme et quatrieme chapitres sont consacrés aux équations intégrales et intégro-

différentielles de Volterra a noyau non linéaire comportant une partie faiblement singuliere.



Ce type d’équations nécessite une approche analytique et numérique différente de celle
adoptée dans le deuxieme chapitre. L’étude numérique révele une difficulté supplémentaire
due au caractere singulier du noyau, rendant inapplicables les méthodes traditionnelles
d’intégration numérique.

Sur le plan numérique, ces équations posent des difficultés particulieres en raison de la
nature du noyau, car les méthodes classiques ne parviennent pas a garantir la stabilité et la
convergence souhaitées. A enfin, nous proposons dans ce mémoire une méthode numérique
fondée sur le principe du "produit intégral” .| adaptée et modifiée pour s’ajuster aux
propriétés des noyaux faiblement singuliers. Cette méthode a été développée et analysée
rigoureusement en ce qui concerne les conditions de convergence et de stabilité.

Le mémoire est structuré en plusieurs chapitres. Nous y présentons d’abord les outils
mathématiques nécessaires a la compréhension de la nature des noyaux et des espaces
fonctionnels utilisés. Ensuite, nous étudions 'existence et 1'unicité des solutions des équa-
tions intégrales et intégro-différentielles. Enfin, un chapitre est dédié au développement
et a 'analyse de la méthode numérique NPP, avec une étude approfondie des erreurs et

des conditions de convergence.
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Chapitre 1 : Définition et rappel

1.1 Notions de base

|
Définition 1.1 (Fonction bornée) >

Une fonction f est dite bornée si et seulement s’il existe un nombre A € R tel que :

Vee X, |f() <A

1
Application (Norme) >

Une norme sur un espace F est une application ‘ c ‘ : E — R satisfaisant :

1. |z| > 0 (positivité)
2. |x| =0 <= x = 0 (séparation)
3. |Az| = |A||z| (homogénéité)

4. |z 4+ y| < ||+ |y| (inégalité triangulaire)

y
Définition 1.2 (Suite de Cauchy) >

Une suite (xn)neN est une suite de Cauchy si

Ve >0,dN e NNVm,n > N, |zym —xp| <e€

A
Définition 1.3 (Application contractante) >

Soit I = [a, b] un domaine fermé de R, et soit f : I — R une application telle que :

ke [0,1],Vo,y €I, |f(z)— f(y)| < klz —y|
Il existe alors un unique d € I tel que f(d) = d, et on a :

lim =z, =d
n—00

Hamdaoui Fatma - Nasri Haoraa Elbatoul ENSET 2025 13



Chapitre 1 : Définition et rappel

y
Définition 1.4 (Série Géométrique) >

n k_l_qn—i—l

Sn= >4 g si ¢ # 1

Q. 1
La série converge si [q| < 1 avec: Y ¢" =-——
=0 174

|

Définition 1.5 (Espace de Banach) >

Un espace de Banach est un espace normé dans lequel toute suite de Cauchy est

convergente.

|

Définition 1.6 (fonction convexe) >

On dit que la fonction f est convexe lorsque :

V‘(a, b) € I YA € [0,1], F((1 = Na+ M\b) < (1= N f(a) + Af(b)

Définition 1.7 (Espace mesurable) >

Une famille 91T de sous-ensembles d’un ensemble X est appelée une o-algébre (on dit

aussi une tribu) dans X si elle vérifie les propriétés suivantes :

(i) X € M,

(i) si A € v alors A := X A €M,

(iii) si A = Uzozl Ay, avec Ay, € 9N pour chaque n € N alors A € IMN
On dit alors que (X , Qﬁ) est un espace mesurable, et les éléments de )T sont appelés
les ensembles mesurables.
Etant donné un sous-ensemble quelconque JF de P(X), il existe une plus petite o-
algébre contenant JF, on la note o (F).
En effet, la famille de toutes les o-algébres contenant J est non vide (elle contient
'P(X )), et 'intersection d’une famille quelconque de -algebres est encore une o-
algébre. Si (X , T) est un espace topologique, on peut ainsi consid “erer la plus petite
-algebre, notée B (X ), contenant tous les ensembles ouverts. On I'appelle la o-algébre
de Borel et ses éléments sont les bor “eliens. En particulier, les ouverts et les fermés

sont Borel mesurables.

Hamdaoui Fatma - Nasri Haoraa Elbatoul ENSET 2025 14



Chapitre 1 : Définition et rappel

Définition 1.8 (Application contractante)

J

Soient (X; d) un espace métrique et f : X — X une application. On dit que f est

contractante s’il existe une constante 0 < k& < 1 telle que

Vo,y € X, d(f(2), f(y)) < kd(z,y)

M Lemme de Gronwall

Soit (o : R — R une fonction continue et positive telle qu’il existe deux constantes

réelles positives A et B telles que :
t
Ult) < A+ B/O U(s)ds, Vt.

Alors :
U(t) < AePt, vt > 0.

B Théoreme 1.1 (Reégle de Leibniz)

Soit k € C([a, b] X [a,b]) et soient @1, Y2 € Cl([a, b)) tels que

0%k € C([a,] X Zp )
On définit la fonction suivante :

h(z) = /ZQ(S) k(. 1) dt

Alors h(x) appartient a C 1([&, b)) et sa dérivée est donnée par :

(&) = k(o 22()h(@) — b, o1 (@) (a) + [ Ouk(a, 1) de

Hamdaoui Fatma - Nasri Haoraa Elbatoul ENSET 2025 15



Chapitre 1 : Définition et rappel

1.2 Les équations intégrales :

1.2.1 Définition des équations intégrales :

1
Définition 1.9 )

On appelle équation intégrale une équation fonctionnelle ou la fonction inconnue figure

sous le singe d’intégrations / :

En général u est I'inconnue de I’équation de la forme :

/E k(z,t, u(t))dt = Mu(z) + f(z) (1.1)

onx C FE telle que F est un espace mesuré , f(x) une fonction mesurable donné sur
E. )\ un scalaire donné qui peut étre réel ou complexe et k une fonction mesurable sur

E3 appelée noyau de 1’équation intégral .

\ Remarque 1.1 ’

On peut classifier les équation intégrales comme suite :
i. On prend
— Si k(z,t,u(t)) = k(x,t)u(t), alors 'équation (1.1) devient linéaire.
— Si k(x,t,u(t)) = k(x,t)F(u(t)), alors I'équation intégrale (1.1) devient
non linéaire, avec F' c’est une fonction non-linéaire.

ii. Le type le plus général d'une équation intégrale est :

h(z)u(x) = f(@) + A [ k@t u(t))dt. (1.2)
La fonction h(:L‘) détermine le type de I’équation :

1. Si h(x) = 0, I'équation (1.2) s’écrit :

F(@) + A [ k(b u(t))dt = 0, (L.3)

et s’appelle équation intégrale de premiére espeéce.

Hamdaoui Fatma - Nasri Haoraa Elbatoul ENSET 2025 16



Chapitre 1 : Définition et rappel

2. Si h(z) = ¢ (o ¢ est une constante non nulle), 'équation (1.2) s’écrit :
cu(z) = f(z) + A /E k(z,t, u(t))dt. (1.4)

et s’appelle équation intégrale de second espece.

3. Si h(z) # 0, donc la formule (1.2) est appelée équation intégrale de

troisieme espece.

1.2.2 Classification des équation intégrales

La théorie des équations intégrales porte sur deux types principaux,les équations
intégrales non-linéaires et les équations intégrales linéaires .
Dans ce qui suit , on considére I’espace mesurable £ = [a(x); b(CL’)] L’équation (1.2)

devient :

h@)u(z) = f(z) + A /,jif) k(z, £, ult))dt, (15)
Nous allons examiner les deux cas suivantes :
L. a(x) =a, b(x)=0
telle que a et b sont des constantes, et I'équation (1.4) est appelée équation de
Fredholm.
2. a(r) =a, b(x)=ux,
telle que  est une variable dans I’espace mesurable I/, I'équation (1.4) est appelée

équation de Volterra.

Equations intégrales non-linéaires :

a- Equation intégrale de Volterra :

L’équation intégrale non linéaire de Volterra de premiére espece prendre la forme
—1—)\/ (x,t,u(t))dt =0. (1.6)
Une équation intégrale de Volterra de second espéce est de la forme :

cu(r) = —|—>\/ (x,t,u(t)) dt. (1.7)

Hamdaoui Fatma - Nasri Haoraa Elbatoul ENSET 2025 17



Chapitre 1 : Définition et rappel

ot ¢ = constante # 0,

et de troisieme espeéce, de la forme :

h@)u(x) = f(@)+ A [ k(b u(t)) dt (1.8)

\ Remarque 1.2 ’

1. Si f(:l:) = 0, donc ’équation est dite homogene.

2. Si f(x) # 0, donc 'équation est dite non homogene.

\

.xemple

On choisit comme exemple I’équation intégrale non linéaire de Volterra de seconde

espece :

1 x
_.x = 3z 3
u(z) =e" + 3:5(1 e”") +/O zu” (t)dt

L’équation intégrale non linéaire de Volterra de premiere espece :

I uP )t = 1.

b- Equation intégrale de Fredholm :

L’équation intégrale non linéaire de Fredholm de premiére espéce prendre la forme :

ﬂ@+A£M%mm»ﬁ:0 (1.9)

Une équation intégrale de Fredholm de seconde espéce est de la forme :

cu(z) = f(z) + )\/ab k(x,t,u(t))dt. (1.10)

ot ¢ = constante # 0,

et de troisieme espeéce, sous la forme :

h@)u(x) = f@)+ A [ ke, tu(t)) . (1)

Hamdaoui Fatma - Nasri Haoraa Elbatoul ENSET 2025 18



Chapitre 1 : Définition et rappel

Exemple

On peut prendre comme exemple ’équation intégrale non-linéaire de Fredholm de

seconde espece :

u(r) = tan(z) — ;T + /01 1—|—i(t)2dt’

qui admet comme solution la fonction u(x) = tan(:c).

c- Equation intégrale d’Abel :

On appelle équation intégrale d’Abel une équation de la forme

x _
u(z) = /_Oo(a;—t)a Ly (u(t)) dt. (1.12)
ot —oo < x,0<a<letg:[0,00) — [0,00) tel que g(0) = 0et g(x) >0
pour tout x > 0.

Equations intégrales linéaires :

a- Equation intégrale de Volterra :
On appelle équation intégrale linéaire de Volterra telle que I'un des deux bornes d’in-

tégration est variable, une équation de la forme

h(x)u(w) = f(x) + A [ “ke(a, tult)dt. (1.13)

1.0n appelle équation intégrale de Volterra de premiere espeéce, si h(x) =0,

donc I'équation (1.13) s’écrit

Fz)+ A /ax k(z, t)u(t)dt = 0. (1.14)

2.0n appelle équation intégrale de Volterra de seconde espéce,si h(x) =c

(constante) # 0, donc 1’équation (1.13) s’écrit

cu(w) = f(x)+ A [ k(@ )u(t)dt. (1.15)

Hamdaoui Fatma - Nasri Haoraa Elbatoul ENSET 2025 19



Chapitre 1 : Définition et rappel

3. Si h(:v) 2 0, donc la formule (1.13) est appelée équation intégrale de Volterra

de troisiéme espece.

-mple

On considere ’équation intégrale de Volterra de seconde espece :
x
u(z) = e’ sinx + 2/0 cos(x — t)u(t)dt,

qui admet une solution donnée par u(:z:) = ze’.

De méme pour I'équation intégrale de Volterra de premiere espece :
x
23 = /O (z — t)2u(t)dt,

qui admet une solution donnée par u(:E) =3.

\ Remarque 1.3 ’

1. Si f(x) = 0, donc I'équation (1.13) est dite homogene.

2. Si f(x) # 0, donc 'équation (1.13) est dite non homogene.

(. J

Equations intégrales linéaires non homogenes de Volterra de la seconde et premiere

espece
u(z) = 2 sinz+14A [ 2 —tu()dt 0= 22 +14) J; C(22—tyu(t)dt

Equation intégrales linéaires homogenes de Volterra de la seconde et premiere espece

u(z) = A /05”(;(;2 —Hu(t)dt ; 0=\ /09"’(932 — Hu(t)dt

\ Remarque 1.4 ’

L’équation intégrale de Volterra est un cas particulier de [’équation intégrale de

Fredholm, il suffit de prendre le noyau k vérifie la condition
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k(z,t) =0, pourz < t.

b- Equation intégrale de Fredholm :
On appelle équation intégrale linéaire de Fredholm tel que les deux bornes d’intégration

sont constantes une équation, a une inconnue u(x) de la forme :

h@)u(e) = F2)+ A [ ke, () dr, (1.16)

ou f(x), k(x,t) sont des fonctions connues et A est un parametre non nul, réel ou
complexe.
La fonction h(at) détermine le type de I’équation intégrale.

— Si h(x) = 0, I'équation (1.16) s’écrit

b
@)+ X [ k(x, t)p(t) dt = 0. (1.17)
et s’appelle équation intégrale de Fredholm de premiére espece.

— Si h(x) = ¢ = constante # 0, I'équation (1.16) s’écrit :

cu(w) = J(@) + A [} ke, tyu(t) . (1.18)

et s'appelle équation intégrale de Fredholm de second espéce.
— Si h(x) # 0, donc la formule (1.16) est appelée équation intégrale de Fred-

holm de troisieme espeéce.

Exemple

Les équations suivantes représentent des équations intégrales de Fredholm :

u(zr) =e’ —x — /01 z(e™ — 1)p(t)dt,

cette équation est de seconde espece et admet une solution u(x) =1.

o+1-7 = 2@ = (.
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cette équation est de premiere espece.

\ Remarque 1.5 ’ N

1. Si f(x) =0, 'équation (1.16) est dite homogene.

2. Si f(x) # 0, I'équation (1.16) est dite non homogene.

8

lxemple

Equations intégrales linéaires non homogenes de Fredholm de la seconde et premiere

espece .
w(z) =2 +sinz + 1+ A/_l(xQ — t)u(t)dt
1
0=a+ 1+ [ (&% = thu(t)dt

Equations intégrales linéaires homogenes de Fredholm de la seconde et premiére

espece

u(w) =X [ (%~ t)u(t)dt

0=x /" (@®— tyu(t)dr

c-Equation intégrale d’Abel :

On appelle équation intégrale linéaire d’Abel une équation de la forme

/“"’“(t)adt = f(x).

a (z—t)
oll «v est une constante, 0 < o < 1.
d- Equations intégro-différentielles linéaires de Volterra :

L’équation intégro-différentielle linéaire de Volterra apparait dans la forme :
x
WM () = f(z) + A /O k(z, u(t)dt, (1.19)

ou u(n) (:U) indique la n-ieme dérivée de u(:li)
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Exemple

Les exemples suivants pour les équations intégro-différentielles de Volterra :

1
W (z) = —14 -2 — ze® — /Oa: tu(t)dt,

2 (1.20)

et

u”’(2) +u/ () =1 — z(sinx + cosz) — /0 tu(t)dt, (1.21)

e- Equations intégro-différentielles linéaire de Fredholm :

L’équation intégro-différentielle linéaire de Fredholm apparait sous la forme :

u (@) = f(@)+ 1 [ ke, ()t

ol u(n) ) indique la n-ieme dérivée de u(x).
q

Exemple

Voici deux exemples des équations intégro-différentielles de Fredholm :

/ . 1 1
u(r)=1- 37 —|—/O zu(t)dt,

u(0) = 0.
et

u”(2) + ¢/ (z) = x — sinz — /Og xtu(t)dt,
u(0) =0, /(0)=1.

Equations intégrales singulieres :
Les équations intégrales de Volterra du premiere espece et seconde espece respective-

ment :
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o r9(@)
Flz) =\ /h(x) k(z, t)u(t)dt.
et (@)
g(x
w(z) = f(z)+ A /h o M ult)dr
sont dites singulieres si I'une des limites d’intégration g(x), h(x) ou les deux sont infinis.

De plus, les deux équations précédentes sont dites singulieres si le noyau k(x, t) est non

borné en un ou plusieurs points de 'intervalle d’intégration.

fay=A[" (x_lt)au(t)dt, 0<a<l

ou de seconde espéce

u(z) = f(x)—k)\/oaj (x_lt)au(t)dt, O<a<l1

Exemple

Voici un exemple d'une équation intégrale singuliere d’Abel ou I'on a la valeur a =

1

5

w(z) =1+ + /0"” (_z)éu(t)dt.

Les types de noyaux :

La fonction k(a:, t) est appelée noyau de ’équation intégrale. On peut distinguer les
types de noyaux suivants :
Noyau de cauchy :

On définit un noyau de Cauchy sous la forme suivante :

H(x,t)
(z =)™

ou la fonction H (:E, t) est continue et non nulle

k(x,t) =

L’équation contenant ce noyau est :

— Faiblement singuliére si : m = 1.
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— Fortement singuliére si : m = 2.

— Tres fortement singuliére si : m > 2.
Noyau séparable ou dégénéré :

Un noyau k(x, t) est dit séparable ou dégénéré s’il peut étre exprimé comme la somme
d’un nombre fini de termes, dont chacun est le produit d’une fonction de & uniquement

et d’'une fonction de ¢ uniquement, c’est-a-dire
n
k(x,t) = Zogz(x)hz‘(t)-
1=

Noyau non dégénéré : Un noyau k(:l:, t) est dit non dégénéré s’il ne peut étre séparé en

fonction de x et en fonction de £. Par exemple 6”, T + t sont les noyaux non dégénérés.

Noyau symétrique : Un noyau k(:l?, t) est symétrique (ou complexe symétrique) si

k(x,t) =k(t,z)
ou la barre désigne le complexe conjugué. Un noyau réel /{7(37, t) est symétrique si

k(x,t) = k(t, ).

1.3 Intégration Numérique

1.3.1 Intégration par produit

Les regles d’intégration numérique standard, telles que les méthodes du trapeze et de
Simpson, sont construites en supposant que l'intégrant est au moins bornée. Lorsque ce
n’est pas le cas, ces méthodes peuvent ne pas fonctionner. Méme si 'intégrant est continue,
une grande précision est perdue si des dérivés plus élevés n’existent pas.

Des méthodes spéciales sont nécessaires pour traiter efficacement ces cas. L'un des
outils le plus efficace pour traiter les intégrants qui se comportent mal est I'intégration

: o . s ; \
par produit, et pour simplifier cette idée, nous supposons que l'intégrale qu’on cherche a

approximer est sous la forme :
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ol, go(t) est supposée étre réguliere (continue), ainsi, quelles que soient les singu-
larités ou un mauvais comportement de 'intégrant, elles sont incluses dans p(t). Nous

approchons alors go(t) par une fonction @(t) telle qu’on peut calculer I'intégrale

A t
i = ['pt)e(t)de
Dans notre travail, on approche go(t) par 'interpolation polynomiale par morceaux,

puis nous devons étre capables d’évaluer explicitement des intégrales de la forme :

[= /a ()t

Ou l'erreur produit et leur ordre de convergence sont lié par la relation :

-1 <
1= 11 < ma () = 6(0)] [ p(s

1.3.2 Dlinterpolation polyndémiale par morceaux

Soit {t j }?_1 une subdivision de l'intervalle [CL, b]. Nous définissons la suite des fonc-

tions {6] }? | bar

t_ .
7—1
— tEe|ti_1,t;i],
tg. _ tj—l [ J—1 ]]
ej(t)=4q L7 " ,tg[t t]+1} 2<j<n-1,
it =1
0 ,ailleurs.
to —t
2 ety
e1(t) =% ta—11
0 ,ailleurs.
t—1n—1
——— tE€[th_1,tnl,
en(t) =4 tn —tn—1 e
0 ,ailleurs.

Ce qui s’appelle les fonctions chapeaux.
L’interpolation polynémiale par morceaux d’ordre 1 d’'une fonction f € C' (a, b) est donné

par
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vt € [ab], Poaf)t) = X f (1)) ¢i(t)

Pour h > 0, la fonction suivante

wo(h, f) = max |f(s) — f(t)]

|s—t|<h
est appelée le module de continuité de f. Donc, si h tend vers 0 alors wq(h, f) tend

vers 0 , puisque f est continue.

& Théoréme 1.2

On appelle inégalité d’erreur d’interpolation linéaire I’expression suivante :

sup [ f(t) = Ppa[f](t)] < wo (b, f).

t€(a,b]

b = | max | (t1— 1))

Démonstration

Nous avons, pour tout t € {tj, tj+1},

P alf1(t) = £ () (1= () + f (tj41) a;(t),

o, y t
a;(t) = ﬁ [0,1]
J+1

Ceci montre que pour tout ¢ € [tj, tj+1],

Ppalfl(t) = f(&) = (£ (t;) = f(1) (1 — (1) + (f (tj1) — (1)) ;(t),

ce qui donne,

sup |f(t) = P al[f)(t)] < wo (hn, f)

t€a,b]
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1.3.3 Méthode de Newton-Cotes

Soient a < b deux réels et f : [a,b] — R une fonction continue. Dans cette section,
nous allons rappelé les méthodes de Newton-Cotes pour 'approximation numérique de
I'intégrale suivante /a ’ f(t)dt.

Pour N € N*, nous définissons la subdivision suivante : ti=a+jh,0<j < Net
b—a

h = ———. Les formules d’intégrations numériques sont

N
[0 5% i (1)
]:

oll, les w,; sont des quantités positives appelés poids, tel max |w;| < W fixés
j q p ppelés p 0 22 N‘ il <

pour t(iut N € N*.

Définition 1.10 >

La méthode des trapézes est la méthode de quadrature qui a pour poids la suite sui-

vante : ]

wi=1, 1<j<N-1

Ce qui donne

h N1 h
1= [ f(t)dt = Ty = 51 (t0) + Z F(t)+5f &)

Cette méthode est celle que nous allons utiliser dans nos calculs numériques, si I'intégrant
est bornée. Nous I’avons choisi puisqu’elle assure la convergence du calcul sous la condi-
tion de continuité uniquement. Contrairement a d’autres méthodes, telle que Simpson,

qui exige plus de régularité.

Théoréme 1.3

Si f € C(a,b), alors

lim [T —=Tn(f)[=0
N—00
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Démonstration

Un simple calcul nous montre que VN > 1,

Tn(f) = [ Pra ()0t

Oou P N,1 est I'interpolation par morceaux d’ordre 1 de la fonction f correspondant

a la subdivision {tj }jio

Donc, en utilisant la théoreme précédente nous obtenons

I=Tx(hl = |} (0 - Pxalhi®)
< (b ayuwo(f. h)

Et comme "h” tend vers 0 lorsque /N tend vers +00, le résultat est démontré.

Cette méthode est la meilleur méthode d’intégration, puisqu’elle exige le moins de
régularité possible pour qu’il y est convergence. Mais, nous pouvons facilement démontrer

que si f € C? (a,b), il existe ¢ > 0 telle que

1= Tyn(f)] < ch?

1.3.4 Lemmes de majoration

Nous allons présenter deux lemmes de Gronwall

ﬁm

Soit {&n }nGN vérifiant

n—1
én| <AS ||+ Bn, neN
1=0
ou,
A>0,|By| <B
Alors,

6] < 14+ A LB+ A5, n>1
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ﬁm

Supposons que

j=
r=1
o, B > 0, et Z‘gjlgn
7=0
*517
n—1
> ‘Oénj‘ <a<ln=rr+1,...,
7=0
alors,

B
len| < - +n,n:O,1,....
—«

#* S'il existe des entiers 0 = Jy < J1 < ... < Jm < S+,
avec 0 < 7 < Jyet Iy < n < Jpy4q, tel que, pour v = 0,1,...m, et

n=nr,r+1,...,
min(naj’l}-i-l_]-)

Z ‘oznj‘ <a<l
J=Jv
alors, B ] m
+7
<
enl < (1—a)? (1 — oz)

1.3.5 Meéthode de Nystrom

Soit {un} ncN une suite de formule de quadrature convergente pour 'intégral / . f(x)dx

et I'approximation de l'opérateur intégral
Au(t) = | [ k(t s)u(s)ds, teG
de noyau k continu, par une suite d’opérateurs linéaires discrets
n
Apu(t) = X ajk (t,tj)u(t;), ted
J=1
alors la solution de I’équation intégrale de deuxieme espece

u(t) — Au(t) = f(t) (1.22)
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est approchée par la solution de I’équation

un(t) — Apun(t) = f(1) (1.23)

Ce qui nous amene a résoudre un systeme linéaire dans un espace de dimension finie.
Méthode approchée

Soit Uy, la solution de I’équation

wp () — i ajnk (ttjn)un (tj) = f(t), t€q (1.24)
j=1

on pose Uj n = Un (t;),7 = 1...n.Siles points de quadrature Qj p vérifient le systeme

linéaire
n
Uiy — Zl O‘j,nk (ti,m tj,n) Uiy = f (tz',n) , t=1...n (1.25)
j:
alors uy, définie par
n
un(t) = )+ X ajnk (ttjn)ujn(ty), teq (1.26)
j=1

résout 1’équation (4.4).

\ Remarque 1.6 ’

Si le noyau est symétrique i.e k(¢,s) = k(s,t) la matrice

est généralement non symétrique.

\

& Théoréeme 1.4

Pour toute solution de I’équation intégrale de deuxieme espece d'un noyau continu

et la fonction f continue, la forme de quadrature de méthode de Nystrém conver-

gente est uniformément convergente
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Chapitre 2 : Equation non linéaire de Volterra de deuxiéme espéce

Une équation non linéaire de Volterra de deuxieme espéce s’écrit sous la forme :
t
u(t) = /a k(t,s,u(s))ds + f(t), Vt€ [a,b]. (2.1)

ot 4 I'inconnue & déterminer dans le méme espace de f supposée appartenir & C O(a, b).

La fonction k est définie par :
k:a, b x R — R,

(t,s,u) — k(t, s, u),

vérifiant 'hypotheése (H1) suivante :

f(t) € C(a,b),
(H1)§ ke C([a,b)? xR), (2.2)
Vt,s € [a,b],Vu,u e R, |k(t,s,u) —k(t,s,u)| < Alu — ul.

2.1 Etude analytique

Pour démontrer I'existence et I'unicité de la solution de I’équation (2.1), nous construi-

sons deux suites successives, {un(t)}nEN et {gon(t)}neN , définies comme suit :

un(t) = £(0) + [ kit 5,1 (9)ds, Vi € N
a (2.3)
up(t) = f(1).
Ainsi, nous définissons également :
en(t) = un(t) —up—1(t), VYn €N (2.4)
wolt) = f(t)
Ce qui donne :
X pilt) = n(t) (2.5
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En effet,
n n
> wilt) = wo(t) + >
n

vi(t)

= 0(t) + - (unlt) — w1 (1))

=1
(t) +
(t) -

Y0
Y0

uy(t)
(

uo(t)

_|_

ug(t) + uo(t) —uy(t) + -+
un(t)

+ un(t)

1

3 wi(t)
=0

un(t)

Existence de la solution :

B Théoréme 2.1

(2.1) admet une unique solution u.

Si les fonctions f et k satisfont les conditions de I’hypothése (H 1), alors ’équation

Démonstration

Nous allons prouver que la série de terme général @y converge normalement. Soit

F > 0 telle que :

t)| < F.
mmax 1(0)] <
On a :
lon(t)] = Jun(t) —up—1(t)], Vn e N*

/at

/atk(t,s,un—1(8))ds — /atk(t,s,un_Q(S))ds

k(ta 8y un_l(S)) - k(ta o un—2<8))

£+ [ kGt 5.1 (9)ds — £() — [ k(5. una(s))ds

ds

Hamdaoui Fatma -

Nasri Haoraa Elbatoul ENSET 2025




Chapitre 2 : Equation non linéaire de Volterra de deuxiéme espéce

Puisque £ est lipschitzienne :

en(®)] < A [ [on-i(s)lds

t t
|g01t\<A/ \wgs\ds<A/ Fds < AF(t — a)

2
oo (t \<A/ lo1(s) \ds<A/AF3—a)ds<A2F(t @)

lp3(t)| < A/a o (s)|ds < A/a A2F(2)d5 < A’)M

3!
F(t—a)"
n
()] < 4TS
Prouvons que ¢y, converge normalement par récurrence :
F(t—a)"
Wn e, fpn(t)] < A0
n!
pour n = 0 :
[po(O)] = [f(1)] < F;
Supposons que :
F(t—a)"
fon(t)] < AT
alors :
[on1(t)] = |un1(t) —un(t)], VneN
t
‘f —i—/ (t,s,up(s))ds — f(t) ak:tsunl))ds
t
‘/ (t,s,un(s ds—/a k(t,s,up—1(s))ds

:/a k(t, s, un(s)) — k(t, s, up_1(s))| ds

puisque k est lipschitzienne :

on()] < A [ [pn(s)] ds.
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o) < AP —a)
oa(t)] < a2F =)

F(t—a)3
3
’903(t)| <A T

()] < AT S

eni1(D] < A [ lgn(s)lds

Y \n
< A/tAnF(Sa)dS
a n!

t
< An+1F'/ (s —a)"ds

ntJa
_ 1P =t
- n! (n+1)
(t _ a)n—l—l

- (n+1)!

Nous avons alors :

nF<b _ a)n

max ()] < A"

a<t<b o

Mais, n
) Anm = Fexp(A(b—a)),

ce qui entraine que Z max ‘gpn(t” est convergente.
n>0 a<t<b

00
Par conséquent, Z ©n est normalement convergente. Donc, il existe u € C' (a, b)

n=0
tel que,

ult) = X i = i o)
Pour prouver que u(t) vérifie l’équ;cion d’origine, posons,
u(t) = un(t) + An(t),
donc,
un(t) = u(t) — An(t)
ult) = An(t) = F(O) + [ k(t,5,u,-1(s))ds
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On a, up—1(t) = u(t) — Ap—1(t),

donc,

u(t) = Ant) = F() + [ kit 5,u(s)) = D1 (3))ds

oma.ult) = )+ [ k(t,su(s))ds

alors,

ult) — F(8) — [ K(ts,u(s))ds = An(t) + [ Kt.5,u(s)) — A1 (s))ds
—/at k(t,s,u(s))ds

lu(t) —f(t)—[k(t,s,u(s))ds\ _ \An(t)—i—/atk(t,s,u(s) — Ani(s))ds
- /at k(t, s, u(s))ds|
<1001+ [ 1060t 500) = A1(6)) — Kt 5, u(s))ds

puisque k est liptschezienne

< |An(0)] + A [ fuls) — Ap_1(s) — u(s)|ds

< [Ap| + At || Anl|
el que ||An_1]| agfglg?gb‘ n—1(5)]
Mais,
odm [An(t)] =0,

ce qui donne :
Ve > 0,9t € [a ], fu(t) — £(t) — [ k(t,s,u(s))ds| < ¢
Donc f(t) vérifie :
vt € la.bult) = F(0)+ [ K(ts,u(s) ds

elle est donc une solution de I’équation (2.1).
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Unicité de la solution :

Pour démontrer 1'unicité, nous supposons qu’il existe deux solutions continues 1

et ug, Vt € [a, b] :

Alors,

ur(t) —un(t) = (1) + [ klt.s.ur(s))ds — £(1) — [ k(t,5,un(s))ds
_/() (t,s,u1(s)) — k(t, s,ua(s))) ds

t
ur (8) = ua(t)] = [ [k(t, s, u1(s)) = k(t, 5, uz(s))|ds
Puisque £ est Lipschitzienne, on obtient :
t
i (1) —ug ()| < L [["ur(s) — ua(s)|ds

D’autre part, Vt € [a, b],
ug(t) —ua(t)| < B

On définit :

f(t) = |ur(t) — ua(t)]
Alors,

vt € [a,b], [f(t)| <B
Donc,

1t < [ f(s)ds
fs) < L [ f(s1) dsy

Par itération de I'opération n fois :

<BL”/0/0 : Snlf(sn)dsn...dSst
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On a: )
t rs rs Sy ;
/0/0 01"'/0 1f(3n)d3n...d82d3_n'
Alors : L
F(t) < gl
n!

Nous faisons tendre n vers I'infini, pour conclure que

up(t) = ua(t)

2.2 Equation de Volterra intégro-différentielle non li-

néaire
2.2.1 Etude analytique

Dans cette section, nous réalisons une étude analytique et numérique de I'équation

intégro-différentielle non linéaire de Volterra sous la forme suivante :

u(t) = [ k(t,s,u(s), ol (s)) ds + £(2), V¢ € [ab (2.6)

on f el 1([&, b]) et 4 est I'inconnue a déterminer dans le méme espace. La fonction k

doit satisfaire aux hypotheses suivantes :

ke C([0,T)? x R),

k
dM e R, Vt,s€[0,T],Vz € R, max <|k:(t73,$,y)\, gt(t,s,x,y)‘) < M,

(H2){ 3Ja,b,a,b € R, Va,y,z,5€R, Vt,secl0,T],

|k‘(t,s,m,y) - k(t737£7g)| < a‘$ - £'| + b|y - g|>
ok

ok _
E(tas’xvy) - E(tvsvl’ay)

<alr—z|+bly—yl, b<l.

La dérivé de cette fonction est définis par la formule suivante :

u' = k(t tu, ) + /at g];(t, s,u(s),u'(s))ds + f'(t) (2.7)
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|

Proposition 2.1 >

Soit f € C’l([a, b]). La fonctionnelle ¢(t) = /at k(t,s,-,-)ds + f(t) est définie sur
C*([a,b).

Démonstration

Pour tout u € C' 1([&, b]), on définit la fonction © comme suit :

a(t) = [ k(t,s.u(s), ol (s))ds + £ ()

On montre que U est continue. En appliquant (2.1), on obtient :
b Ok
W (t) = (¢, t, u(t) +/ (t, 8, u(s), u'(s))ds + f'(t)

Ce qui donne le résultat.

Existence de la solution

Nous prouvons qu’il existe une solution a I’équation, mais dans un intervalle réduit.

B Théoréme 2.2

Il existe 7 tel que I'équation (2.6), réduite a [a,a + r|, admet une solution

uwe Cl(a,a+r).

Démonstration

Nous montrons que la fonctionnelle ® qui est definie de C 1 (a, a+r) dans lui-méme.
Pour B >0et0<r < ]6\4’ on définit ’ensemble suivant :
F={ue Cla,b)ua) = B,t € [a,a+r], |u(t) = f(t)] < B, [u'(t) = @'(t)] < (H + B)}

Pour démontrer que la fonctionnelle ¢ admet une solution, on utilise le théoréme
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de Schauder et pour cela, il faut :
1. Montrer que F' est fermé et convexe.

2. Siu € F, montrer que <I>(u) e F.

On a:
B (1)~ F0)] = | [ K5, ()0 ()
on pose :
‘k(t,s,u(s),u/(s))‘ <M
on obtient :

t p t
Léme@WQMﬁgéM@
Comme t € [a,a—i—r]:
t
/aMds:M(t—a)

et puisque ¢ — a < T, nous obtenons :

M(t—a) < Mr
Donc : |D(u)(t) — f(t)] < Mr < Dela méme fagon :
9/ 00) (1)~ 0] = bt a0+ [ 5 15,0050, 006)) s
<M+ Mr
<M+p

Donc, O(F)CF
3. Montrons que ® est relativement compact,

On a:

| (u)(t) — @' (v)(t)| =
Puisque £ est lipschitzien,
9(w)(t) = O] < [ Mluls) — v(s)] + Bl (5) — o/ (5)]ds
< (M +B)u—wv

/at k(t,u(s),u/(s)) — k(t,v(s),v'(s))ds
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Comme :
®(u) e Cl(a,a+r)

Nous pouvons utiliser le théoréme des valeurs intermédiaires, 11 existe & € [a, t] :

®(u)(t) — (v)(t) = (¥ (u)(€) — '(v)(€))(t — a)
[@(u)(t) = @(v) ()] < (M + B)|u—vlft —al

puisque P est lipschitzienne :

|[©(u)(t) = @(v) ()] < (M + 5+ Joax [ (s)])]u— v
Donc, nous obtenons que ® admet un point fixe dans C' 2 (a, b), ce qui signifie que
I’équation admet une solution dans C 1(@, b).
Prolongement de la solution
Dans cette section, nous nous intéressons a l’extension d’une solution d’une équation

différentielle sur un intervalle plus large.

& Théoréme 2.3

Soit u € Cla, b] si 'équation admet une solution % définie sur un sous-intervalle

et continue sur 'intervalle [a, b]

Démonstration

Supposons que U est la solution réduite dans I'intervalle [CL, a—i—r], alors elle satisfait
I’équation intégrale suivante :
a+r /
u(t) = f(t)+/ k(t, s, u( ds+/ k(t,s,u(s),u(s))ds, ¥Vt € [a+r,b
a
Pour simplifier ’écriture, nous définissons une nouvelle fonction g(t) par :

a+r -

g(t) = () + [ k(t,s,a(s), w/(5))ds

a

Cette fonction vérifier toutes les informations déja connues sur l'intervalle [a, a-+ 7"].
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Grace a cette reformulation, nous pouvons exprimer u(t) sur [a +r, b] comme suit :

u(t) = g(t) ! k(t,s,u(s),u'(s))ds, t€l[a+rD

a-+r

En appliquant le théoreme précédent, nous affirmons qu’il existe une solution lzt(t)
de cette équation dans l'intervalle réduite [a +r,a+ 27‘].
On définit alors la solution de maniere récurrente :

u(t), site€ |a,a+7]

u(t) =1 _
u(t), site€la+ra+2r]

u(t) est une fonction appartenant a C' 1 [a, a—{—QT] et par construction, elle constitue
une solution de I’équation originale sur l'intervalle [a, a+ 27’].
On répete cette procédure par récurrence jusqu’a obtenir une solution sur I’ensemble

de l'intervalle souhaité.

Unicité de la solution :

Par le raisonnement précédent, les conditions (H 3) seules ne garantissent pas 1'exis-
tence d’une solution. Par conséquent, nous ajoutons les hypotheses suivantes, on montre

l'unicité de la solution

Ja,b e R, Va,y,2’.9y €R, Vt, s€[0,T],
[k(t,s,2,y) = k(t,s,2",y)| < ale — 2|+ bly — /),

(H3) ¢ |0k ok
a(ta s,x,y) - a(ta S,ZE/,y/) S CL|£L‘ - ZL'/‘ + bly - y/‘a
b< 1.

Théoréeme 2.4

L’équation (2.6) admet une unique solution.
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Démonstration

Soient U et v deux solutions de '’équation appartenant a C' 1 [a, b]. Pour comparer

ces solutions, on définit :

Z(t) = lu(t) — v(®)| + |u'(t) = '(t)]

u'(t) = ' (t)] =

/ab [f(s,u(s),d'(s)) — f(s,0(s),0/(s))] ds
< /ab ‘f(S,U(S),u/(s)) _ f(S,U(S),U/(S))‘ ds

Comme f est lipschitzien :

' (1) = o' (8)] < u(t) —o(t)] + dlu () =o' (1)]
Déplacant |ul(t) — U,(t)‘ de I'autre coté de ’équation :
(1 =d)'(t) =o' (t)| < elu(t) —v(t)]

Comme d < 1, alors 1 — d > 0.

() = /@) < () Jo(®) = u(e)
et on a :
/(1) — o (6] < max(d,c) [ =(s)ds
alors, ~
Aawgllfd+ﬂ-mmuﬂygzgms
pour -
p= ll f CZ—I— 1] -max(d, c),

avec P positive.

Donc,
t
ﬂﬂSpAZ@M&

Si on applique lemme de Gronwall, nous obtenons

ainsi I’équation (2.6) admet une unique solution.

Hamdaoui Fatma - Nasri Haoraa Elbatoul ENSET 2025



Chapitfre

5

Equation de Volterra Intégrale

Faiblement Singuliere non
Linéaire

45



Chapitre 3 : Equation Intégrale Non Linéaire Faiblement Singuliére

Dans ce chapitre, nous examinons un autre type d’équations intégrales de Volterra
, dont le noyau présente une singularité faible , mais sans faire intervenir la dérivée de

I'inconnu, 1’équation prend la forme suivante :

u(t) = [ plt — s)k(t, s.u(s)) ds + f(), € [a,1) (3.1)

ol u c’est 'inconnu appartient a C'(a, b) et k est une fonction définie par :
kola,b]? xR >R
(t,s,u) — k(t, s, u),
satisfaisant les hypothéses suivantes :
(1) ke C([a,b)? x R),
(2) 3A>0,Vts€[ab], VX, Y €R, |k(t,s,X)—k(t,sY) < AX -Y].

(H4)

La partie faiblement singuliere p vérifie les hypotheses suivantes :

(1) peL'(a—bb—a),

(H5) t+b
() V20 lm " p(t 46— s)|ds = 0.

3.1 Etude analytique

Pour démontrer 'existence et I'unicité de la solution de I’équation (3.1), nous construi-

sons deux suites de fonction {Un(t)}nEN et {gon(t)}neN , (méthode de Ricard) :

un(t) = f(t) + [ p(t = 8)k(t,s,u,1(s)) ds, Vt € [a,b], ¥n € N*,
)

on(t) = up(t) —up—1(t), Vn e N¥,
wo(t) = f(1).
NOUS savons que
g) %’(t) = Un(t)
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B Théoréeme 3.1

Sous les hypotheses (H1), (H2) et sachant qu’il existe des points a =
To, 11, ..., T =b,pour 0 <i < n,ett € [T;,Tjy1],ona:

AL e = o) s < 32)

T,

ou p est indépendant de ¢ et de n, donc I’équation (3.1)admet une unique solution

dans C'(a, b).

Démonstration

La démonstration de ce théoreme se décompose de deux partie :

Partie 1 : Existence de la solution

Pour démontrer I'existence sur 'intervalle total, on procede par étapes sur chaque
sous-intervalle, en commencant par l'intervalle [1{), T1]

On introduit les suites {un(t)}nEN et {gon(t)}neN définissent de la relation pré-
cédente dans [a, T1]. Il est clair que les suites {u; (t)}?zl et {;(t) }?’:1 sont dans
C(a,b).

Nous avons, Vt € [Ty, T1] :

unt) = S8 + [ plt = s)k(t, 5,11 ()) ds
un—1(t) = F(0) + [ plt = $)h(t. s, un—a(s)) ds
n () = wn 1B = | [ 9t = (e, 5 11 ()

_ /atp(t — S)k(t,s,up—9(s))ds

Cela implique que :

(O] = [ Pt = 5) (k(t, 5. 1-1(5)) = kit 5, () d

< [ 1p(t = )k, 5.u0-1(5)) — k(t,5,1n—2(s)) | ds
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puisque k Lipshtzienne, puis en appliquant le Sup aux deux nombre on obtient :

en(®)] < [ Ip(t = )] (Alup—1(s) — wna(s)]) ds
[on ()] < pllen—1llceg.)

Ce qui donne

n > 1
lenllomy,m) < 0 el ) = i;)”@i”()’(%,ﬂ) < HSOOHC(TO,Tl)l_p'
Etant donné que {un}pen converge uniformément vers u € C(1(,T7). Alors,
nous pouvons écrire, V¢ € [T, T1],

EO pit) = lm un(t) = u(t).

Pour démontrer que u(t) satisfait 1’équation originale (3.1), nous supposons que :

u(t) = un(t) + An(t), (*)

Nous avons :

t

= [80(t) + unlt) = £(0) = [ plt = )bt 5, u(s) ds

a

t
< |An(t)] + / p(t — $Yk(t, 5, un1(s)) ds
— /atp(t — 8)k(t, s, u(s))ds

< |Ant)] + /at Ip(t — s)(k(t, s, un—1(s)) — k(t,s,u(s)))| ds

comme k est liptshitzienne et D’aprés (*) on a :

t
<1801+ [ Iplt = I {AIAn-1(3)]} ds,
< 18 (®)] + plAntllogmm < Wallom) + 1Anillor,z

cependant :

nll>I—Ii—loo HAnHC(TO,Tl) =0,

Alors "u” est solution de (3.1).
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Partie 2 : Unicité de la solution
On suppose qu'il existe deux solution u1 et u9 de I'equation (3.1).

Pour tout t € [Ty, T1] :

up(t) = f(t +/ (t — ) k(t,5,u1(s)) ds
us(t) = f(t +/ (t — s) k(t, s, ua(s)) ds
un(t) = ua(t) = [ p(t — ) (K(t, 5,u1(5)) — k{5, ua(s))) ds
un(t) = wa(t)] < [ 1p(t = )I[k(t, 5, u1(5) — kL, 5, ua(s))| ds
< A [ Iplt — )| Jug — uz]| s
Donc
i (t) —ua()] < pllur — wallo(r, )
Comme p < 1, cela ne peut étre vrai que si ui(t) = wug(t) pourtoutt €

[T(), Tl]. Etant établie I’existence et 'unicité de la solution sur [T(), Tl] , maintenant

on va montrer qu 'on peut la prolonger sur |17, T5] .

Prolongement de la solution

Pour tout ¢ € [Tl, TQ],nous écrivons 1’équation comme suite :
t
ur(t) = F(t) + /T p(t — s)k(t,s,ui(s))ds, Ty <t <1Tp (3.3)
1

avec :
—l—/ (t — s)k(t, s,up(s)) ds,

up(s) est la solution obtenue lors de la premiere étape. Mais I'equation (3.3) est
identique & I’équation de Volterra lorsque @ — 17. ce qui nous permet d’appliquer
les mémes étapes précédentes pour démontrer 1’existence et 1'unicité de la solution
w1 dans Vintervalle [T, T5].
Nous définissons :

up(t), t € [To,T1],

ui(t), te[l,Ts].
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I est évident que u € C' (T{y, 1), donc I'équation (3.1) admet une unique solution
sur cette intervalle [17), Th].
Nous répétons cette opération et comme il existe un nombre fini de sous-intervalles

sur [a, b], nous construisons ainsi la solution unique en C' (@, b).

3.2 Etude numérique

Pour construire une méthode numérique qui donne une méthode de la solution de
I’équation (3.1), nous utilisons la méthode Intégration par produit pour enlever la singu-
larité du noyau, cette méthode consiste & approcher la partie réguliére k, par les fonctions
chapeaux qui apparaissent a (t:haque fois que s rejoint ¢ : ,

Poalk](t, s, u(s))) = Shjk (t,tj1,u(tjn)) + Wk (t.tj,u(t))),

t]' <s< tj—l—l-

Cela permet d’estimer le terme intégral de notre équation par la formule suivante :

[ p (tn = ) ke (b, 5, u(s)) ds = a1k (tn, 1o, u (1))

n-1 (3.4)
+ Zl (an,j+1 + Bn,j) k (tTL?tj)u (tj)) + 571,71]{3 (tn; tn,u (tn))
j:

Od, pour 0 < 53 <n—1,

1 .

1 st

o Jj+1

Bnjr1 = h/tj p(th —9) (s - t]-) ds

Une fois les termes, Ay j+15 ﬁn, j+1, sont calculés explicitement, la méthode numé-

rique pour résoudre (3.1), est donnée par :

Up = f(a) (3.5)
n—1
Un = [ (tn) + an 1k (tn, o, Up) + -21 (anjt1+ Bnj) k (tn, t5,Uj) 56
iz .

‘i‘ﬁn,nk (th t?% Un) )

ol {Un}OgnﬁN approche les valeurs u (tn)
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Etude du systéme

& Théoréme 3.2

Pour h suffisamment petit, le systeme (3.5)-(3.6) admet une unique solution.

Démonstration

Pour n > 1, nous définissons

v,:R—R
ou,
n—1
=1

En supposant que Upy, Uy, .., U;,_1, sont déja déterminés, on cherche Uy comme
solution de I'équation Uy, = W, (Up,),

nous avons,

Vn(X) — o (X7)| = |Bank (tns tn, X) = Bunk (tn, tn, X))
< ABppn | X — X'|

Mais, %imo max (5n,n> = 0, donc, pour ”h” suffisamment petit les fonctions ¥y,
%

sont contractantes et le systeme (3.5)-(3.6) admet une unique solution {U j } 0<j<n:

Analyse de ’erreur

Pour u I'unique solution de (3.1) nous définissons la fonction, VA > 0,0 <n < N :

n
znp (tn — 8) k (tn, s, u(s)) ds — > wpk (tn,tj, u (tj))
j=0

6 (h,tn) = /t
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Ot

C“n,la j: 0
Wnjy = O‘n,j—l—l‘f’ﬁnja I1<j<n-1
Bn,n; j: n

qui est appelée l'erreur de consistance locale pour (3.1).

Proposition 3.1 >

0<j<n a<t<bxeR
+ wq(h, H)
ou,
Vh > 0,Vp € C(a,b),wo(h,p) = max [p(1) = ¢(0)|
|T—0|<h
t
Vt € [a,b), H(t) = /a p(t — 8)k(t, s, u(s))ds
Démonstration

Nous avons, Vh > 0,0 < n < N

5 ()] < [ 10 (tn = )] [E (b, 5,u(s)) = Pt K] (bn. 5, u(s))] ds

< i ( (.7 u(7)) = (i, 0.0 [} (10 = )] ds

< |TIE10a|}ih (1& (tn, 7 u(T)) — Kk (tn, 7, u(0))]

1k (b7 0(8)) — K (b, 6, (O)]) [ 0 (tn — )| ds

tn
< \ng]}ihw( ) —U(T)|A/ lp (tn — s)| ds

+ max _|k(t,T,z) — t9x|/ tn — $)|ds
a<t<bxeR

< h,u) + k(t k(t, 0
< puglhu) + _max k(. 7.2) — k(0.2 [ Ip

mais,

max )5 (h,tj)‘ <wo(h, f)+ max _wy(h,k(t, ‘733))HPHL1(a,b)
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0 T
u(@) —u(r) = f(0) — f(7) —l—/a p(0 — s)k(0, s,u(s))ds — /a p(T — 8)k(T, s,u(s))ds

donc,

Pour 0 < ¢ < N, nous définissons l'erreur de discrétisation par

gi = |Uj — u(t;)|

La méthode numérique (2.5) — (2, 6) est convergente si,

lim ( max |5Z\> = 0.
h—0 \0<n<N

& Théoréeme 3.3

Sous les hypothéses (H1)-(H2) et en supposant que U'intervalle [a, b] peut &tre divisé
en un nombre fini de sous-intervalles [CL = 20, zl] , [21, 22] s ey [zm_l, Zm =
b], tel que si jy désigne le plus grand nombre entier inférieur ou égal a 2y / h et
Wnj = 0 pour j > n, les poids Wnjs satisfont la condition suivante :

Ju+1—1

> ‘wnj‘§p<1, n>1 0<v<m
j:jv

Cette subdivision doit étre indépendante de h, alors,

1 m
2kl () P elge

Exemple Numérique :

Considérons 1'équation intégrale non linéaire de Volterra définie comme suit :
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u(t) = arcsin(t) — 4/3€)/t_2+ /Ot(t — s)_% sin(f(s))ds,0 <t <T =1

k(t,s,u) =sin(u),0 <s<t<T=1

£(t) = arcsin(t) — 4/3V12

Le tableau suivant donne une estimation de I’erreur entre la solution exacte et appro-

chée |Un — U (tn)|, de I’équation précédente.

t

len| = |Un — u (tn)

len| = [Up — u (tn)]

h=0.1 h =0.01
00 00 00
0.2 0.1605e — 009 6.6732e — 016
0.4 0.3976e — 009 5.3746e — 016
0.6 0.6197e — 009 3.8321e — 016
0.8 0.7346e — 009 4.4028e — 016
1 0.54586e — 009 eps

TABLE 3.1 - Equation intégrale faiblement singuliére non linéaire de Volterra
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Chapitre 4 : Equation intégro-différentielle de Volterra 4 noyau faiblement
singulier et non linéaire

Dans ce chapitre, nous présentons les résultats analytiques principaux concernant une
équation intégro-différentielle de Volterra non linéaire avec noyau faiblement singulier.
L’objectif est d’établir les conditions d’existence et d’unicité de la solution.

On cherche & déterminer, pour une fonction f € C 1(CL, b) donnée, une fonction

u e Cl (CL, b) telle que :

vie (bl ult)= [ plt— ) k(tsu(s). () ds + F(H. ()

La fonction p représentant la partie singuliere est supposée satisfaire les conditions sui-

vantes :

(1) pe Whla—b,b-a),
(2) p(0) =0,
on Whia—b,b—a)={z € L' (a—bb—a) : 2’ € L'(a—b,b - a)}, 2’ est

la dérivé faible ou sens des distribution de z. W11 (a—b,b—a) est un espace de Banach

(HG6)

aves la norme suivante :

”xHWLl(a—b,b—a - Hx||L11 (a—b,b—a) + Hx/HLll (a—bb—a)
n(uu+/ '(5)| ds.

Pour tout t € [a, b] et pour tout o > 0,ona:

t+0 |Op
/a 875( — s)|ds = /O )| dr,
ce qui implique que :
t+4 |Op
li 0—s)ds=0.
i [ G+ ) ds

Par ailleurs, pour tous ¢, s € [a, b] :

dp

Do) =Wt - )l < [ W)l dr < oo

Cela montre que la singularité de p provient du comportement de sa dérivée au voisinage

de zéro, ou en général hmt ajz(t — s) = +00. Toutefois, cette singularité reste controlée
S—

puisque :

ap

—(t—s) ds</ |d’r</ T)|dr < 0.
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L’équation ci-dessus renferme également des informations sur la régularité de la solution

u. En dérivant les deux membres par rapport a ¢, on obtient :

u'(t) = /at ??(t—s)k:(t, s,u(s),u'(s)) ds—l—/atp(t—s) ?Z(t, s,u(s),u'(s)) ds+f'(t).

Supposons aussi que la partie réguliere k deéfini par,

k:[a;b] x RZ? — R?

(t,s,u,v) — k(t, s, u,v)

Vérifier les hypotheses suivantes :

1) e offab? xR,
(2) AM > 0 tel que Vt € [a, ], Vu,u,v,v € R,
max (\k(t,s,u,vﬂ, at(t,s,u,v)) < M,

(H7) o
(3) JA,B, A, B > 0 tels que Vt, s € [a,b],Vu,u,v,v € R,

|k(t,s,u,v) — k(t,s,u,v)| < Alu — u| + Blv — 0|,
ok

n < Alu —u| + Blv — 7|

(t,s,u,v) — a—(t, S, U, V)

ot

La question centrale est la suivante :

si la solution de I’équation est supposée appartenir a ’espace , est-ce que le membre de
droite de cette équation appartient également a ce méme espace fonctionnel C' 1([@, b]) ?

Pour cela, on introduit 'opérateur défini comme suite :

Ve € CN([a.b)). Ve € la.bl, @p(E)(1) = [ plt — s)k(t,5.6(s). £'())ds + f(1)

y
Proposition 4.1 >

Pour tout f € ol (a,b), P ¢ est continu de ol (@, b) dans lui-méme

Démonstration

Soit £ € cl (@, b). I est clair que q)f(f) est continu sur [a, b]. Pour tout t € [a, b] :
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t 0
VN0 = [ 5 [t = s)h(t,5.€(5),€ ()] ds + (1)
Cette expression est bien définie et continue sur [a, b], puisque les hypotheses (H7)
assurent que les dérivées sont continues et bornées.
On en déduit que :
o) <M ([ p d "ot d !
PO < M ([ |50t —s)ds+ [ 1p(t = s)lds ) + 1/l o(1a)
En effectuant un changement de Varlable on obtient :
wp€)0] <M ()" dr+ [} ) + 17 eqan)
Ce qui conduit a la majoration :
()] < Ml aopp-a) + 11
Alors, (Df(ﬁ) e ! (a,b). Soit {&{n},eN une suite ol (a,b) qui converge vers
€ € Cl (a, b) nOus avons

D p(€) (1)~ R (E)(1) = [ plt—s) [k(t, 5. 60(s).E(5)) — {t. 5.(s). & (5))] ds

= ma [ (€) (1) — By (&) ()] < i 1€ (1) — sn<t>rAa/p<t—s>\ds

+ max [¢(1) ~ &/ ()| B [ Ip(t— )] ds

< lpl W (a = b,b — a) max (A, B) [[€ — &nll o1 a0

max [#'€ (8) = @6 (1)] < P W (a —b,b — ) (max (4, B) € ~&allora
+ max (Z, E) 1€ = &nllor(ap

Donc, @ ¢ est continu de € 1 (a,b) dans lui-méme.

Dans ce qui suit, nous désignons ”'Hcl(a,b) = HH
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4.1 Etude analytique

Pour demontrer I'existence et 'unicité de la solution de I’équation, nous utilisons la
méthode de Picard. Cette méthode est basée sur la construction de deux suites récurrentes

(un (t))nEN et (u;z(t))nEN’ qui sont définies comme suit :

un(t) = F(6) + [ plt = s)k(t. s+ wn_1(s). 1 (s)) ds, Vi€ N*

up(t) = f(t)
N +/ (t —s) t s,un_l(s),u%_l(s)) ds, Vn € N*
Uo(t) f(t)
on pose
on(t) = up(t) —up_1(t), Vn e N*
=
wo(t) = f(1)
o (t) = up(t) —up_1(t), VneN*
=
po(t) = f'(t)
Et aussi :

i::o 2i(t) = un(t)
% Si(t) = (1)

& Théoréeme 4.1

Par les deux hypothéses précédentes et étant donné qu’il existe des points

a=1Ty,11,...,Tpn = b, tels que, pour 0 < ¢ < net pour t € [T, T;11] :

(t,T; 1
max{A, B, A B}/mn[1 +1) lp(t —s)|ds < p < =
(t,T; 1
min{A, B, A B}/mm +1) lp(t — s)|ds < p < 3
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ol t est indépendant de ¢ et u, I'’équation a une solution unique en C' 1 (a, b).

Démonstration

Pour la démonstration, nous montrons I’éxistence et 'unicité sur l'intervalle réduit
[To, Tl], puis nous prolongeons la solutionsur tout l'intervalle [a, b]

Existence de la solution sur I’interval [T(), 77]

En supposant que ¢t € [T(), Tl], nous définissons u(t) comme précédemment.

En définissant w1 (t), ua(t) et [pn(t)|=|u1(t) —ua(t)|, nous avons t € [Ty, T71] :

[on)] = lin®) = ua-16)
[0t = 59t -1 9,5 = [ (e = YKt -2(5), s
[ O RTARS) B SR SRTANE) 2

puisque k est lipschitzien, devient :

o] < [ 1p(t = )| (Alun—1(5) — wn—(s)] + Bluy_y(s) — u_a(s)[) ds
< [ ot = )| (Algn-1(5)] + Blgh_1(s)]) ds
<pllen- Hcl(TO,Tl) +p || ©h-1 ||01(T0,T1)
<ol en—1llcrmm)

En plus,

|on ()] = [ (t) = upo(1)]

= | [ Bt st 51 (5) (s — [ T2 = )bt 2(5), ()

= [Tt ) 51 (5) 1 () = (5,2 (8), )]

+/ (t—s) ( (t, 5,1 (s), s, (5)) — ‘?;(t,s,unz(s),u;_Q(s))> ds.
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Puisque k et — sont lipschitziens, devient :

ot
<A [ 1L = o)lpn1(lds + B [ 122t~ 5)ltoi()]ds
P A [l = llgr(5)ds + B [ oti 9l ()]ds
t ap _ L t
g(max{A,B}/ |E(t—s)\ds+max{A,A,B,B}/ 1p(t — 9)|ds)ll2n—1llet .10
S 2p||30n—1||(;1(T0,T1)
alors :

H(p”HCl(TO,Tl) < 3P‘|90n—1H01(T0,T1)

ce qui donne (utilisation de la preuve par réctractation)

<3 << (3p)"
lenller iy myy < 3plen-1ll iy S < (3p) ||<P0H01(TO,T1)

o X o i ol
= 2 llwill < llwoll 22 (3p)" < -
1=0 =0 — op

Alors ||o| 1 est converge donc (un)ne N converge uniformément vers u € C 1 (To, T7).

On peut alors écrire :

00
2. i(t) = lim un(t)
1=0

Pour prouver que "u” satisfait a I’équation oiginale, nous définissons :

u(t) = un(t) + An(t)
— /() = ul, (1) + AL (1)
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Nous avons;;

ult) — () — [ plt — s)k(t, 5, u(s), o/ () ds |
=l un(t) + Ant) = [ plt — $)k(t, 5, u(s), o/ () ds |
=] An(t) + [ plt — ) (k{5 un(5), uy(5)) — k(. 5, u(s), u (s) ))ds |
< An(t) |+ [ ot = $)(A[ D1 ()] + B|A,_(s)])ds
<[ An(t) [ +p 1 An-1llcrir, )
<1180 (®) llea gy 1) +2 1 An—1ll o1z, 1)
1Al o1 (g, 1) = O done u est une solution de Iéquation.

Unicité de la solution

Supposons qu'il existe deux solutions 11 et u9 a I’équation, alors pour ¢ € [To, Tl] :

t

[ ot = K s un (), (s + £0) = 70) = [ plt = K5, un(6), o) ds
[ Pl = ) 5,1 (6), 4 60) = K 5, un(s), () ds
< [ 19t = (K 5,01(),wh (6) — Kt 5, uals), ()
< [0t = ) (A ) — wa(s)| + B Ju(5) — w(s) ] s

< t) — uo(t ") — ub(t)| d
< ol g o (t) = ua(O)] + max ol (1) — ua(t)| ds

[ua (t) — ua(t)| =

< pllur — uzllerm -
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De la meme facon :

(0 - (0] <[ P - it 5 () =t svua (5), u ()))ds

a Ot
[ = )G 1 5) 0k () = G052 (5) s () s
< s |u1<t> —us(®)| A [ | p(t — 5)|ds
+ e (1) — ]B/ |—t—s |ds
+ s fn(t) (0] A [] | p(t = 5)lds
+ e i (t) — yB/ |f (t — s)|ds
< 20( e (1) —ua(0)] + pmax [ () — ua(t)] ds

Alors, |[up — U2HC’1([T0,T1]) < 3pllug — UQHC’l([TO,Tl])'

Puisque p < 3 cette inégalité ne peut étre réalisée que si :
ur(t) = ua(t), vt e [Ty, T1].

Prolongement de solution :

Maintenant pour ¢ € [T7, T5], nous écrivons 1’équation comme suit :

ui(t) = F(t) + /;1 p(t — s)k(t, s, u(s),d/(s))ds, T4 <t<Th
avec,
—i—/T (t — s)k(t, s, up(s), ug(s)) ds
et u( (t) est la solution que nous avons obtenue précédemment. Cependant, 1’équa-
tion est exactement la méme équation de volterra avec 'origine décalée
de a — T']. Nous pouvons alors appliquer les mémes étapes de base.

Nous définissons :
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Il est clair que u € C 1([T(), T1]) est I'unique solution de I'équation sur [17), T5].
Ce processus peut étre répété, et comme il existe un nombre fini de sous-intervalles

dans [a, b], nous trouvons la solution unique sur C 1([&, b])

4.2 Etude numérique

Dans cette section nous intéressons a ’approximation numérique de la solution u de

I’équation intégro-différentielle faiblement singuliere de Volterra définie par :

t
Vt € [a,b],u(t) = /a p(t — s)k (t, s, u(s), ul(s)) ds + f(t) (4.2)
olu, l'existence et I'unicité de la solution de cette équation sont assurée par les condi-

tions des hypotheses H (6) et H (7) proposées dans ce chapitre.

Nous rappelons qu’une fois dériver I’équation (4.2), cette équation devient

Vt € [a,b],u (t—s) (t s, u(s) u/(s)) ds

/ 37}{ ’ 7 (4.3)
+ p(t —s) (t s u(s),u/(s)) ds + f'(t)
Afin de déterminer une solution approchee de notre équation sur l'intervale [a; b], il est

nécessaire d’élaborer des approximations pour les trois intégrales mentionnées ci-dessus,

intervenant dans le second membre des équations (4.2) et (4.3), on pose :

I = /atp(t —s)k (t, s, u(s), ul(s)> ds (4.4)
I, = /t g]Z(t —s)k (t, s, u(s), u’(s)) ds (4.5)
I3 = / p(t — s)g]; (t, s,u(s),u’(s)) ds (4.6)

Les noyaux des intégrales 11 et [5 étants réguliers, la majorité des méthodes d’inté-
gration numérique peut étre utilisé pour les approximer.
En ravanche, I'intégrale I présentant une singularité, nécessite le recours a la méthode

dite du 7 intégration par produit”
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Les diverses combinaisons des méthodes d’intégration numérique adoptées pour ap-

proximer [1, 9 et I3 donnent lieu & quatre stratégies d’approximation de la solution de

notre équation, résumées dans le tableau ci-dessous :

I

Iy

I3

mehtod 1(PPP

intégration par produit

intégration par produit

intégration par produit

Nystrome method

intégration par produit

intégration par produit

)
mehtod 2(NPP)
)

intégration par produit

intégration par produit

Nystrome method

(

(
mehtod 3(PPN
mehtod 4(NPN)

Nystrome method

intégration par produit

Nystrome method

Table 4.1 - Méthodes d’approximations
Dans la suite, nous allons construire le systeme numérique issu de méthode NPP, puis
étudier sa convergence. Pour montrer son efficacité des tests numériques sont effectués sur

un exemple pratique.

1 Description numérique

Afin d’obtenir une approximation numérique de la fonction u(t) pour t € [a, b], on
procede & une discrétisation de lintervalle [a; b] en un ensemble de points {tJ}O <j<n
définis comme suit :

a

b—

Les équations (4.2) et (4.3) sont alors modifiées en y insérant les estimations des
intégrales I1, Io et I3 obtenues a l'aide de shémas de quadrature spécifiques a chaque
méthode présentée dans le tableau. L’analyse de la convergence du systéme resultant

permet d’évaluer le cohérence de la méthode numérique adoptée.

4.2.1 La méthode NPP

Dans cette méthode, nous approchons 'intégrale I par la méthode de Nystrome, et

Io, I3 par la méthode d’intégration par produit doit

/tn p(tn — 8)k (tn, s,u(s),u'(s)) ds ~ h an,jp (tn — tj) k (tn, tj,u (t;), 0 (t5))
a j=0
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ou {Wn, j} sont supposés vérifiés

Su max |Wy 4
nZIi Oﬁjﬁn‘ fad

: b é
Vo € C'O(a, b),h%n /a o(t)dt — h Zocumjgp (tj> =0,
j:

<W < oo,

(4.7)

Premieérement, nous approchons les parties régulieres

k (t, s, u(s), u/(s)) : le (t, s,u(s), U,(5)> ;

sur la subdivision {tj}O <j<n’ par les fonctions chapeaux, ce qui donne :

P 1[k] (t, s,u(s),u'(s)) = ° ;Lt‘jk (t,tjr1,u (i) 0 (tj1))

LTS, (t,tu (t)) u' () t) < s <tji

h
ok s —t; 0k
tit1 — s ok

g Btpulty) () S s < tjn

Cela conduit a la formule d’intégration suivante :

tn O A
Iy = /a @}Z (tn — 5) k (tn, s, u(s), w/(s)) ds = 1k (tn. to, u (t) ' (t0))

n—1

2 (G4 Bug) b (ms g (t5) 0 () + Bk (tn s (0n) 4 (60))
j:

tn ok Y
I3 = /a ptn =) 5 (tn, 5, u(s), 4/ (s)) ds =~ n, 15k (tnsto, u (to) ;o' (o))

n—1 Ok p
X (omgan+ Bug) gy (st (1) 0 (1)
j:

Ok
+ ﬁn,na (tn; tn,u (tn) ,U/ (tn))

o, pour 0 <3< N —1
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Hn,j+1 = h/]H tn = 5) (tj41 — s) ds
Bn,j+1 = h/fyﬂp(tn —s) (s —t;)ds

0
Gp j+1 = v / i+t p (th — s) (tj+1 — 3) ds

8
Bl = h/]H Lty — 5) (s — ;) ds

Deuxiemement, nous calculons, oy, j+1 ﬁn, G415 @n’ j+1 Bm j+1 explicitement. Nous
les remplacons dans les équations d’origines (4.2), (4.3) ce qui donne le systéme

(NPP) suivant :

Up = f(a) (4.8)
Vo = f'(a), (4.9)
n—1
U,=f (tn) + an,lk (tna to, Uo, VEJ) + Z (an,j+1 + Bn,j) k (tn7 iy, Uj7 ‘/j)
Jj=1 (4.10)

"‘ﬁn,nk (tna tn, Un, Vn) , 1<n<N

Vn = f/ (tn) + dn,lk (tna t07 U07 VO)

n—1 . .
+ Z <&n,j+1 + 5n,j) k (tna tj; Uj7 V]) + 5n,nk3 (tn; tn, Un, Vn)

J=1
9 n—1 ok (4.11)
+O‘n,1§k (tn7 10, U07 VO) + Z (an,j+1 + 671,]) a (tn; t], Uj) ‘/])

J=1

ok
ot

o, Uy, approche u (ty,) et Vi, approche u (tn).

‘i‘ﬁn,n (tn;tm Un, Vn) ,1<n<N

Etude du systéme (NPP)

Le systétme permet de déterminer explicitement U, contrairement & d’autres ap-

proches ol cette valeur est obtenue de maniére implicite.
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B Théoréeme 4.2

Pour h suffisamment petit, le systeme (NPP) a une solution unique.

Démonstration

Supposons que l’espace Rz est muni par la norme suivante :

o)== )

Pour tout n > 1, nous définissons :

X S
\D = A A
! (Y) (S + Bk (tns tn, X, Y) + Bon % (b tn, X Y))

= [X]+ Y]

1

ou

n—1
S=f(ta)+h Y wnp(tn—t;)k (tn.t;,U;, V)

§=0
S = f"(tn) + a1k (tn, 0, Up, Vo) + X2 (G jr1 + B j) k (tnst5, U}, V)

j=1
ok n—1 ok
+ton 1 (tn>t0, U0, Vo) + X (an j+1+ Bnj) o (tn.t;,U;,V})
j=1

si, Ug, U1, -, Up—1, V0, V1, .-, Vj,—1, sont connus, alors (4.8), (4.11) est une équa-

tion implicite pour définir Uy, et V.
Un _ Un
Vo) "\Va
Nous avons, VX, Y, X' Y’ € R,
X X' 0 )
v -y =
H n<Y) n<Y/> 1 H (72

72 = Bn,n (k; (tn7 tn; X7 Y) - k; (tnu tnu X/a Y/))+/Bn,n (aa][j (tn’ tn’ X) Y) - ZIZ (trw tn: XI7 Yl)) N
En appliquant (H6) et (H7), nous obtenons

’
1
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Yol < B (A|X = X'|+ BIY =Y|) + B (A|X = X'|+ BlY —Y))
< max (Bn,n, ﬁn’n) (max(A, A) ‘X — X" + max(B, B) ‘Y — Y’D

alors,

X X/ - — - (X X/
127 (Y) -y (Y’) X < max <5n,n7 6n,n> max(A, B, A, B) H (Y) - (Y’)

Comme %imo max (Bnn, Bnn) = 0, ¥,, est une contraction pour h assez petit,
%

1

nous appliquons le théoréeme de Bannach pour obtenir le résultat désiré.

Analyse de ’erreur de la méthode (NPP)

Avant passé a I’étude de 'ereur, il faut d’abord montré que cete méthode est consis-
tante. Pour cela nous definissons l'erreur de consistance locale de I’équation (4.2), qui
est 'erreur entre la valeur exacte de l'intégrale etsa quarature. L’ereur est definie par la
formule :

pour 0 <n <N

NPP

NPP [
+| 0 (h,ty)

NPP
A (h,tn>=\ 57 ()

o, pour 0 <n <N

tn n—1
U5 (otn) = [t = ) b5, 0(9), 0 (5)) d = 3w (b — ) (bt u ()0 (1)
=0

to

NPP . n
5 (ta) = [ = ) (), (5)) s = D gk (1 (1) 4 (1)
to §=0
to Ok " ok
+ / p(tn = 8) 5o (tnys,u(s), 0/ (5) ds = 3w (bt 0 () ' (8))
to §=0
avec,

an,luj = 0
Knj=0nj+1+6n ;1 <j<n—1

Bn,naj =n
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et
OA‘n,l»j =0
Fnj =1 Qnjy1+bBn1<j<n—1
5n,naj =n
y
NPP
T | & (h,t;)| < 2pwi(h, f) + QQStg‘rg’(yeRwl(hak(t7‘7myy))”pHWLl(a—b,b—a)
+ 2pwi(h, H) + (b — a) max wo (h, H3(t,.))
ou,
wi(hy @) = max |p(r) — ()] + max (1) — &' (0)
|T—0|<h |T—0|<h
wo(h, p) = max |o(7) —p(0)|
|T—0|<h
¢ /
H(t) = /a p(t — s)k (t, s,u(s),u (S)) ds
Hs(t,s) = p(t — s)k (t, s, u(s), ul(s)) ds
Démonstration
N ()| = | " (b= )k (b5, u(s) ds—zwmp )k (ts o (t) o (1)
to
tn
= / ‘p (tn - 3) K (tnv 37U(S)a u,(s)) - Pn IHS |d8
to
< max |Hs3(tn,0) — Hs (tn,7)| " ds
|[T—8l<h to

< (b—a) max wo (h, Hs(t,.))

a<t<

En utilisant des étapes similaires, nous obtenons

NPP

A in
0 (htn)| < / gf(tn (bns 5, u(s), /() = P [K] (tn, 5,u(s), 0/ (s)) | ds
+/ 6]; (tn, s,u(s),u'(s)) — Pu1 [K'] (tn, s,u(s),u/(s))|ds
NITA’P
0 (hyta)| < 20 (wi(h, f) +wr(h H)) 42 max i (k(t ), lIpllutiabp-a)
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Le résultat précédent montre que la méthode est consistante puisque

, npp(hit))
lim max A =0
n—+o0 |\ 0<j<N

Pour montrer que cette méthode est convergente nous introduisons la notion de

Perreur de discrétisation {F; }g<;< v définie par

E; = |gi| + 1€ (4.12)
ou,
ei = Ui — u(t;)

g =Vi—u (t;)

La méthode est dite convergente si,

lim ( max Ez) =0
h—0 \0<i<N

& Théoréeme 4.3

Sous des hypotheses (H6) - (H7) et en supposant que lintervalle [a, b] peut étre

divisé en un nombre fini de sous-intervalles

[CL = ZO) Zl] ) [217 22] VRN [Zm—b Zm = b]
tel que si Jy désigne le plus grand nombre entier inférieur ou égal & 2y / h

et Ky s = Ky, + = 0 pour 7 > n, les poids K,, i, ky, i, satisfaire la condition,

nj = Fnj J n.j» Fn,j

AW [pll o, max(A, B) + max(A, B); + max(4, B)r,]
1-— [max(A, B)#i; + max(A4, B)/W]

7jv+1—1

<3p<lin>1.

J=Jv

,0<v<m

Cette subdivision doit étre indépendante de h, alors,

1 m—+2
max (E]‘ < ( ) 11’§nja%<n‘A (h,tj) h——>(>) 0.
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Démonstration

1—1 .
N&Zzp =h Zo Wip (ti — tj) k (ti,tj, Uj, Vj)_/tzlp (t; —s)k (ti, s,u(s),ul(s)) ds.
j=

D’apres la définition de  §  (h, t;), nous avons
i1
NPP NPP
g = hzwjp (t; — tj) {k (ti,tj, Uj,Vj) —k (ti,t]’,u (tj) ,u’ (tj))} — 5 (ht),

Jj=0

ce qui donne

NPP L  NPP NPP\ NPP
P < inlega £ (147571 55 1)+ o
]:
i1 NPP
< AW plcjog) max(A, B) 5 B 5" et
]:
Nous avons aussi,
NPP i Ok t ok
& = Zoﬁi,jat(tmj,Uj,Vj) —/tolp(tz' —5)5 (ti, s, u(s),u'(s)) ds
j:
i t; O
+ 3 Rk (tinty, U Vi) = | 82759 (ti = )k (ti, 5, u(s), W/(s)) ds
J=0 0
D’aprés la définition de 5 (h,t;), nous obtenons,
NPP
A e A. . . . . . . . . / .
i = ‘Zo Ri g {k (L1, U5, V5) =k (ti tu (t) 00 ()}
j:
! Ok Ok , NPP
+ 2w { G (et U V) = 5 (it () o/ () =5 (t)
7=0
donc,
NPP i (NPP NPP i _ NPP _ NPP NPP
& | < /%i,j(A € + B EAJ )—I—ZKZ"]‘ (A‘ & |+B| e’f] >+ 0 (h,ti> ,
j=0 Jj=0
i i NPP
< max(A4, B)Z’%@j Ng’P—i—max(ﬁ,B)Zm’j N£P+ 5 (hty)],
=0 ! =0
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alors,

—_

71—

NPP
[hWHpHC[a py max (A4, B) + max (A, B) R; j + max (A B) K,i,]} E;

[en]

‘7:
NPP NPP
+ |max (A, B) n”—i—maX(A B) n”} E;i + A (ht)

R o NPP
[hWHpHC[a py max (A, B) + max (A, B) K, j + max (A, B) “i,j} E;

Ei < Z 1— {max (A, B) R; j + max (Z,§> Hi,j}

NPP
A (h,t;)

+ 1 {max (A, B) Rij + max (Z, E) Hi,j]

En appliquant lemme 1 et 2, nous obtenons le résultat désiré.

Exemple

Considérons 1’équation intégrale non linéaire suivante :

vt e (0,1 u(t) = f(t) + [ (t )2 e's’ ds  (4.13)
1, u(t) = — S S :
0 u?(s) + (u/(s))” + 1
Le noyau
€t82
k(t, s,
(t,2,9) 219241

satisfais (H7) avec

Si nous prenons

F(t) = sin(t) — 8/105t2¢!

nous obtenons

u(t) = sin(t)

Les termes Uy, et V), ne sont pas calculés exactement, ils sont approchés en utilisant

la méthode d’itération de Bannach avec
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[ Xnew — Xoiq || <1077,

comme condition d’arrét.
Le tableau suivant donne une estimation de l’erreur entre la solution exacte et ap-

proximative de ’équation (4.13) pour méthodes NPP.

E(h) = max |U; —u(t;)] + Jax ‘V—u t);
0<i<n 0<i<n

h 0.1 0.05 0.01 0.005 0.001
REP(h) 1.42F — 002 | 4.78E —003 | 3.96E — 004 | 1.37F — 004 | 1.19E — 005

Table Résultats numérique de 'exemple par la méthode NPP
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Conclusion

ette conclusions les plus pertinentes mémoire a porté sur I’étude des équations de
Volterra non linéaires a noyau faiblement singulier, dans leurs formes intégrale et
intégro-différentielle. Cette étude a été structurée en quatre chapitres, suivant une pro-
gression logique. Le premier chapitre a été dédié aux notions et résultats théoriques néces-
saires a la compréhension du sujet. Le deuxieme chapitre a traité 1’étude analytique des
équations intégrales du second type et des équations intégro-différentielles non linéaires,
avec des résultats d’existence et d’unicité. Le troisieme chapitre a concerné les équations
intégrales a noyau faiblement singulier, étudiées analytiquement et accompagnées dun
cadre numérique proposé. Quant au quatrieme chapitre, il a été consacré aux équations
intégro-différentielles a noyau faiblement singulier, ot une étude analytique a été suivie
par la présentation de la méthode numérique adoptée, a savoir la méthode NPP. Cette
mémoire constitue une base pour 'analyse de ce type d’équations, et montre I'importance
de combiner les approches analytiques et numériques dans les cas a noyaux faiblement
singuliers.
Perspectives Parmi les perspectives possibles :
Appliquer la méthode NPP sur des exemples numériques concrets ;
Comparer son efficacité a d’autres méthodes numériques;

Etendre I'étude & des espaces fonctionnels plus généraux.

Hamdaoui Fatma - Nasri Haoraa Elbatoul ENSET 2025



Bibliographie

1]

[10]

M.Bedri , Cherrati.H , "La Méthode De Décomposition D’Adomian”, Mémoire de
Master , Université Saad Dahlab Blida 1

H. Guebbai, M. Z. Aissaoui, I. Debbar, B. Khalla, "Analytical and numerical study
for an integro-differential nonlinear Volterra equation”. AMC, 229 (2014), p 367-373.

Messaoud Guesba. "Sur quelques équations intégrales non linéaires”. Mémoire de

magister université Kasdi Merbah Ouargla

Mourad Ghiat, Hamza Guebbai, ”Analytical and numerical study for an integro-
differential nonlinear volterra equation with weakly singular kernel”. Computational

Applied Mathematics, 2018, DOT : 10.1007/s40314-018-0597-3.

Mourad Ghiat, Hamza Guebbai, "New approximation method for Volterra nonlinear
integro-differential equation”. Asian-European Journal of Mathematics, 2018, DOI :

10.1142/S1793557119500165.

Mourad Ghiat , ”"Etude analytique et numérique des équations intégro-différetielle
de Volterra : Traitement des noyaux faiblement singuliers” , these , Université 8 mai

1945 Guelma ’

A.Rahmoune , "Equations Intégrales linéaires et non linéaires” , Analyse et technique

de résolution , 2018

P.K.SAHU,”Numerical Approximate Methods for Solving Linear and Nonlinear In-
tegral équations” 2016

Z. Gu, X. Guo, D. Sun, "Series expansion method for weakly singular Volterra integral

equations”. Journal Applied Numerical Mathematics, 105 (2016)

A M.WAZWAZ,”Linear and nonlinear integral equations”,639,2011,Springer.

76



Conclusion

Hamdaoui Fatma - Nasri Haoraa Elbatoul ENSET 2025



	Introduction
	Dèfinitions et Rappels
	 Notions de base
	 Les équations intégrales :
	Définition des équations intégrales :
	Classification des équation intégrales

	 Intégration Numérique
	Intégration par produit
	l'interpolation polynômiale par morceaux
	Méthode de Newton-Côtes
	Lemmes de majoration
	 Méthode de Nyström


	Équation de Volterra de second espèce non linéaire
	 Étude analytique
	Équation de Volterra intégro-différentielle non linéaire 
	Étude analytique


	  Équation de Volterra Intégrale Faiblement Singulière non Linéaire 
	 Étude analytique
	Étude numérique

	 Équation intégro-différentielle Non linéaire à noyau faiblement singulièr de Volterra
	Étude analytique
	Étude numérique
	 La méthode NPP


	Conclusion
	Bibliographie

