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الضعيفة، النواة ذات فولت؈فا نوع من اݍݵطية غ؈ف التɢاملية المعادلات دراسة المذكرة هذه تȘناول
وتكȘسبهذه التɢامل. إشارة داخل اݝݨهول ʄعڴ لاحتوا٬ڈا نظرًا المعقدة المعادلات من Ȗُعد والۘܣ
والرʈاضيات الف؈قياء مجالات ʏࢭ متنوعة ظواهر نمذجة ʏࢭ لدورها نظراً كب؈فة أهمية المعادلات

التطبيقية.
إعادة من انطلاقًا المعادلات، من النوع هذا ݍݰل جديدة عددية طرʈقة بناء ʄإڲ العمل هذا ʄسڥʇ
ووحدانʋته. اݍݰل وجود ضمان مع دقيقة، تحليلية أساليب استخدام تȘيح لها مناسبة صياغة

أمثلة خلال من فعاليْڈا من التحقق تم كما النظرʈة، الناحية من المق؅فحة الطرʈقة دراسة تم وقد
مزاياها. ت؄ُفز تطبيقية

التوضيحية، الأمثلة من مجموعة ʄعڴ المق؅فحة الطرʈقة تطبيق تم النظري، اݍݨانب ولتدعيم
للتطبيق وقابليْڈا الطرʈقة هذه فعالية بإبراز سمح مما ɲس؅فوم، و المنتج التɢامل تقنية باستخدام

مختلفة. حالات ʏࢭ

ضعيفة، نواة فولت؈فا، معادلة تɢاملية، تفاضلية معادلة تɢاملية، معادلة المفتاحية: الɢلمات
الثابتة. النقطة اݍݰل، وحدانية اݍݰل، وجود منتج، تɢامل



Résumé

Ce mémoire porte sur l’étude des équations intégrales non linéaires de Volterra à noyau

faible, qui sont considérées comme des équations complexes en raison de la présence

de la fonction inconnue sous le signe intégral. Ces équations jouent un rôle important dans

la modélisation de divers phénomènes en physique et en mathématiques appliquées.

L’objectif de ce travail est de développer une nouvelle méthode numérique pour ré-

soudre ce type d’équations, à partir d’une reformulation adaptée permettant l’utilisation

de méthodes analytiques rigoureuses, tout en assurant l’existence et l’unicité de la so-

lution. La méthode proposée a été étudiée rigoureusement sur le plan théorique et son

efficacité a été confirmée par des exemples numériques illustrant ses avantages.

Afin de renforcer l’aspect théorique, la méthode a été appliquée à plusieurs exemples

illustratifs, en utilisant la technique de l’intégration par produit et la méthode de Nys-

tröm, ce qui a permis de démontrer la pertinence et la robustesse de cette approche dans

différentes situations.

Mots-clés : Équation intégrale, Équation integro-différentielle, Équation de Volterra,

Noyau faible, Intégration par produit, Existence de la solution, Unicité de la solution,

Point fixe.



Abstract

This thesis focuses on the study of nonlinear Volterra integral equations with weak

kernels, which are considered complex equations due to the presence of the unk-

nown function inside the integral sign. These equations play an important role in modeling

various phenomena in physics and applied mathematics.

The aim of this work is to develop a new numerical method for solving this type of

equation, based on an appropriate reformulation that allows the use of rigorous analytical

techniques, while ensuring the existence and uniqueness of the solution. The proposed

method has been rigorously studied from a theoretical standpoint, and its effectiveness

has been validated by numerical examples demonstrating its advantages.

To support the theoretical aspect, the method was applied to several illustrative

examples using the product integration technique and Nyström’s method, which demons-

trated the relevance and robustness of this approach in different cases.

Keywords : Integral equation, Integro-differential equation, Volterra equation, Weak

Kernel, Product integration, Existence of solution, Uniqueness of solution, Fixed point.
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Introduction

Les équations intégrales non linéaires de Volterra à noyau faiblement singulier consti-

tuent un sujet d’un grand intérêt en mathématiques appliquées. Ces équations se

distinguent par leur complexité particulière, qui découle de la nature faiblement singulière

du noyau et de l’interaction non linéaire de l’inconnue à l’intérieur du signe d’intégration.

Cela rend leur étude, tant analytique que numérique, un véritable défi mathématique

nécessitant le développement d’outils et de méthodes spécifiques.

Il est également bien établi que ce type d’équations joue un rôle crucial dans de nom-

breux domaines de la modélisation mathématique. Parmi les cas importants qui n’ont

pas été suffisamment explorés figure celui où la dérivée de l’inconnue apparaît de manière

non linéaire sous le signe intégral. Ce cas a été étudié, sur le plan analytique que numé-

rique, par GUBBAI et collaborateurs en 2014 (H. Guebbai, M. Z. Aissaoui, I. Debbar,

B. Khalla, ”Analytical and numerical study for an integro-differential nonlinear Volterra

equaton”, mais uniquement pour le cas d’un noyau régulier. Dans ce travail, nous propo-

sons une étude analytique permettant, en nous appuyant sur des techniques similaires à

celles utilisées dans les études antérieures, d’établir des hypothèses théoriques garantis-

sant l’existence et l’unicité de la solution pour le même type d’équation lorsque le noyau

est faiblement singulier.

Afin de cerner avec précision les similitudes et les différences entre les méthodes ana-

lytiques adoptées dans ce travail et celles développées précédemment, et pour identifier

les difficultés à surmonter dans l’étude de la nouvelle équation, nous présentons en détail,

dans le deuxième chapitre, l’étude analytique d’une équation de Volterra de deuxième

espèce, ainsi que celle des équations intégro-différentielles non linéaires à noyau régulier.

Les troisième et quatrième chapitres sont consacrés aux équations intégrales et intégro-

différentielles de Volterra à noyau non linéaire comportant une partie faiblement singulière.



Ce type d’équations nécessite une approche analytique et numérique différente de celle

adoptée dans le deuxième chapitre. L’étude numérique révèle une difficulté supplémentaire

due au caractère singulier du noyau, rendant inapplicables les méthodes traditionnelles

d’intégration numérique.

Sur le plan numérique, ces équations posent des difficultés particulières en raison de la

nature du noyau, car les méthodes classiques ne parviennent pas à garantir la stabilité et la

convergence souhaitées. À enfin, nous proposons dans ce mémoire une méthode numérique

fondée sur le principe du ”produit intégral” , adaptée et modifiée pour s’ajuster aux

propriétés des noyaux faiblement singuliers. Cette méthode a été développée et analysée

rigoureusement en ce qui concerne les conditions de convergence et de stabilité.

Le mémoire est structuré en plusieurs chapitres. Nous y présentons d’abord les outils

mathématiques nécessaires à la compréhension de la nature des noyaux et des espaces

fonctionnels utilisés. Ensuite, nous étudions l’existence et l’unicité des solutions des équa-

tions intégrales et intégro-différentielles. Enfin, un chapitre est dédié au développement

et à l’analyse de la méthode numérique NPP, avec une étude approfondie des erreurs et

des conditions de convergence.



1
Chapitre

Dèfinitions et Rappels

12



Chapitre 1 : Définition et rappel

1.1 Notions de base

Définition 1.1 (Fonction bornée)Définition 1.1 (Fonction bornée)Définition 1.1 (Fonction bornée)Définition 1.1 (Fonction bornée)Définition 1.1 (Fonction bornée)Définition 1.1 (Fonction bornée)Définition 1.1 (Fonction bornée)Définition 1.1 (Fonction bornée)Définition 1.1 (Fonction bornée)Définition 1.1 (Fonction bornée)Définition 1.1 (Fonction bornée)Définition 1.1 (Fonction bornée)Définition 1.1 (Fonction bornée)Définition 1.1 (Fonction bornée)Définition 1.1 (Fonction bornée)Définition 1.1 (Fonction bornée)Définition 1.1 (Fonction bornée)

Une fonction f est dite bornée si et seulement s’il existe un nombre A ∈ R tel que :

∀x ∈ X, |f(x)| ≤ A

Application (Norme)Application (Norme)Application (Norme)Application (Norme)Application (Norme)Application (Norme)Application (Norme)Application (Norme)Application (Norme)Application (Norme)Application (Norme)Application (Norme)Application (Norme)Application (Norme)Application (Norme)Application (Norme)Application (Norme)

Une norme sur un espace E est une application | · | : E → R satisfaisant :

1. |x| ≥ 0 (positivité)

2. |x| = 0 ⇐⇒ x = 0 (séparation)

3. |λx| = |λ||x| (homogénéité)

4. |x+ y| ≤ |x| + |y| (inégalité triangulaire)

Définition 1.2 (Suite de Cauchy)Définition 1.2 (Suite de Cauchy)Définition 1.2 (Suite de Cauchy)Définition 1.2 (Suite de Cauchy)Définition 1.2 (Suite de Cauchy)Définition 1.2 (Suite de Cauchy)Définition 1.2 (Suite de Cauchy)Définition 1.2 (Suite de Cauchy)Définition 1.2 (Suite de Cauchy)Définition 1.2 (Suite de Cauchy)Définition 1.2 (Suite de Cauchy)Définition 1.2 (Suite de Cauchy)Définition 1.2 (Suite de Cauchy)Définition 1.2 (Suite de Cauchy)Définition 1.2 (Suite de Cauchy)Définition 1.2 (Suite de Cauchy)Définition 1.2 (Suite de Cauchy)

Une suite (xn)n∈N est une suite de Cauchy si

∀ε > 0,∃N ∈ N, ∀m,n ≥ N, |xm − xn| ≤ ε

Définition 1.3 (Application contractante)Définition 1.3 (Application contractante)Définition 1.3 (Application contractante)Définition 1.3 (Application contractante)Définition 1.3 (Application contractante)Définition 1.3 (Application contractante)Définition 1.3 (Application contractante)Définition 1.3 (Application contractante)Définition 1.3 (Application contractante)Définition 1.3 (Application contractante)Définition 1.3 (Application contractante)Définition 1.3 (Application contractante)Définition 1.3 (Application contractante)Définition 1.3 (Application contractante)Définition 1.3 (Application contractante)Définition 1.3 (Application contractante)Définition 1.3 (Application contractante)

Soit I = [a, b] un domaine fermé de R, et soit f : I → R une application telle que :

∃k ∈ [0, 1],∀x, y ∈ I, |f(x) − f(y)| ≤ k|x− y|

Il existe alors un unique d ∈ I tel que f(d) = d, et on a :

lim
n→∞xn = d

Hamdaoui Fatma - Nasri Haoraa Elbatoul ENSET 2025 13



Chapitre 1 : Définition et rappel

Définition 1.4 (Série Géométrique)Définition 1.4 (Série Géométrique)Définition 1.4 (Série Géométrique)Définition 1.4 (Série Géométrique)Définition 1.4 (Série Géométrique)Définition 1.4 (Série Géométrique)Définition 1.4 (Série Géométrique)Définition 1.4 (Série Géométrique)Définition 1.4 (Série Géométrique)Définition 1.4 (Série Géométrique)Définition 1.4 (Série Géométrique)Définition 1.4 (Série Géométrique)Définition 1.4 (Série Géométrique)Définition 1.4 (Série Géométrique)Définition 1.4 (Série Géométrique)Définition 1.4 (Série Géométrique)Définition 1.4 (Série Géométrique)

Sn =
n∑
k=0

qk = 1 − qn+1

1 − q
, si q 6= 1

La série converge si |q| < 1 avec :
∞∑
k=0

qk = 1
1 − q

Définition 1.5 (Espace de Banach)Définition 1.5 (Espace de Banach)Définition 1.5 (Espace de Banach)Définition 1.5 (Espace de Banach)Définition 1.5 (Espace de Banach)Définition 1.5 (Espace de Banach)Définition 1.5 (Espace de Banach)Définition 1.5 (Espace de Banach)Définition 1.5 (Espace de Banach)Définition 1.5 (Espace de Banach)Définition 1.5 (Espace de Banach)Définition 1.5 (Espace de Banach)Définition 1.5 (Espace de Banach)Définition 1.5 (Espace de Banach)Définition 1.5 (Espace de Banach)Définition 1.5 (Espace de Banach)Définition 1.5 (Espace de Banach)

Un espace de Banach est un espace normé dans lequel toute suite de Cauchy est

convergente.

Définition 1.6 (fonction convexe)Définition 1.6 (fonction convexe)Définition 1.6 (fonction convexe)Définition 1.6 (fonction convexe)Définition 1.6 (fonction convexe)Définition 1.6 (fonction convexe)Définition 1.6 (fonction convexe)Définition 1.6 (fonction convexe)Définition 1.6 (fonction convexe)Définition 1.6 (fonction convexe)Définition 1.6 (fonction convexe)Définition 1.6 (fonction convexe)Définition 1.6 (fonction convexe)Définition 1.6 (fonction convexe)Définition 1.6 (fonction convexe)Définition 1.6 (fonction convexe)Définition 1.6 (fonction convexe)

On dit que la fonction f est convexe lorsque :

∀(a, b) ∈ I2,∀λ ∈ [0, 1] , f((1 − λ)a+ λb) ⩽ (1 − λ)f(a) + λf(b)

Définition 1.7 (Espace mesurable)Définition 1.7 (Espace mesurable)Définition 1.7 (Espace mesurable)Définition 1.7 (Espace mesurable)Définition 1.7 (Espace mesurable)Définition 1.7 (Espace mesurable)Définition 1.7 (Espace mesurable)Définition 1.7 (Espace mesurable)Définition 1.7 (Espace mesurable)Définition 1.7 (Espace mesurable)Définition 1.7 (Espace mesurable)Définition 1.7 (Espace mesurable)Définition 1.7 (Espace mesurable)Définition 1.7 (Espace mesurable)Définition 1.7 (Espace mesurable)Définition 1.7 (Espace mesurable)Définition 1.7 (Espace mesurable)

Une famille M de sous-ensembles d’un ensemble X est appelée une σ-algébre (on dit

aussi une tribu) dans X si elle vérifie les propriétés suivantes :

(i) X ∈ M,

(ii) si A ∈ v alors Ac := X A ∈ M,

(iii) si A =
⋃∞
n=1An avec An ∈ M pour chaque n ∈ N alors A ∈ M

On dit alors que (X,M) est un espace mesurable, et les éléments de M sont appelés

les ensembles mesurables.

Etant donné un sous-ensemble quelconque F de P(X), il existe une plus petite σ-

algébre contenant F , on la note σ(F).
En effet, la famille de toutes les σ-algébres contenant F est non vide (elle contient

P(X)), et l’intersection d’une famille quelconque de �-algèbres est encore une σ-

algébre. Si (X,T ) est un espace topologique, on peut ainsi consid´erer la plus petite

�-algèbre, notée B(X), contenant tous les ensembles ouverts. On l’appelle la σ-algébre

de Borel et ses éléments sont les bor´eliens. En particulier, les ouverts et les fermés

sont Borel mesurables.

Hamdaoui Fatma - Nasri Haoraa Elbatoul ENSET 2025 14



Chapitre 1 : Définition et rappel

Définition 1.8 (Application contractante)Définition 1.8 (Application contractante)Définition 1.8 (Application contractante)Définition 1.8 (Application contractante)Définition 1.8 (Application contractante)Définition 1.8 (Application contractante)Définition 1.8 (Application contractante)Définition 1.8 (Application contractante)Définition 1.8 (Application contractante)Définition 1.8 (Application contractante)Définition 1.8 (Application contractante)Définition 1.8 (Application contractante)Définition 1.8 (Application contractante)Définition 1.8 (Application contractante)Définition 1.8 (Application contractante)Définition 1.8 (Application contractante)Définition 1.8 (Application contractante)

Soient (X; d) un espace métrique et f : X −→ X une application. On dit que f est

contractante s’il existe une constante 0 < k < 1 telle que

∀x, y ∈ X, d(f(x), f(y)) ⩽ kd(x, y)

Lemme de Gronwall

Soit φ : R → R une fonction continue et positive telle qu’il existe deux constantes

réelles positives A et B telles que :

U(t) ≤ A+B
∫ t
0
U(s) ds, ∀t.

Alors :

U(t) ≤ AeBt, ∀t ≥ 0.

Théorème 1.1 (Règle de Leibniz)

Soit k ∈ C([a, b] × [a, b]) et soient φ1, φ2 ∈ C1([a, b]) tels que

∂2k ∈ C([a, b] × Σ[a,b])

On définit la fonction suivante :

h(x) :=
∫ φ2(x)
φ1(x)

k(x, t) dt

Alors h(x) appartient à C1([a, b]) et sa dérivée est donnée par :

h′(x) = k(x, φ2(x))φ′
2(x) − k(x, φ1(x))φ′

1(x) +
∫ φ2(x)
φ1(x)

∂1k(x, t) dt

Hamdaoui Fatma - Nasri Haoraa Elbatoul ENSET 2025 15



Chapitre 1 : Définition et rappel

1.2 Les équations intégrales :

1.2.1 Définition des équations intégrales :

Définition 1.9Définition 1.9Définition 1.9Définition 1.9Définition 1.9Définition 1.9Définition 1.9Définition 1.9Définition 1.9Définition 1.9Définition 1.9Définition 1.9Définition 1.9Définition 1.9Définition 1.9Définition 1.9Définition 1.9

On appelle équation intégrale une équation fonctionnelle où la fonction inconnue figure

sous le singe d’intégrations
∫
.

En général u est l’inconnue de l’équation de la forme :
∫
E
k(x, t, u(t))dt = λu(x) + f(x) (1.1)

où x ⊆ E telle que E est un espace mesuré , f(x) une fonction mesurable donné sur

E, λ un scalaire donné qui peut être réel ou complexe et k une fonction mesurable sur

E3 appelée noyau de l’équation intégral .

Remarque 1.1

On peut classifier les équation intégrales comme suite :

i. On prend

— Si k(x, t, u(t)) = k(x, t)u(t), alors l’équation (1.1) devient linéaire.

— Si k(x, t, u(t)) = k(x, t)F (u(t)), alors l’équation intégrale (1.1) devient

non linéaire, avec F c’est une fonction non-linéaire.

ii. Le type le plus général d’une équation intégrale est :

h(x)u(x) = f(x) + λ
∫
E
k(x, t, u(t))dt. (1.2)

La fonction h(x) détermine le type de l’équation :

1. Si h(x) = 0, l’équation (1.2) s’écrit :

f(x) + λ
∫
E
k(x, t, u(t))dt = 0, (1.3)

et s’appelle équation intégrale de première espèce.
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2. Si h(x) = c (où c est une constante non nulle), l’équation (1.2) s’écrit :

cu(x) = f(x) + λ
∫
E
k(x, t, u(t))dt. (1.4)

et s’appelle équation intégrale de second espèce.

3. Si h(x) 6= 0, donc la formule (1.2) est appelée équation intégrale de

troisième espèce.

1.2.2 Classification des équation intégrales

La théorie des équations intégrales porte sur deux types principaux,les équations

intégrales non-linéaires et les équations intégrales linéaires .

Dans ce qui suit , on considère l’espace mesurable E = [a(x); b(x)]. L’équation (1.2)

devient :

h(x)u(x) = f(x) + λ
∫ a(x)
b(x)

k(x, t, u(t))dt, (1.5)

Nous allons examiner les deux cas suivantes :

1. a(x) = a, b(x) = b

telle que a et b sont des constantes, et l’équation (1.4) est appelée équation de

Fredholm.

2. a(x) = a, b(x) = x,

telle que x est une variable dans l’espace mesurable E, l’équation (1.4) est appelée

équation de Volterra.

Équations intégrales non-linéaires :
a- Équation intégrale de Volterra :

L’équation intégrale non linéaire de Volterra de première espèce prendre la forme

f(x) + λ
∫ x
a
k(x, t, u(t)) dt = 0. (1.6)

Une équation intégrale de Volterra de second espèce est de la forme :

c u(x) = f(x) + λ
∫ x
a
k(x, t, u(t)) dt. (1.7)
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où c = constante 6= 0,
et de troisième espèce, de la forme :

h(x)u(x) = f(x) + λ
∫ x
a
k(x, t, u(t)) dt. (1.8)

Remarque 1.2

1. Si f(x) = 0, donc l’équation est dite homogène.

2. Si f(x) 6= 0, donc l’équation est dite non homogène.

Exemple

On choisit comme exemple l’équation intégrale non linéaire de Volterra de seconde

espèce :

u(x) = ex + 1
3
x(1 − e3x) +

∫ x
0
xu3(t)dt

L’équation intégrale non linéaire de Volterra de première espèce :

∫ x
0
u2(t)dt = 1.

b- Équation intégrale de Fredholm :

L’équation intégrale non linéaire de Fredholm de première espèce prendre la forme :

f(x) + λ
∫ b
a
k(x, t, u(t)) dt = 0. (1.9)

Une équation intégrale de Fredholm de seconde espèce est de la forme :

c u(x) = f(x) + λ
∫ b
a
k(x, t, u(t)) dt. (1.10)

où c = constante 6= 0,
et de troisième espèce, sous la forme :

h(x)u(x) = f(x) + λ
∫ b
a
k(x, t, u(t)) dt. (1.11)
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Exemple

On peut prendre comme exemple l’équation intégrale non-linéaire de Fredholm de

seconde espèce :

u(x) = tan(x) − π

2
+
∫ 1
0

1
1 + u(t)2dt,

qui admet comme solution la fonction u(x) = tan(x).

c- Équation intégrale d’Abel :

On appelle équation intégrale d’Abel une équation de la forme

u(x) =
∫ x
−∞

(x− t)α−1g (u(t)) dt. (1.12)

où −∞ < x, 0 < α < 1 et g : [0,∞) → [0,∞) tel que g(0) = 0 et g(x) > 0
pour tout x > 0.

Équations intégrales linéaires :

a- Equation intégrale de Volterra :

On appelle équation intégrale linéaire de Volterra telle que l’un des deux bornes d’in-

tégration est variable, une équation de la forme

h(x)u(x) = f(x) + λ
∫ x
a
k(x, t)u(t)dt. (1.13)

1.On appelle équation intégrale de Volterra de première espèce, si h(x) = 0,
donc l’équation (1.13) s’écrit

f(x) + λ
∫ x
a
k(x, t)u(t)dt = 0. (1.14)

2.On appelle équation intégrale de Volterra de seconde espèce,si h(x) = c

(constante) 6= 0, donc l’équation (1.13) s’écrit

cu(x) = f(x) + λ
∫ x
a
k(x, t)u(t)dt. (1.15)
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3. Si h(x) 6= 0, donc la formule (1.13) est appelée équation intégrale de Volterra

de troisième espèce.

Exemple

On considère l’équation intégrale de Volterra de seconde espèce :

u(x) = ex sin x+ 2
∫ x
0

cos(x− t)u(t)dt,

qui admet une solution donnée par u(x) = xex.

De même pour l’équation intégrale de Volterra de première espèce :

x3 =
∫ x
0

(x− t)2u(t)dt,

qui admet une solution donnée par u(x) = 3.

Remarque 1.3

1. Si f(x) = 0, donc l’équation (1.13) est dite homogène.

2. Si f(x) 6= 0, donc l’équation (1.13) est dite non homogène.

Exemple

Equations intégrales linéaires non homogènes de Volterra de la seconde et première

espèce

u(x) = x2+sin x+1+λ
∫ x
0

(x2−t)u(t)dt ; 0 = x2+1+λ
∫ x
0

(x2−t)u(t)dt

Equation intégrales linéaires homogènes de Volterra de la seconde et première espèce

u(x) = λ
∫ x
0

(x2 − t)u(t)dt ; 0 = λ
∫ x
0

(x2 − t)u(t)dt

Remarque 1.4

L’équation intégrale de Volterra est un cas particulier de l’équation intégrale de

Fredholm, il suffit de prendre le noyau k vérifie la condition
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k(x, t) = 0, pour x < t.

b- Équation intégrale de Fredholm :

On appelle équation intégrale linéaire de Fredholm tel que les deux bornes d’intégration

sont constantes une équation, à une inconnue u(x) de la forme :

h(x)u(x) = f(x) + λ
∫ b
a
k(x, t)u(t) dt, (1.16)

où f(x), k(x, t) sont des fonctions connues et λ est un paramètre non nul, réel ou

complexe.

La fonction h(x) détermine le type de l’équation intégrale.

— Si h(x) = 0, l’équation (1.16) s’écrit :

f(x) + λ
∫ b
a
k(x, t)φ(t) dt = 0. (1.17)

et s’appelle équation intégrale de Fredholm de première espèce.

— Si h(x) = c = constante 6= 0, l’équation (1.16) s’écrit :

cu(x) = f(x) + λ
∫ b
a
k(x, t)u(t) dt. (1.18)

et s’appelle équation intégrale de Fredholm de second espèce.

— Si h(x) 6= 0, donc la formule (1.16) est appelée équation intégrale de Fred-

holm de troisième espèce.

Exemple

Les équations suivantes représentent des équations intégrales de Fredholm :

u(x) = ex − x−
∫ 1
0
x(ext − 1)φ(t)dt,

cette équation est de seconde espèce et admet une solution u(x) = 1.

x+ 1 − π

2
=
∫ π

2
0

(x− t)u(t)dt.
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cette équation est de première espèce.

Remarque 1.5

1. Si f(x) = 0, l’équation (1.16) est dite homogène.

2. Si f(x) 6= 0, l’équation (1.16) est dite non homogène.

Exemple

Équations intégrales linéaires non homogènes de Fredholm de la seconde et première

espèce
u(x) = x2 + sin x+ 1 + λ

∫ 1
−1

(x2 − t)u(t)dt

0 = x2 + 1 + λ
∫ 1
−1

(x2 − t)u(t)dt

Équations intégrales linéaires homogènes de Fredholm de la seconde et première

espèce
u(x) = λ

∫ 1
−1

(x2 − t)u(t)dt

0 = λ
∫ 1
−1

(x2 − t)u(t)dt

c-Équation intégrale d’Abel :

On appelle équation intégrale linéaire d’Abel une équation de la forme

∫ x
a

u(t)
(x− t)α

dt = f(x).

où α est une constante, 0 < α < 1.
d- Équations intégro-différentielles linéaires de Volterra :

L’équation intégro-différentielle linéaire de Volterra apparaît dans la forme :

u(n)(x) = f(x) + λ
∫ x
0
k(x, t)u(t)dt, (1.19)

où u(n)(x) indique la n-ième dérivée de u(x).
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Exemple

Les exemples suivants pour les équations intégro-différentielles de Volterra :


u′(x) = −1 + 1

2
x2 − xex −

∫ x
0
tu(t)dt,

u(0) = 0.
(1.20)

et


u′′(x) + u′(x) = 1 − x(sin x+ cosx) −

∫ x
0
tu(t)dt,

u(0) = −1, u′(x) = 1.
(1.21)

e- Équations intégro-différentielles linéaire de Fredholm :

L’équation intégro-différentielle linéaire de Fredholm apparaît sous la forme :

u(n)(x) = f(x) + λ
∫ b
a
k(x, t)u(t)dt.

où u(n)(x) indique la n-ième dérivée de u(x).

Exemple

Voici deux exemples des équations intégro-différentielles de Fredholm :


u′(x) = 1 − 1

3
x+

∫ 1
0
xu(t)dt,

u(0) = 0.
et


u′′(x) + φ′(x) = x− sin x−

∫ π
2

0
xtu(t)dt,

u(0) = 0, u′(0) = 1.

Équations intégrales singulières :

Les équations intégrales de Volterra du première espèce et seconde espèce respective-

ment :
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f(x) = λ
∫ g(x)
h(x)

k(x, t)u(t)dt.

et

u(x) = f(x) + λ
∫ g(x)
h(x)

k(x, t)u(t)dt.

sont dites singulières si l’une des limites d’intégration g(x), h(x) ou les deux sont infinis.

De plus, les deux équations précédentes sont dites singulières si le noyau k(x, t) est non

borné en un ou plusieurs points de l’intervalle d’intégration.

f(x) = λ
∫ x
0

1
(x− t)a

u(t)dt, 0 < a < 1

où de seconde espèce

u(x) = f(x) + λ
∫ x
0

1
(x− t)a

u(t)dt, 0 < a < 1

Exemple

Voici un exemple d’une équation intégrale singulière d’Abel où l’on a la valeur a =
1
3

:

u(x) = 1 +
√
x+

∫ x
0

1

(x− t)
1
3
u(t)dt.

Les types de noyaux :

La fonction k(x, t) est appelée noyau de l’équation intégrale. On peut distinguer les

types de noyaux suivants :

Noyau de cauchy :

On définit un noyau de Cauchy sous la forme suivante :

k(x, t) = H(x, t)
(x− t)m

où la fonction H(x, t) est continue et non nulle

L’équation contenant ce noyau est :

— Faiblement singulière si : m = 1.
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— Fortement singulière si : m = 2.
— Très fortement singulière si : m > 2.

Noyau séparable ou dégénéré :

Un noyau k(x, t) est dit séparable ou dégénéré s’il peut être exprimé comme la somme

d’un nombre fini de termes, dont chacun est le produit d’une fonction de x uniquement

et d’une fonction de t uniquement, c’est-à-dire

k(x, t) =
n∑
i=0

gi(x)hi(t).

Noyau non dégénéré : Un noyau k(x, t) est dit non dégénéré s’il ne peut être séparé en

fonction de x et en fonction de t. Par exemple ext,
√
x+ t sont les noyaux non dégénérés.

Noyau symétrique : Un noyau k(x, t) est symétrique (ou complexe symétrique) si

k(x, t) = k(t, x)

où la barre désigne le complexe conjugué. Un noyau réel k(x, t) est symétrique si

k(x, t) = k(t, x).

1.3 Intégration Numérique

1.3.1 Intégration par produit

Les règles d’intégration numérique standard, telles que les méthodes du trapèze et de

Simpson, sont construites en supposant que l’intégrant est au moins bornée. Lorsque ce

n’est pas le cas, ces méthodes peuvent ne pas fonctionner. Même si l’intégrant est continue,

une grande précision est perdue si des dérivés plus élevés n’existent pas.

Des méthodes spéciales sont nécessaires pour traiter efficacement ces cas. L’un des

outils le plus efficace pour traiter les intégrants qui se comportent mal est l’intégration

par produit, et pour simplifier cette idée, nous supposons que l’intégrale qu’on cherche à

approximer est sous la forme :

I =
∫ t
a
p(t)φ(t)dt
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où, φ(t) est supposée être régulière (continue), ainsi, quelles que soient les singu-

larités ou un mauvais comportement de l’intégrant, elles sont incluses dans p(t). Nous
approchons alors φ(t) par une fonction φ̂(t) telle qu’on peut calculer l’intégrale

Î =
∫ t
a
p(t)φ̂(t)dt

Dans notre travail, on approche φ(t) par l’interpolation polynômiale par morceaux,

puis nous devons être capables d’évaluer explicitement des intégrales de la forme :

I =
∫ t
a
tp(t)dt

Où l’erreur produit et leur ordre de convergence sont lié par la relation :

|I − Î| ≤ max
a≤t≤b

|φ(t) − φ̂(t)|
∫ t
a
p(s)ds

1.3.2 l’interpolation polynômiale par morceaux

Soit
{
tj
}n
j=1 une subdivision de l’intervalle [a, b]. Nous définissons la suite des fonc-

tions
{
ej
}n
j=1 par

ej(t) =



t− tj−1
tj − tj−1

, t ∈
[
tj−1, tj

]
,

tj+1 − t

tj+1 − tj
, t ∈

[
tj , tj+1

]
,

0 ,ailleurs.

2 ≤ j ≤ n− 1,

e1(t) =


t2 − t

t2 − t1
, t ∈ [t1, t2] ,

0 ,ailleurs.

en(t) =


t− tn−1
tn − tn−1

, t ∈ [tn−1, tn] ,

0 ,ailleurs.

Ce qui s’appelle les fonctions chapeaux.

L’interpolation polynômiale par morceaux d’ordre 1 d’une fonction f ∈C(a, b) est donné
par
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∀t ∈ [a, b], Pn,1[f ](t) =
n∑
j=1

f
(
tj
)
ej(t)

Pour h > 0, la fonction suivante

w0(h, f) = max
|s−t|≤h

|f(s) − f(t)|

est appelée le module de continuité de f . Donc, si h tend vers 0 alors w0(h, f) tend

vers 0 , puisque f est continue.

Théorème 1.2

On appelle inégalité d’erreur d’interpolation linéaire l’expression suivante :

sup
t∈[a,b]

∣∣∣f(t) − Pn,1[f ](t)
∣∣∣ ≤ w0 (hn, f) .

Où,

hn = max
1≤j≤n−1

(
tj+1 − tj

)

Démonstration

Nous avons, pour tout t ∈
[
tj , tj+1

]
,

Pn,1[f ](t) = f
(
tj
) (

1 − αj(t)
)

+ f
(
tj+1

)
αj(t),

où,

αj(t) =
t− tj

tj+1 − tj
∈ [0, 1]

Ceci montre que pour tout t ∈
[
tj , tj+1

]
,

Pn,1[f ](t) − f(t) =
(
f
(
tj
)

− f(t)
) (

1 − αj(t)
)

+
(
f
(
tj+1

)
− f(t)

)
αj(t),

ce qui donne,

sup
t∈[a,b]

∣∣∣f(t) − Pn,1[f ](t)
∣∣∣ ≤ w0 (hn, f)
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1.3.3 Méthode de Newton-Côtes

Soient a < b deux rèels et f : [a, b] → R une fonction continue. Dans cette section,

nous allons rappelé les méthodes de Newton-Côtes pour l’approximation numérique de

l’intégrale suivante
∫ b
a
f(t)dt.

Pour N ∈ N∗, nous définissons la subdivision suivante : tj = a + jh, 0 ≤ j ≤ N et

h = b− a

N
. Les formules d’intégrations numériques sont

∫ b
a
f(t)dt ' h

N∑
j=0

wjf
(
tj
)

où, les wj sont des quantités positives appelés poids, tel max
0≤j≤N

∣∣∣wj ∣∣∣ ≤ W fixés

pour tout N ∈ N∗.

Définition 1.10Définition 1.10Définition 1.10Définition 1.10Définition 1.10Définition 1.10Définition 1.10Définition 1.10Définition 1.10Définition 1.10Définition 1.10Définition 1.10Définition 1.10Définition 1.10Définition 1.10Définition 1.10Définition 1.10

La méthode des trapèzes est la méthode de quadrature qui a pour poids la suite sui-

vante : 
w0 = wN = 1

2
wj = 1, 1 ≤ j ≤ N − 1

Ce qui donne

I =
∫ b
a
f(t)dt ' TN = h

2
f (t0) + h

N−1∑
j=1

f
(
tj
)

+ h

2
f (tN )

Cette méthode est celle que nous allons utiliser dans nos calculs numériques, si l’intégrant

est bornée. Nous l’avons choisi puisqu’elle assure la convergence du calcul sous la condi-

tion de continuité uniquement. Contrairement à d’autres méthodes, telle que Simpson,

qui exige plus de régularité.

Théorème 1.3

Si f ∈ C(a, b), alors
lim

N→∞
|I − TN (f)| = 0
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Démonstration

Un simple calcul nous montre que ∀N ≥ 1,

TN (f) =
∫ b
a
PN,1(f)(t)dt

Où PN,1 est l’interpolation par morceaux d’ordre 1 de la fonction f correspondant

à la subdivision
{
tj
}N
j=0.

Donc, en utilisant la théorème précédente nous obtenons

|I − TN (f)| =
∣∣∣∣∣
∫ b
a

(
f(t) − PN,1(f)(t)

)
dt

∣∣∣∣∣
≤ (b− a)w0(f, h)

Et comme ”h” tend vers 0 lorsque N tend vers +∞, le résultat est démontré.

Cette méthode est la meilleur méthode d’intégration, puisqu’elle exige le moins de

régularité possible pour qu’il y est convergence. Mais, nous pouvons facilement démontrer

que si f ∈ C2(a, b), il existe c > 0 telle que

|I − TN (f)| ≤ ch2

1.3.4 Lemmes de majoration

Nous allons présenter deux lemmes de Gronwall

Lemme 1

Soit {ξn}n∈N vérifiant

|ξn| ≤ A
n−1∑
i=0

|ξi| +Bn, n ∈ N

où,

A > 0, |Bn| ≤ B

Alors,

|ξn| ≤ (1 + A)n−1 (B + A |ξ0|) , n ≥ 1
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Lemme 2

Supposons que

|εn| ≤
n−1∑
j=0

∣∣∣αnj ∣∣∣ ∣∣∣εj ∣∣∣ +B, n = r, r + 1, . . .

où, B > 0, et
r−1∑
j=0

∣∣∣εj ∣∣∣ ≤ η

NSi
n−1∑
j=0

∣∣∣αnj ∣∣∣ ≤ α < 1, n = r, r + 1, . . . ,

alors,

|εn| ≤ B + η

1 − α
, n = 0, 1, . . . .

N S’il existe des entiers 0 = J0 < J1 < . . . < Jm < Jm+1,

avec 0 ≤ r < J1 et Jm ≤ n < Jm+1, tel que, pour v = 0, 1, . . .m, et

n = r, r + 1, . . .,
min(n,jv+1−1)∑

j=jv

∣∣∣αnj ∣∣∣ ≤ α < 1

alors,

|εn| ≤ B + η

(1 − α)2

( 1
1 − α

)m

1.3.5 Méthode de Nyström

Soit {un}n∈N une suite de formule de quadrature convergente pour l’intégral
∫
G
f(x)dx

et l’approximation de l’opérateur intégral

Au(t) =
∫
G
k(t, s)u(s)ds, t ∈ G

de noyau k continu, par une suite d’opérateurs linéaires discrets

Anu(t) =
n∑
j=1

αjk
(
t, tj

)
u
(
tj
)
, t ∈ G

alors la solution de l’équation intégrale de deuxième espèce

u(t) − Au(t) = f(t) (1.22)
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est approchée par la solution de l’équation

un(t) − Anun(t) = f(t) (1.23)

Ce qui nous amène à résoudre un système linéaire dans un espace de dimension finie.

Méthode approchée

Soit un la solution de l’équation

un(t) −
n∑
j=1

αj,nk
(
t, tj,n

)
un

(
tj
)

= f(t), t ∈ G (1.24)

on pose ui,n = un (ti) , i = 1 . . . n. Si les points de quadrature αj,n vérifient le système

linéaire

ui,n −
n∑
j=1

αj,nk
(
ti,n, tj,n

)
ui,n = f

(
ti,n

)
, i = 1 . . . n (1.25)

alors un définie par

un(t) = f(t) +
n∑
j=1

αj,nk
(
t, tj,n

)
uj,n

(
tj
)
, t ∈ G (1.26)

résout l’équation (4.4).

Remarque 1.6

Si le noyau est symétrique i.e k(t, s) = k(s, t) la matrice

(
αj,nk

(
ti,n, tj,n

))
n≥1

est généralement non symétrique.

Théorème 1.4

Pour toute solution de l’équation intégrale de deuxième espèce d’un noyau continu

et la fonction f continue, la forme de quadrature de méthode de Nyström conver-

gente est uniformément convergente
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Chapitre 2 : Équation non linéaire de Volterra de deuxième espèce

Une équation non linéaire de Volterra de deuxième espèce s’écrit sous la forme :

u(t) =
∫ t
a
k(t, s, u(s))ds+ f(t), ∀t ∈ [a, b]. (2.1)

où u l’inconnue à déterminer dans le même espace de f supposée appartenir à C0(a, b).
La fonction k est définie par :

k : [a, b]2 × R → R,

(t, s, u) 7→ k(t, s, u),

vérifiant l’hypothèse (H1) suivante :

(H1)



f(t) ∈ C(a, b),

k ∈ C([a, b]2 × R),

∀t, s ∈ [a, b],∀u, ū ∈ R, |k(t, s, u) − k(t, s, ū)| ≤ A|u− ū|.

(2.2)

2.1 Étude analytique

Pour démontrer l’existence et l’unicité de la solution de l’équation (2.1), nous construi-

sons deux suites successives, {un(t)}n∈N et {φn(t)}n∈N , définies comme suit :

un(t) = f(t) +

∫ t
a
k(t, s, un−1(s))ds, ∀n ∈ N∗,

u0(t) = f(t).
(2.3)

Ainsi, nous définissons également :
φn(t) = un(t) − un−1(t), ∀n ∈ N∗

φ0(t) = f(t).
(2.4)

Ce qui donne :
n∑
i=0

φi(t) = un(t). (2.5)
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En effet,
n∑
i=0

φi(t) = φ0(t) +
n∑
i=1

φi(t)

= φ0(t) +
n∑
i=1

(un(t) − un−1(t))

= φ0(t) + u1(t) − u0(t) + u2(t) − u1(t) + · · · + un(t)

= φ0(t) − u0(t) + un(t)

On a : φ0(t) = f(t) = u0(t).

Alors :
n∑
i=0

φi(t) = f(t) − f(t) + un(t)

n∑
i=0

φi(t) = un(t)

Existence de la solution :

Théorème 2.1

Si les fonctions f et k satisfont les conditions de l’hypothèse (H1), alors l’équation
(2.1) admet une unique solution u.

Démonstration

Nous allons prouver que la série de terme général φn converge normalement. Soit

F > 0 telle que :

max
a≤t≤b

|f(t)| ≤ F.

On a :

|φn(t)| = |un(t) − un−1(t)|, ∀n ∈ N∗

=
∣∣∣∣∣∣f(t) +

∫ t
a
k(t, s, un−1(s))ds− f(t) −

∫ t
a
k(t, s, un−2(s))ds

∣∣∣∣∣∣
=
∣∣∣∣∣∣
∫ t
a
k(t, s, un−1(s))ds−

∫ t
a
k(t, s, un−2(s))ds

∣∣∣∣∣∣
=
∫ t
a

∣∣∣∣∣∣k(t, s, un−1(s)) − k(t, s, un−2(s))
∣∣∣∣∣∣ds
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Puisque k est lipschitzienne :

|φn(t)| ≤ A
∫ t
a

|φn−1(s)|ds


|φ1(t)| ≤ A
∫ t
a

|φ0(s)|ds ≤ A
∫ t
a
Fds ≤ AF (t− a)

|φ2(t)| ≤ A
∫ t
a

|φ1(s)|ds ≤ A
∫ t
a
AF (s− a)ds ≤ A2F

(t− a)2

2
|φ3(t)| ≤ A

∫ t
a

|φ2(s)|ds ≤ A
∫ t
a
A2F

(s− a)2

2
ds ≤ A3F (t− a)3

3!
...

|φn(t)| ≤ An
F (t− a)n

n!
Prouvons que φn converge normalement par récurrence :

∀n ∈ N, |φn(t)| ≤ An
F (t− a)n

n!

pour n = 0 :

|φ0(t)| = |f(t)| < F ;

Supposons que :

|φn(t)| ≤ An
F (t− a)n

n!
alors :

|φn+1(t)| = |un+1(t) − un(t)| , ∀n ∈ N

=
∣∣∣∣∣f(t) +

∫ t
a
k(t, s, un(s)) ds− f(t) −

∫ t
a
k(t, s, un−1(s)) ds

∣∣∣∣∣
=
∣∣∣∣∣
∫ t
a
k(t, s, un(s)) ds−

∫ t
a
k(t, s, un−1(s)) ds

∣∣∣∣∣
=
∫ t
a

|k(t, s, un(s)) − k(t, s, un−1(s))| ds

puisque k est lipschitzienne :

|φn+1(t)| ≤ A
∫ t
a

|φn(s)| ds.
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

|φ1(t)| ≤ AF (t− a)

|φ2(t)| ≤ A2F (t− a)2

2
|φ3(t)| ≤ A3F (t− a)3

3!...

|φn(t)| ≤ An
F (t− a)n

n!
|φn+1(t)| ≤ A

∫ t
a

|φn(s)|ds

≤ A
∫ t
a
An

F (s− a)n

n!
ds

≤ An+1F
n!

∫ t
a

(s− a)nds

≤ An+1F
n!

(t− a)n+1

(n+ 1)

≤ An+1F (t− a)n+1

(n+ 1)!
Nous avons alors :

max
a<t<b

|φn(t)| ≤ An
F (b− a)n

n!
Mais, ∑

n≥0
An

F (b− a)n

n!
= F exp(A(b− a)),

ce qui entraîne que
∑
n≥0

max
a<t<b

|φn(t)| est convergente.

Par conséquent,
∞∑
n=0

φn est normalement convergente. Donc, il existe u ∈ C(a, b)

tel que, 

u(t) =
∞∑
i=0

φi = lim
n→∞un(t)

Pour prouver que u(t) vérifie l’équation d’origine,  posons, 

u(t) = un(t) + ∆n(t),

donc,

un(t) = u(t) − ∆n(t)

u(t) − ∆n(t) = f(t) +
∫ t
a
k(t, s, un−1(s))ds
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On a, un−1(t) = u(t) − ∆n−1(t),
donc,

u(t) − ∆n(t) = f(t) +
∫ t
a
k(t, s, u(s)) − ∆n−1(s))ds

on a, u(t) = f(t) +
∫ t
a
k(t, s, u(s))ds

alors,

u(t) − f(t) −
∫ t
a
k(t, s, u(s))ds = ∆n(t) +

∫ t
a
k(t, s, u(s)) − ∆n−1(s))ds

−
∫ t
a
k(t, s, u(s))ds

|u(t) − f(t) −
∫ t

a
k(t, s, u(s))ds| = |∆n(t) +

∫ t

a
k(t, s, u(s) − ∆n−1(s))ds

−
∫ t

a
k(t, s, u(s))ds|

≤ |∆n(t)| +
∫ t

a
|(k(t, s, u(s)) − ∆n−1(s)) − k(t, s, u(s))|ds

puisque k est liptschezienne

≤ |∆n(t)| + A
∫ t
a

|u(s) − ∆n−1(s) − u(s)|ds

≤ |∆n| + At ‖∆n‖

tel que ‖∆n−1‖ = max
a≤s≤t≤b

|∆n−1(s)|

Mais,

lim
n→+∞

|∆n(t)| = 0,

ce qui donne :

∀ε > 0, ∀t ∈ [a, b], |u(t) − f(t) −
∫ t
a
k(t, s, u(s))ds| < ε

Donc f(t) vérifie :

∀t ∈ [a, b], u(t) = f(t) +
∫ t
a
k(t, s, u(s)) ds,

elle est donc une solution de l’équation (2.1).
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Unicité de la solution :

Pour démontrer l’unicité, nous supposons qu’il existe deux solutions continues u1
et u2, ∀t ∈ [a, b] :


u1(t) = f(t) +

∫ t
0
k(t, s, u1(s))ds

u2(t) = f(t) +
∫ t
0
k(t, s, u2(s))ds

Alors,

u1(t) − u2(t) = f(t) +
∫ t
0
k(t, s, u1(s))ds− f(t) −

∫ t
0
k(t, s, u2(s))ds

=
∫ t
0

(k(t, s, u1(s)) − k(t, s, u2(s))) ds

|u1(t) − u2(t)| =
∫ t
0

|k(t, s, u1(s)) − k(t, s, u2(s))|ds

Puisque k est Lipschitzienne, on obtient :

|u1(t) − u2(t)| ≤ L
∫ t
0

|u1(s) − u2(s)|ds

D’autre part, ∀t ∈ [a, b],
|u1(t) − u2(t)| ≤ B

On définit :

f(t) = |u1(t) − u2(t)|

Alors,

∀t ∈ [a, b], |f(t)| ≤ B

Donc,

f(t) ≤
∫ t
0
f(s) ds

f(s) ≤ L
∫ s
0
f(s1) ds1

Par itération de l’opération n fois :

f(t) ≤ BLn
∫ t
0

∫ s
0

∫ s1
0

· · ·
∫ sn−1
0

f(sn) dsn . . . ds2 ds
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On a : ∫ t
0

∫ s
0

∫ s1
0

· · ·
∫ sn−1
0

f(sn) dsn . . . ds2 ds = tn

n!
Alors :

f(t) ≤ B
Lntn

n!
Nous faisons tendre n vers l’infini, pour conclure que

u1(t) = u2(t)

2.2 Équation de Volterra intégro-différentielle non li-

néaire

2.2.1 Étude analytique

Dans cette section, nous réalisons une étude analytique et numérique de l’équation

intégro-différentielle non linéaire de Volterra sous la forme suivante :

u(t) =
∫ t
a
k(t, s, u(s), u′(s)) ds+ f(t), ∀t ∈ [a, b] (2.6)

où f ∈ C1([a, b]) et u est l’inconnue à déterminer dans le même espace. La fonction k

doit satisfaire aux hypothèses suivantes :

(H2)



k ∈ C([0, T ]2 × R),

∃M ∈ R, ∀t, s ∈ [0, T ], ∀x ∈ R, max
(

|k(t, s, x, y)|,
∣∣∣∣∂k

∂t
(t, s, x, y)

∣∣∣∣) ≤ M,

∃a, b, ā, b̄ ∈ R, ∀x, y, x̄, ȳ ∈ R, ∀t, s ∈ [0, T ],

|k(t, s, x, y) − k(t, s, x̄, ȳ)| ≤ a|x − x̄| + b|y − ȳ|,∣∣∣∣∂k

∂t
(t, s, x, y) − ∂k

∂t
(t, s, x̄, ȳ)

∣∣∣∣ ≤ ā|x − x̄| + b̄|y − ȳ|, b < 1.

La dérivé de cette fonction est définis par la formule suivante :

u′ = k(t, t, u, u′) +
∫ t
a

∂k

∂t
(t, s, u(s), u′(s))ds+ f ′(t) (2.7)
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Proposition 2.1Proposition 2.1Proposition 2.1Proposition 2.1Proposition 2.1Proposition 2.1Proposition 2.1Proposition 2.1Proposition 2.1Proposition 2.1Proposition 2.1Proposition 2.1Proposition 2.1Proposition 2.1Proposition 2.1Proposition 2.1Proposition 2.1

Soit f ∈ C1([a, b]). La fonctionnelle ϕ(t) =
∫ t
a
k(t, s, ·, ·)ds + f(t) est définie sur

C1([a, b]).

Démonstration

Pour tout u ∈ C1([a, b]), on définit la fonction ū comme suit :

ū(t) =
∫ t
a
k(t, s, u(s), u′(s))ds+ f(t)

On montre que ū est continue. En appliquant (2.1), on obtient :

ū′(t) = k(t, t, u(t), u′(t)) +
∫ b
a

∂k

∂t
(t, s, u(s), u′(s))ds+ f ′(t)

Ce qui donne le résultat.

Existence de la solution

Nous prouvons qu’il existe une solution à l’équation, mais dans un intervalle réduit.

Théorème 2.2

Il existe r tel que l’équation (2.6), réduite à [a, a + r], admet une solution

u ∈ C1(a, a+ r).

Démonstration

Nous montrons que la fonctionnelle Φ qui est dèfinie deC1(a, a+r) dans lui-même.

Pour β > 0 et 0 < r <
β

M
, on définit l’ensemble suivant :

F = {u ∈ C1(a, b)|u(a) = β, ∀t ∈ [a, a + r], |u(t) − f(t)| ≤ β, |u′(t) − Φ′(t)| ≤ (H + β)}

Pour démontrer que la fonctionnelle Φ admet une solution, on utilise le théorème
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de Schauder et pour cela, il faut :

1. Montrer que F est fermé et convexe.

2. Si u ∈ F , montrer que Φ(u) ∈ F .

On a :

|Φ(u)(t) − f(t)| =
∣∣∣∣∣
∫ t
a
k(t, s, u(s), u′(s))ds

∣∣∣∣∣
on pose : ∣∣∣k(t, s, u(s), u′(s))

∣∣∣ ≤ M

on obtient : ∫ t
a

|k(t, s, u(s), u′(s))|ds ≤
∫ t
a
Mds

Comme t ∈ [a, a+ r] : ∫ t
a
Mds = M(t− a)

et puisque t− a < r, nous obtenons :

M(t− a) < Mr

Donc : |Φ(u)(t) − f(t)| ≤ Mr < β De la même façon :

|Φ′(u)(t) − f(t)| =
∣∣∣∣∣k(t, t, u(t), u′(t)) +

∫ t
a

∂k

∂t
(t, s, u(s), u′(s))ds

∣∣∣∣∣
≤ M +Mr

≤ M + β

Donc, Φ(F ) ⊆ F

3. Montrons que Φ est relativement compact,

On a :

Φ(u)(t) − Φ(v)(t) =
∫ t
a

Φ′(u)(s) − Φ′(v)(s)ds.

|Φ′(u)(t) − Φ′(v)(t)| =
∣∣∣∣∣
∫ t
a
k(t, u(s), u′(s)) − k(t, v(s), v′(s))ds

∣∣∣∣∣
Puisque k est lipschitzien,

|Φ′(u)(t) − Φ′(v)(t)| ≤
∫ t
a
M |u(s) − v(s)| + β|u′(s) − v′(s)|ds

≤ (M + β)|u− v|
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Comme :

Φ(u) ∈ C1(a, a+ r)

Nous pouvons utiliser le théorème des valeurs intermédiaires, Il existe ξ ∈ [a, t] :

Φ(u)(t) − Φ(v)(t) = (Φ′(u)(ξ) − Φ′(v)(ξ))(t− a)

|Φ(u)(t) − Φ(v)(t)| ≤ (M + β)|u− v||t− a|

puisque Φ est lipschitzienne :

|Φ(u)(t) − Φ(v)(t)| ≤ (M + β + max
s∈[a,b]

|f ′(s)|)|u− v|

Donc, nous obtenons que Φ admet un point fixe dans C2(a, b), ce qui signifie que

l’équation admet une solution dans C1(a, b).
Prolongement de la solution

Dans cette section, nous nous intéressons à l’extension d’une solution d’une équation

différentielle sur un intervalle plus large.

Théorème 2.3

Soit u ∈ C[a, b] si l’équation admet une solution u définie sur un sous-intervalle

et continue sur l’intervalle [a, b]

Démonstration

Supposons que ū est la solution réduite dans l’intervalle [a, a+r], alors elle satisfait
l’équation intégrale suivante :

u(t) = f(t)+
∫ a+r
a

k(t, s, ū(s), ū′(s))ds+
∫ t
a+r

k(t, s, u(s), u′(s))ds, ∀t ∈ [a+r, b]

Pour simplifier l’écriture, nous définissons une nouvelle fonction g(t) par :

g(t) = f(t) +
∫ a+r
a

k(t, s, ū(s), ū′(s))ds

Cette fonction vérifier toutes les informations déjà connues sur l’intervalle [a, a+r].
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Grâce à cette reformulation, nous pouvons exprimer u(t) sur [a+r, b] comme suit :

u(t) = g(t) +
∫ t
a+r

k(t, s, u(s), u′(s))ds, t ∈ [a+ r, b]

En appliquant le théorème précédent, nous affirmons qu’il existe une solution ¯̄u(t)
de cette équation dans l’intervalle réduite [a+ r, a+ 2r].
On définit alors la solution de manière récurrente :

u(t) =


ū(t), si t ∈ [a, a+ r]
¯̄u(t), si t ∈ [a+ r, a+ 2r]

u(t) est une fonction appartenant à C1[a, a+2r] et par construction, elle constitue
une solution de l’équation originale sur l’intervalle [a, a+ 2r].
On répète cette procédure par récurrence jusqu’à obtenir une solution sur l’ensemble

de l’intervalle souhaité.

Unicité de la solution :

Par le raisonnement précédent, les conditions (H3) seules ne garantissent pas l’exis-

tence d’une solution. Par conséquent, nous ajoutons les hypothèses suivantes, on montre

l’unicité de la solution

(H3)



∃a, b ∈ R, ∀x, y, x′, y′ ∈ R, ∀t, s ∈ [0, T ],
|k(t, s, x, y) − k(t, s, x′, y′)| ≤ a|x− x′| + b|y − y′|,∣∣∣∣∣∂k∂t (t, s, x, y) − ∂k

∂t
(t, s, x′, y′)

∣∣∣∣∣ ≤ a|x− x′| + b|y − y′|,

b < 1.

Théorème 2.4

L’équation (2.6) admet une unique solution.
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Démonstration

Soient u et v deux solutions de l’équation appartenant à C1[a, b]. Pour comparer

ces solutions, on définit :

Z(t) = |u(t) − v(t)| + |u′(t) − v′(t)|

On a : ∣∣∣u′(t) − v′(t)
∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
∫ b
a

[
f(s, u(s), u′(s)) − f(s, v(s), v′(s))

]
ds

∣∣∣∣∣
≤
∫ b
a

∣∣∣f(s, u(s), u′(s)) − f(s, v(s), v′(s))
∣∣∣ ds

Comme f est lipschitzien :∣∣∣u′(t) − v′(t)
∣∣∣ ≤ c̄|u(t) − v(t)| + d̄|u′(t) − v′(t)|

Déplaçant |u′(t) − v′(t)| de l’autre côté de l’équation :

(1 − d̄)|u′(t) − v′(t)| ≤ c̄|u(t) − v(t)|

Comme d̄ < 1, alors 1 − d̄ > 0.

|u′(t) − v′(t)| ≤
(

c̄

1 − d̄

)
|v(t) − u(t)|

et on a :

|v′(t) − u′(t)| ≤ max(d, c)
∫ t
a
z(s)ds

alors,

Z(t) ≤
[

c̄

1 − d̄
+ 1

]
· max(d, c)

∫ t
a
Z(s)ds

pour

p =
[

c̄

1 − d̄
+ 1

]
· max(d, c),

avec p positive.

Donc,

Z(t) ≤ p
∫ t
a
Z(s)ds.

Si on applique lemme de Gronwall, nous obtenons

v(t) = u(t)

ainsi l’équation (2.6) admet une unique solution.

Hamdaoui Fatma - Nasri Haoraa Elbatoul ENSET 2025 44



3
Chapitre

Équation de Volterra Intégrale
Faiblement Singulière non

Linéaire

45



Chapitre 3 : Équation Intégrale Non Linéaire Faiblement Singulière

Dans ce chapitre, nous examinons un autre type d’équations intégrales de Volterra

, dont le noyau présente une singularité faible , mais sans faire intervenir la dérivée de

l’inconnu, l’équation prend la forme suivante :

u(t) =
∫ t
a
p(t− s)k(t, s, u(s)) ds+ f(t), t ∈ [a, b] (3.1)

où u c’est l’inconnu appartient à C(a, b) et k est une fonction définie par :

k : [a, b]2 × R → R

(t, s, u) 7→ k(t, s, u),

satisfaisant les hypothèses suivantes :

(H4)


(1) k ∈ C([a, b]2 × R),

(2) ∃A > 0, ∀t, s ∈ [a, b], ∀X,Y ∈ R, |k(t, s,X) − k(t, s, Y )| ≤ A|X − Y |.

La partie faiblement singulière p vérifie les hypothèses suivantes :

(H5)


(1) p ∈ L1(a− b, b− a),

(2) ∀t ≥ 0 lim
δ→0+

∫ t+b
t

|p(t+ δ − s)| ds = 0.

3.1 Étude analytique

Pour démontrer l’existence et l’unicité de la solution de l’équation (3.1), nous construi-

sons deux suites de fonction {un(t)}n∈N et {φn(t)}n∈N , (méthode de Ricard) :


un(t) = f(t) +

∫ t
a
p(t− s)k(t, s, un−1(s)) ds, ∀t ∈ [a, b], ∀n ∈ N∗,

u0(t) = f(t).
φn(t) = un(t) − un−1(t), ∀n ∈ N∗,

φ0(t) = f(t).

Nous savons que :
n∑
i=0

φi(t) = un(t).
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Théorème 3.1

Sous les hypothèses (H1), (H2) et sachant qu’il existe des points a =
T0, T1, . . . , Tn = b, pour 0 ≤ i ≤ n, et t ∈ [Ti, Ti+1], on à :

A
∫ min(t,Ti+1)
Ti

|p(t− s)| ds ≤ ρ (3.2)

où ρ est indépendant de t et de n, donc l’équation (3.1)admet une unique solution

dans C(a, b).

Démonstration

La démonstration de ce théorème se décompose de deux partie :

Partie 1 : Existence de la solution

Pour démontrer l’existence sur l’intervalle total, on procède par étapes sur chaque

sous-intervalle, en commençant par l’intervalle [T0, T1]
On introduit les suites {un(t)}n∈N et {φn(t)}n∈N définissent de la relation pré-

cédente dans [a, T1]. Il est clair que les suites {ui(t)}ni=1 et {φi(t)}ni=1 sont dans

C(a, b).
Nous avons, ∀t ∈ [T0, T1] :

un(t) = f(t) +
∫ t
a
p(t− s)k(t, s, un−1(s)) ds

un−1(t) = f(t) +
∫ t
a
p(t− s)k(t, s, un−2(s)) ds

|un(t) − un−1(t)| =
∣∣∣∣∣
∫ t
a
p(t− s)k(t, s, un−1(s))ds

−
∫ t
a
p(t− s)k(t, s, un−2(s)) ds

∣∣∣∣∣
Cela implique que :

|φn(t)| =
∣∣∣∣∣
∫ t
a
p(t− s) (k(t, s, un−1(s)) − k(t, s, un−2(s))) ds

∣∣∣∣∣
≤
∫ t
a

|p(t− s)| |k(t, s, un−1(s)) − k(t, s, un−2(s))| ds
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puisque k Lipshtzienne, puis en appliquant le Sup aux deux nombre on obtient :

|φn(t)| ≤
∫ t
a

|p(t− s)| (A|un−1(s) − un−2(s)|) ds

|φn(t)| ≤ ρ‖φn−1‖C(t0,t1)

Ce qui donne

‖φn‖C(T0,T1) ≤ (ρ)n‖φ0‖C(T0,T1) =⇒
∞∑
i=0

‖φi‖C(T0,T1) ≤ ‖φ0‖C(T0,T1)
1

1 − ρ
.

Étant donné que {un}n∈N converge uniformément vers u ∈ C(T0, T1). Alors,
nous pouvons écrire, ∀t ∈ [T0, T1],

∞∑
i=0

φi(t) = lim
n→+∞

un(t) = u(t).

Pour démontrer que u(t) satisfait l’équation originale (3.1), nous supposons que :

u(t) = un(t) + ∆n(t), (*)

Nous avons :∣∣∣∣u(t) − f(t) −
∫ t

a
p(t − s)k(t, s, u(s)) ds

∣∣∣∣ = |∆n(t) + un(t) − f(t) −
∫ t

a
p(t − s)k(t, s, u(s)) ds

∣∣∣∣
≤ |∆n(t)| +

∣∣∣∣∫ t

a
p(t − s)k(t, s, un−1(s)) ds

−
∫ t

a
p(t − s)k(t, s, u(s)) ds

∣∣∣∣
≤ |∆n(t)| +

∫ t

a

∣∣p(t − s)
(
k(t, s, un−1(s)) − k(t, s, u(s))

)∣∣ ds

comme k est liptshitzienne et D’aprés (*) on a :

≤ |∆n(t)| +
∫ t

a
|p(t − s)| {A |∆n−1(s)|} ds,

≤ |∆n(t)| + ρ‖∆n−1‖C(T0,T1) ≤ ‖∆n‖C(T0,T1) + ‖∆n−1‖C(T0,T1).

cependant :

lim
n→+∞

‖∆n‖C(T0,T1) = 0,

Alors ”u” est solution de (3.1).
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Partie 2 : Unicité de la solution

On suppose qu’il existe deux solution u1 et u2 de l’equation (3.1).

Pour tout t ∈ [T0, T1] :

u1(t) = f(t) +
∫ t
a
p(t− s) k

(
t, s, u1(s)

)
ds

u2(t) = f(t) +
∫ t
a
p(t− s) k

(
t, s, u2(s)

)
ds

u1(t) − u2(t) =
∫ t
a
p(t− s)

(
k(t, s, u1(s)) − k(t, s, u2(s))

)
ds

|u1(t) − u2(t)| ≤
∫ t
a

|p(t− s)|
∣∣∣k(t, s, u1(s)) − k(t, s, u2(s))

∣∣∣ ds
≤ A

∫ t
a

|p(t− s)|‖u1 − u2‖ ds

Donc

|u1(t) − u2(t)| ≤ ρ‖u1 − u2‖C(T0,T1)

Comme ρ < 1, cela ne peut être vrai que si u1(t) = u2(t) pour tout t ∈
[T0, T1]. Etant établie l’existence et l’unicité de la solution sur [T0, T1] , maintenant

on va montrer qu l’on peut la prolonger sur [T1, T2] .

Prolongement de la solution

Pour tout t ∈ [T1, T2],nous écrivons l’équation comme suite :

u1(t) = F (t) +
∫ t
T1
p(t− s)k(t, s, u1(s)) ds, T1 ≤ t ≤ T2 (3.3)

avec :

F (t) = f(t) +
∫ T1
a

p(t− s)k(t, s, u0(s)) ds,

u0(s) est la solution obtenue lors de la première étape. Mais l’equation (3.3) est

identique à l’équation de Volterra lorsque a → T1. ce qui nous permet d’appliquer

les mêmes étapes précédentes pour démontrer l’existence et l’unicité de la solution

u1 dans l’intervalle [T1, T2].
Nous définissons :

u(t) =


u0(t), t ∈ [T0, T1] ,

u1(t), t ∈ [T1, T2] .
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Il est évident que u ∈ C (T0, T2), donc l’équation (3.1) admet une unique solution

sur cette intervalle [T0, T2].
Nous répétons cette opération et comme il existe un nombre fini de sous-intervalles

sur [a, b], nous construisons ainsi la solution unique en C (a, b).

3.2 Étude numérique

Pour construire une méthode numérique qui donne une méthode de la solution de

l’équation (3.1), nous utilisons la méthode Intégration par produit pour enlever la singu-

larité du noyau, cette méthode consiste à approcher la partie régulière k, par les fonctions

chapeaux qui apparaissent à chaque fois que s rejoint t :

Pn,1[k](t, s, u(s))
)

=
s− tj
h

k
(
t, tj+1, u

(
tj+1

))
+
tj+1 − s

h
k
(
t, tj , u

(
tj
))
,

tj ≤ s ≤ tj+1.

Cela permet d’estimer le terme intégral de notre équation par la formule suivante :∫ tn
a

p (tn − s) k (tn, s, u(s)) ds ' αn,1k (tn, t0, u (t0))

+
n−1∑
j=1

(
αn,j+1 + βn,j

)
k
(
tn, tj , u

(
tj
))

+ βn,nk (tn, tn, u (tn))
(3.4)

Oú, pour 0 ≤ j ≤ n− 1,

αn,j+1 = 1
h

∫ tj+1
tj

p (tn − s)
(
tj+1 − s

)
ds

βn,j+1 = 1
h

∫ tj+1
tj

p (tn − s)
(
s− tj

)
ds

Une fois les termes, αn,j+1, βn,j+1, sont calculés explicitement, la méthode numé-

rique pour résoudre (3.1), est donnée par :

U0 = f(a) (3.5)

Un = f (tn) + αn,1k (tn, t0, U0) +
n−1∑
j=1

(
αn,j+1 + βn,j

)
k
(
tn, tj , Uj

)
+βn,nk (tn, tn, Un) ,

(3.6)

où {Un}0≤n≤N approche les valeurs u (tn).
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Étude du système

Théorème 3.2

Pour h suffisamment petit, le système (3.5)-(3.6) admet une unique solution.

Démonstration

Pour n ≥ 1, nous définissons

Ψn : R → R

X → Ψn(X) = Sn + βn,nk (tn, tn, X)
où,

Sn = f (tn) + αn,1k (tn, t0, U0) +
n−1∑
j=1

(
αn,j+1 + βn,j

)
k
(
tn, tj , Uj

)

En supposant que U0, U1, .., Un−1, sont déjà déterminés, on cherche Un comme

solution de l’équation Un = Ψn (Un),
nous avons,∣∣∣ψn(X) − ψn

(
X ′)∣∣∣ =

∣∣∣βn,nk (tn, tn, X) − βn,nk
(
tn, tn, X

′)∣∣∣
≤ Aβn,n

∣∣∣X −X ′∣∣∣
Mais, lim

h→0
max

(
βn,n

)
= 0, donc, pour ”h” suffisamment petit les fonctions ψn

sont contractantes et le système (3.5)-(3.6) admet une unique solution
{
Uj
}
0≤j≤n.

Analyse de l’erreur

Pour u l’unique solution de (3.1) nous définissons la fonction, ∀h > 0, 0 ≤ n ≤ N :

δ (h, tn) =
∫ tn
t0

p (tn − s) k (tn, s, u(s)) ds−
n∑
j=0

ωnjk
(
tn, tj , u

(
tj
))
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Où ,

ωnj =



αn,1, j = 0

αn,j+1 + βnj , 1 ≤ j ≤ n− 1

βn,n, j = n

qui est appelée l’erreur de consistance locale pour (3.1).

Proposition 3.1Proposition 3.1Proposition 3.1Proposition 3.1Proposition 3.1Proposition 3.1Proposition 3.1Proposition 3.1Proposition 3.1Proposition 3.1Proposition 3.1Proposition 3.1Proposition 3.1Proposition 3.1Proposition 3.1Proposition 3.1Proposition 3.1

max
0≤j≤n

∣∣∣δ (h, tj)∣∣∣ ≤ w0(h, f) + max
a≤t≤b;x∈R

w0(h, k(t, ·, x))‖p‖L1(a,b)

+ w0(h,H)

où,
∀h > 0, ∀φ ∈ C(a, b), w0(h, φ) = max

|τ−θ|<h
|φ(τ) − φ(θ)|

∀t ∈ [a, b], H(t) =
∫ t
a
p(t− s)k(t, s, u(s))ds

Démonstration

Nous avons, ∀h > 0, 0 ≤ n ≤ N

|δ (h, tn)| ≤
∫ tn
a

|p (tn − s)| |k (tn, s, u(s)) − Pn1[k] (tn, s, u(s))| ds

≤ max
|τ−θ|<h

(|k (tn, τ, u(τ)) − k (tn, θ, u(θ))|)
∫ tn
a

|p (tn − s)| ds

≤ max
|τ−θ|<h

(|k (tn, τ, u(τ)) − k (tn, τ, u(θ))|

+ |k (tn, τ, u(θ)) − k (tn, θ, u(θ))|)
∫ tn
a

|p (tn − s)| ds

≤ max
|τ−θ|<h

|u(θ) − u(τ)|A
∫ tn
a

|p (tn − s)| ds

+ max
a≤t≤b;x∈R

|k(t, τ, x) − k(t, θ, x)|
∫ tn
a

|p (tn − s)| ds

≤ ρw0(h, u) + max
a≤t≤b;x∈R

|k(t, τ, x) − k(t, θ, x)|
∫ tn
a

|p (tn − s)| ds

mais,
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u(θ) − u(τ) = f(θ) − f(τ) +
∫ θ

a
p(θ − s)k(θ, s, u(s))ds −

∫ τ

a
p(τ − s)k(τ, s, u(s))ds

donc,

max
1≤j≤n

∣∣∣δ (h, tj)∣∣∣ ≤ w0(h, f)+ max
a≤t≤b;x∈R

w0(h, k(t, ·, x))‖p‖L1(a,b)+w0(h,H)

Pour 0 ≤ i ≤ N , nous définissons l’erreur de discrétisation par

εi = |Ui − u (ti)|

La méthode numérique (2.5) − (2, 6) est convergente si,

lim
h→0

(
max

0≤n≤N
|εi|

)
= 0.

Théorème 3.3

Sous les hypothèses (H1)-(H2) et en supposant que l’intervalle [a, b] peut être divisé
en un nombre fini de sous-intervalles [a = z0, z1] , [z1, z2] , . . . , [zm−1, zm =
b], tel que si jv désigne le plus grand nombre entier inférieur ou égal à zv/h et

ωnj = 0 pour j > n, les poids ωnj , satisfont la condition suivante :

jv+1−1∑
j=jv

∣∣∣ωnj ∣∣∣ ≤ ρ < 1, n ≥ 1, 0 ≤ v ≤ m

Cette subdivision doit être indépendante de h, alors,

max
1≤j≤n

∣∣∣εj ∣∣∣ ≤
( 1

1 − ρ

)m
max

1≤j≤n

∣∣∣δ (h, tj)∣∣∣ −→
h→0

0.

Exemple Numérique :

Considérons l’équation intégrale non linéaire de Volterra définie comme suit :
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u(t) = arcsin(t) − 4/3 3√
t2 +

∫ t
0

(t− s)−1
2 sin(f(s))ds, 0 ≤ t ≤ T = 1

k(t, s, u) = sin(u), 0 ≤ s ≤ t ≤ T = 1

f(t) = arcsin(t) − 4/3 3√
t2

Le tableau suivant donne une estimation de l’erreur entre la solution exacte et appro-

chée |Un − u (tn)|, de l’équation précédente.

t
|εn| = |Un − u (tn)|

h = 0.1
|εn| = |Un − u (tn)|

h = 0.01
00 00 00
0.2 0.1605e− 009 6.6732e− 016
0.4 0.3976e− 009 5.3746e− 016
0.6 0.6197e− 009 3.8321e− 016
0.8 0.7346e− 009 4.4028e− 016
1 0.54586e− 009 eps

TABLE 3.1 - Équation intégrale faiblement singulière non linéaire de Volterra
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Chapitre 4 : Équation intégro-différentielle de Volterra à noyau faiblement
singulier et non linéaire

Dans ce chapitre, nous présentons les résultats analytiques principaux concernant une

équation intégro-différentielle de Volterra non linéaire avec noyau faiblement singulier.

L’objectif est d’établir les conditions d’existence et d’unicité de la solution.

On cherche à déterminer, pour une fonction f ∈ C1(a, b) donnée, une fonction

u ∈ C1(a, b) telle que :

∀t ∈ [a, b], u(t) =
∫ t
a
p(t− s) k(t, s, u(s), u′(s)) ds+ f(t). (4.1)

La fonction p représentant la partie singulière est supposée satisfaire les conditions sui-

vantes :

(H6)

 (1) p ∈ W 1,1(a− b, b− a),
(2) p(0) = 0,

oùW 1,1(a− b, b−a) =
{
x ∈ L1(a− b, b− a) : x′ ∈ L1(a− b, b− a)

}
, x′ est

la dérivé faible ou sens des distribution de x.W 1,1(a−b, b−a) est un espace de Banach

aves la norme suivante :

‖x‖W 1,1(a−b,b−a) = ‖x‖L1,1(a−b,b−a) + ‖x′‖L1,1(a−b,b−a)

=
∫ b−a
a−b

|x(s)| ds+
∫ b−a
a−b

|x′(s)| ds.

Pour tout t ∈ [a, b] et pour tout δ > 0, on a :
∫ t+δ
a

∣∣∣∣∣∂p∂t (t+ δ − s)
∣∣∣∣∣ ds =

∫ δ
0

|p′(τ)| dτ,

ce qui implique que :

lim
δ→0+

∫ t+δ
a

∣∣∣∣∣∂p∂t (t+ δ − s)
∣∣∣∣∣ ds = 0.

Par ailleurs, pour tous t, s ∈ [a, b] :∣∣∣∣∣∂p∂t (t− s)
∣∣∣∣∣ = |p′(t− s)| ≤

∫ b−a
a−b

|p′(τ)| dτ < ∞.

Cela montre que la singularité de p provient du comportement de sa dérivée au voisinage

de zéro, où en général lim
s→t

∂p

∂t
(t− s) = +∞. Toutefois, cette singularité reste contrôlée

puisque : ∫ t
a

∣∣∣∣∣∂p∂t (t− s)
∣∣∣∣∣ ds ≤

∫ t−a
0

|p′(τ)| dτ ≤
∫ b−a
a−b

|p′(τ)| dτ < ∞.
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L’équation ci-dessus renferme également des informations sur la régularité de la solution

u. En dérivant les deux membres par rapport à t, on obtient :

u′(t) =
∫ t
a

∂p

∂t
(t−s)k(t, s, u(s), u′(s)) ds+

∫ t
a
p(t−s) ∂k

∂t
(t, s, u(s), u′(s)) ds+f ′(t).

Supposons aussi que la partie régulière k dèfini par,

k : [a; b] × R2 −→ R2

(t, s, u, v) 7−→ k(t, s, u, v)

Vérifier les hypothèses suivantes :

(H7)



(1) ∂k

∂t
∈ C([a, b]2 × R2),

(2) ∃M > 0 tel que ∀t ∈ [a, b],∀u, ū, v, v̄ ∈ R,

max
(

|k(t, s, u, v)|,
∣∣∣∣∣∂k∂t (t, s, u, v)

∣∣∣∣∣
)

≤ M,

(3) ∃A,B, Ā, B̄ > 0 tels que ∀t, s ∈ [a, b],∀u, ū, v, v̄ ∈ R,

|k(t, s, u, v) − k(t, s, ū, v̄)| ≤ A|u− ū| +B|v − v̄|,∣∣∣∣∣∂k∂t (t, s, u, v) − ∂k

∂t
(t, s, ū, v̄)

∣∣∣∣∣ ≤ Ā|u− ū| + B̄|v − v̄|

La question centrale est la suivante :

si la solution de l’équation est supposée appartenir à l’espace , est-ce que le membre de

droite de cette équation appartient également à ce même espace fonctionnel C1([a, b]) ?
Pour cela, on introduit l’opérateur défini comme suite :

∀ξ ∈ C1([a, b]),∀t ∈ [a, b], Φf (ξ)(t) =
∫ t
a
p(t− s)k(t, s, ξ(s), ξ′(s))ds+ f(t)

Proposition 4.1Proposition 4.1Proposition 4.1Proposition 4.1Proposition 4.1Proposition 4.1Proposition 4.1Proposition 4.1Proposition 4.1Proposition 4.1Proposition 4.1Proposition 4.1Proposition 4.1Proposition 4.1Proposition 4.1Proposition 4.1Proposition 4.1

Pour tout f ∈ C1(a, b),Φf est continu de C1(a, b) dans lui-même

Démonstration

Soit ξ ∈ C1(a, b). Il est clair que Φf (ξ) est continu sur [a, b]. Pour tout t ∈ [a, b] :
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Φ′
f (ξ)(t) =

∫ t
a

∂

∂t

[
p(t− s)k(t, s, ξ(s), ξ′(s))

]
ds+ f ′(t)

Cette expression est bien définie et continue sur [a, b], puisque les hypothèses (H7)

assurent que les dérivées sont continues et bornées.

On en déduit que :∣∣∣Φ′
f (ξ)(t)

∣∣∣ ≤ M

(∫ t
a

∣∣∣∣∣ ∂∂tp(t− s)
∣∣∣∣∣ ds+

∫ t
a

|p(t− s)|ds
)

+ ‖f ′‖C([a,b])
En effectuant un changement de variable , on obtient :∣∣∣Φ′
f (ξ)(t)

∣∣∣ ≤ M

(∫ b−a
0

|ṗ(τ)|dτ +
∫ b−a
0

|p(τ)|dτ
)

+ ‖f ′‖C([a,b])
Ce qui conduit à la majoration :∣∣∣Φ′
f (ξ)(t)

∣∣∣ ≤ M‖p‖W 1,1(a−b,b−a) + ‖f‖C1([a,b])
Alors, Φf (ξ) ∈ C1(a, b). Soit {ξn}n∈N une suite C1(a, b) qui converge vers

ξ ∈ C1(a, b) nous avons

Φf (ξn)(t)−Φf (ξ)(t) =
∫ t
a
p(t−s)

[
k(t, s, ξn(s), ξ′

n(s)) − k(t, s, ξ(s), ξ′(s))
]
ds

⇒ max
t∈[a,b]

|Φf (ξ) (t) − Φf (ξn) (t)| ⩽ max
t∈[a,b]

|ξ (t) − ξn (t)| A

t∫
a

|p (t − s)| ds

+ max
t∈[a,b]

∣∣ξ′ (t) − ξn
′ (t)

∣∣B t∫
a

|p (t − s)| ds

⩽ ‖p‖ W 1,1 (a − b, b − a) max (A, B) ‖ξ − ξn‖C1(a,b)

max
t∈[a,b]

∣∣Φ′ξ (t) − Φ′ξn (t)
∣∣ ⩽ ‖p‖ W 1.1 (a − b, b − a) (max (A, B)) ‖ξ − ξn‖C1(a,b

+ max
(
A, B

)
‖ξ − ξn‖C1(a,b

Donc, Φf est continu de C1(a, b) dans lui-même.

Dans ce qui suit, nous désignons ‖.‖C1(a,b) = ‖.‖
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4.1 Étude analytique

Pour demontrer l’existence et l’unicité de la solution de l’équation, nous utilisons la

méthode de Picard. Cette méthode est basée sur la construction de deux suites récurrentes

(un(t))n∈N et (u′
n(t))n∈N, qui sont définies comme suit :

un(t) = f(t) +
∫ t
a
p(t− s)k

(
t, s+, un−1(s), u′

n−1(s)
)
ds, ∀n ∈ N∗

u0(t) = f(t)

⇒


u′
n(t) = f ′(t) +

∫ t
a
p(t− s)∂k

∂t

(
t, s, un−1(s), u′

n−1(s)
)
ds, ∀n ∈ N∗

u′
0(t) = f ′(t)

on pose

⇒


φn(t) = un(t) − un−1(t), ∀n ∈ N∗

φ0(t) = f(t)

⇒


φ′
n(t) = u′

n(t) − u′
n−1(t), ∀n ∈ N∗

φ′
0(t) = f ′(t)

Et aussi :



∞∑
n=0

φi(t) = un(t)
∞∑
n=0

φ′
i(t) = u′

n(t)

Théorème 4.1

Par les deux hypothéses précédentes et étant donné qu’il existe des points

a = T0, T1, . . . , Tn = b, tels que, pour 0 ≤ i ≤ n et pour t ∈ [Ti, Ti+1] :

max{A,B, Ā, B}
∫ min(t,Ti+1)
Ti

|ρ(t− s)| ds ≤ ρ ≤ 1
3

min{A,B, Ā, B}
∫ min(t,Ti+1)
Ti

|ρ(t− s)| ds ≤ ρ ≤ 1
3
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où t est indépendant de t et u, l’équation a une solution unique en C1(a, b).

Démonstration

Pour la démonstration, nous montrons l’éxistence et l’unicité sur l’intervalle réduit

[T0, T1], puis nous prolongeons la solutionsur tout l’intervalle [a, b]
Existence de la solution sur l’interval [T0, T1]
En supposant que t ∈ [T0, T1], nous définissons u(t) comme précédemment.

En définissant u1(t), u2(t) et |φn(t)|=|u1(t) −u2(t)|, nous avons t ∈ [T0, T1] :

|φn(t)| = |un(t) − un−1(t)|

=
∣∣∣∣∫ t

a
p(t − s)k(t, s, un−1(s), u′

n−1(s))ds −
∫ t

a
p(t − s)k(t, s, un−2(s), u′

n−2(s))ds

∣∣∣∣
=
∣∣∣∣∫ t

a
p(t − s)

[
k(t, s, un−1(s), u′

n−1(s)) − k(t, s, un−2(s), u′
n−2(s))

]
ds

∣∣∣∣
puisque k est lipschitzien, devient :

|φ(t)| ≤
∫ t
a

|p(t− s)|
(
A|un−1(s) − un−2(s)| +B|u′

n−1(s) − u′
n−2(s)|

)
ds

≤
∫ t
a

|p(t− s)|
(
A|φn−1(s)| +B|φ′

n−1(s)|
)
ds

≤ p ‖ φn−1 ‖C1(T0,T1) +ρ ‖ φ′
n−1 ‖C1(T0,T1)

≤ ρ ‖ φn−1 ‖C1(T0,T1)

En plus,

|φ′
n(t)| = |u′

n−1(t) − u′
n−2(t)|

=
∣∣∣∣∫ t

a

∂p

∂t
(t − s)k(t, s, un−1(s), u′

n−1(s))ds −
∫ t

a

∂p

∂t
(t − s)k(t, s, un−2(s), u′

n−2(s))ds

∣∣∣∣
=
∫ t

a

∂p

∂t
(t − s)

[
k(t, s, un−1(s), u′

n−1(s)) − k(t, s, un−2(s), u′
n−2(s))

]
ds

+
∫ t

a
p(t − s)

(
∂k

∂t
(t, s, un−1(s), u′

n−1(s)) − ∂k

∂t
(t, s, un−2(s), u′

n−2(s))
)

ds.
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Puisque k et
∂k

∂t
sont lipschitziens, devient :

≤ A

∫ t

a
|∂p

∂t
(t − s)||φn−1(s)|ds + B

∫ t

a
|∂p

∂t
(t − s)||φ′

n−1(s)|ds

+ Ā

∫ t

a
|p(t − s)||φn−1(s)|ds + B

∫ t

a
|p(t − s)||φ′

n−1(s)|ds

≤ (max {A, B}
∫ t

a
|∂p

∂t
(t − s)|ds + max

{
A, Ā, B, B

}∫ t

a
|p(t − s)|ds)‖φn−1‖c1(T0,T1)

≤ 2ρ‖φn−1‖c1(T0,T1)

alors :

‖φn‖C1(T0,T1) ≤ 3ρ‖φn−1‖C1(T0,T1)

ce qui donne (utilisation de la preuve par réctractation)

‖φn‖C1(T0,T1) ≤ 3ρ ‖φn−1‖
C1(T0,T1)

≤ · · · ≤ (3ρ)n ‖φ0‖
C1(T0,T1)

⇒
∞∑
i=0

‖φi‖ ≤ ‖φ0‖
∞∑
i=0

(3ρ)i ≤ ‖φ0‖
1 − 3ρ

Alors ‖φ0‖ 1
1 − 3ρ

est converge donc (un)nϵN converge uniformément vers u ∈ C1(T0, T1).

On peut alors écrire :

∞∑
i=0

φi(t) = lim
n→∞un(t)

Pour prouver que ”u” satisfait à l’équation oiginale, nous définissons :

u(t) = un(t) + ∆n(t)

=⇒ u′(t) = u′
n(t) + ∆′

n(t)
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Nous avons ;

| u(t) − f(t) −
∫ t
a
p(t− s)k(t, s, u(s), u′(s)) ds |

=| un(t) + ∆n(t) −
∫ t
a
p(t− s)k(t, s, u(s), u′(s)) ds |

=| ∆n(t) +
∫ t
a
p(t− s)(k(t, s, un(s), u′

n(s)) − k(t, s, u(s), u′(s) ))ds |

≤| ∆n(t) | +
∫ t
a
p(t− s)(A |∆n−1(s)| +B

∣∣∣∆′
n−1(s)

∣∣∣)ds
≤| ∆n(t) | +ρ ‖∆n−1‖C1(T0,T1)

≤ ‖∆n(t) ‖C1(T0,T1) +ρ ‖∆n−1‖C1(T0,T1)

mais

‖∆n‖C1(T0,T1) = 0 donc u est une solution de l’équation.

Unicité de la solution

Supposons qu’il existe deux solutions u1 et u2 à l’équation, alors pour t ∈ [T0, T1] :

|u1(t) − u2(t)| =
∣∣∣∣∫ t

a
p(t − s)k(t, s, u1(s), u′

1(t))ds + f(t) − f(t) −
∫ t

a
p(t − s)k(t, s, u2(s), u′

2(t))ds

∣∣∣∣
=
∣∣∣∣∫ t

a
p(t − s)

[
k(t, s, u1(s), u′

1(t)) − k(t, s, u2(s), u′
2(t))

]
ds

∣∣∣∣
≤
∫ t

a
|p(t − s)|(k(t, s, u1(s), u′

1(t) − k(t, s, u2(s), u′
2(t)))ds

≤
∫ t

a
|p(t − s)|

(
A |u1(s) − u2(s)| + B

∣∣u′
1(s) − u′

2(s)
∣∣) ds

≤ ρ( max
tϵ[T0,T1]

|u1(t) − u2(t)| + max
tϵ[T0,T1]

∣∣u′
1(t) − u′

2(t)
∣∣ ds

≤ ρ ‖u1 − u2‖C1([T0,T1]).
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De la mème façon :

|u′
1(t) − u′

2(t)| ≤
∣∣∣∣∣
∫ t
a

∂p

∂t
(t− s)(k(t, s, u1 (s) , u′

1 (s)) − k(t, s, u2 (s) , u′
2 (s)))ds

∣∣∣∣∣
+
∣∣∣∣∣
∫ t
a
p(t− s)(∂k

∂t
(t, s, u1 (s) , u′

1 (s)) − ∂k

∂t
(t, s, u2 (s) , u′

2 (s)))ds
∣∣∣∣∣

≤ max
tϵ[T0,T1]

|u1(t) − u2(t)|A
∫ t
a

| p(t− s)|ds

+ max
tϵ[T0,T1]

∣∣∣u′
1(t) − u′

2(t)
∣∣∣B ∫ t

a
| ∂p
∂t

(t− s)|ds

+ max
tϵ[T0,T1]

|u1(t) − u2(t)| Ā
∫ t
a

| p(t− s)|ds

+ max
tϵ[T0,T1]

∣∣∣u′
1(t) − u′

2(t)
∣∣∣B ∫ t

a
| ∂p
∂t

(t− s)|ds

≤ 2ρ( max
tϵ[T0,T1]

|u1(t) − u2(t)| + max
tϵ[T0,T1]

∣∣∣u′
1(t) − u′

2(t)
∣∣∣ ds

Alors, ‖u1 − u2‖C1([T0,T1]) ≤ 3ρ‖u1 − u2‖C1([T0,T1]).

Puisque ρ <
1
3

, cette inégalité ne peut être réalisée que si :

u1(t) = u2(t), ∀t ∈ [T0, T1].

Prolongement de solution :

Maintenant pour t ∈ [T1, T2], nous écrivons l’équation comme suit :

u1(t) = F (t) +
∫ t
T1
p(t− s)k(t, s, u(s), u′(s)) ds, T1 ≤ t ≤ T2

avec,

F (t) = f(t) +
∫ T1
T0

p(t− s)k(t, s, u0(s), u′
0(s)) ds

et u0(t) est la solution que nous avons obtenue précédemment. Cependant, l’équa-

tion est exactement la même équation de volterra avec l’origine décalée

de a → T1. Nous pouvons alors appliquer les mêmes étapes de base.

Nous définissons :

u(t) =


u0(t), t ∈ [T0, T1]

u1(t), t ∈ [T1, T2]
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Il est clair que u ∈ C1([T0, T1]) est l’unique solution de l’équation sur [T0, T2].
Ce processus peut être répété, et comme il existe un nombre fini de sous-intervalles

dans [a, b], nous trouvons la solution unique sur C1([a, b]).

4.2 Étude numérique

Dans cette section nous intéressons à l’approximation numérique de la solution u de

l’équation intégro-différentielle faiblement singulière de Volterra définie par :

∀t ∈ [a, b], u(t) =
∫ t
a
p(t− s)k

(
t, s, u(s), u′(s)

)
ds+ f(t) (4.2)

où, l’existence et l’unicité de la solution de cette équation sont assurée par les condi-

tions des hypothèses H(6) et H(7) proposées dans ce chapitre.

Nous rappelons qu’une fois dériver l’équation (4.2), cette équation devient

∀t ∈ [a, b], u′(t) =
∫ t
a

∂p

∂t
(t− s)k

(
t, s, u(s), u′(s)

)
ds

+
∫ t
a
p(t− s)∂k

∂t

(
t, s, u(s), u′(s)

)
ds+ f ′(t)

(4.3)

Afin de déterminer une solution approchée de notre équation sur l’intervale [a; b], il est
nécessaire d’élaborer des approximations pour les trois intégrales mentionnées ci-dessus,

intervenant dans le second membre des équations (4.2) et (4.3), on pose :

I1 =
∫ t
a
p(t− s)k

(
t, s, u(s), u′(s)

)
ds (4.4)

I2 =
∫ t
a

∂p

∂t
(t− s)k

(
t, s, u(s), u′(s)

)
ds (4.5)

I3 =
∫ t
a
p(t− s)∂k

∂t

(
t, s, u(s), u′(s)

)
ds (4.6)

Les noyaux des intégrales I1 et I3 étants réguliers, la majorité des méthodes d’inté-

gration numérique peut étre utilisé pour les approximer.

En ravanche, l’intégrale I2 présentant une singularité, nécessite le recours à la méthode

dite du ” intégration par produit”

Hamdaoui Fatma - Nasri Haoraa Elbatoul ENSET 2025 64



Chapitre 4 : Équation intégro-différentielle de Volterra à noyau faiblement
singulier et non linéaire

Les diverses combinaisons des méthodes d’intégration numérique adoptées pour ap-

proximer I1, I2 et I3 donnent lieu à quatre stratégies d’approximation de la solution de

notre équation, résumées dans le tableau ci-dessous :

I1 I2 I3
mehtod 1(PPP) intégration par produit intégration par produit intégration par produit

mehtod 2(NPP) Nystrôme method intégration par produit intégration par produit

mehtod 3(PPN) intégration par produit intégration par produit Nystrôme method

mehtod 4(NPN) Nystrôme method intégration par produit Nystrôme method

Table 4.1 - Méthodes d’approximations

Dans la suite, nous allons construire le système numérique issu de méthode NPP, puis

étudier sa convergence. Pour montrer son efficacité des tests numériques sont effectués sur

un exemple pratique.

1 Description numérique

Afin d’obtenir une approximation numérique de la fonction u(t) pour t ∈ [a, b], on
procède à une discrétisation de l’intervalle [a; b] en un ensemble de points

{
tj
}
0≤j≤n

définis comme suit :

∀N ≥ 1, h = b− a

N
et tj = a+ jh, 0 ≤ j ≤ N

Les équations (4.2) et (4.3) sont alors modifiées en y insérant les estimations des

intégrales I1, I2 et I3 obtenues à l’aide de shémas de quadrature spécifiques à chaque

méthode présentée dans le tableau. L’analyse de la convergence du système rèsultant

permet d’évaluer le cohérence de la méthode numérique adoptée.

4.2.1 La méthode NPP

Dans cette méthode, nous approchons l’intégrale I1 par la méthode de Nystrôme, et
I2, I3 par la méthode d’intégration par produit doit∫ tn

a
p (tn − s) k

(
tn, s, u(s), u′(s)

)
ds ' h

n∑
j=0

ωn,jp (tn − tj) k
(
tn, tj , u (tj) , u′ (tj)

)
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où
{
ωn,j

}
sont supposés vérifiés

sup
n≥1

max
0≤j≤n

∣∣∣ωn,j ∣∣∣ ≤ W ≤ ∞,

∀φ ∈ C0(a, b), lim
n

∣∣∣∣∣∣∣
∫ b
a
φ(t)dt− h

n∑
j=0

ωn,jφ
(
tj
)∣∣∣∣∣∣∣ = 0,

(4.7)

Premièrement, nous approchons les parties régulières

k
(
t, s, u(s), u′(s)

)
,
∂k

∂t

(
t, s, u(s), u′(s)

)
,

sur la subdivision
{
tj
}
0≤j≤n, par les fonctions chapeaux, ce qui donne :

Pn,1[k]
(
t, s, u(s), u′(s)

)
=
s− tj
h

k
(
t, tj+1, u

(
tj+1

)
, u′ (tj+1

))
+
tj+1 − s

h
k
(
t, tj , u

(
tj
)
, u′ (tj)) , tj ≤ s ≤ tj+1

Pn,1

[
∂k

∂t

] (
t, s, u(s), u′(s)

)
=
s− tj
h

∂k

∂t

(
t, tj+1, u

(
tj+1

)
, u′ (tj+1

))

+
tj+1 − s

h

∂k

∂t

(
t, tj , u

(
tj
)
, u′ (tj)) , tj ≤ s ≤ tj+1

Cela conduit à la formule d’intégration suivante :

I2 =
∫ tn
a

∂p

∂t
(tn − s) k

(
tn, s, u(s), u′(s)

)
ds ' α̂n,1k

(
tn, t0, u (t0) , u′ (t0)

)

+
n−1∑
j=1

(
α̂n,j+1 + β̂n,j

)
k
(
tn, tj , u

(
tj
)
, u′ (tj)) + β̂n,nk

(
tn, tn, u (tn) , u′ (tn)

)

I3 =
∫ tn
a

p (tn − s) ∂k
∂t

(
tn, s, u(s), u′(s)

)
ds ' αn,1

∂

∂t
k
(
tn, t0, u (t0) , u′ (t0)

)

+
n−1∑
j=1

(
αn,j+1 + βn,j

) ∂k
∂t

(
tn, tj , u

(
tj
)
, u′ (tj))

+ βn,n
∂k

∂t

(
tn, tn, u (tn) , u′ (tn)

)
où, pour 0 ≤ j ≤ N − 1
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

αn,j+1 = 1
h

∫ tj+1
tj

p (tn − s)
(
tj+1 − s

)
ds

βn,j+1 = 1
h

∫ tj+1
tj

p (tn − s)
(
s− tj

)
ds

α̂n,j+1 = 1
h

∫ tj+1
tj

∂p

∂t
(tn − s)

(
tj+1 − s

)
ds

β̂n,j+1 = 1
h

∫ tj+1
tj

∂p

∂t
(tn − s)

(
s− tj

)
ds

Deuxièmement, nous calculons, αn,j+1, βn,j+1, α̂n,j+1, β̂n,j+1 explicitement. Nous

les remplaçons dans les équations d’origines (4.2), (4.3) ce qui donne le système

(NPP) suivant :

U0 = f(a) (4.8)

V0 = f ′(a), (4.9)

Un = f (tn) + αn,1k (tn, t0, U0, V0) +
n−1∑
j=1

(αn,j+1 + βn,j) k (tn, tj , Uj , Vj)

+βn,nk (tn, tn, Un, Vn) , 1 ≤ n ≤ N

(4.10)

Vn = f ′ (tn) + α̂n,1k (tn, t0, U0, V0)

+
n−1∑
j=1

(
α̂n,j+1 + β̂n,j

)
k
(
tn, tj , Uj , Vj

)
+ β̂n,nk (tn, tn, Un, Vn)

+αn,1
∂

∂t
k (tn, t0, U0, V0) +

n−1∑
j=1

(
αn,j+1 + βn,j

) ∂k
∂t

(
tn, tj , Uj , Vj

)

+βn,n
∂k

∂t
(tn, tn, Un, Vn) , 1 ≤ n ≤ N

(4.11)

où, Un approche u (tn) et Vn approche u′ (tn).

Étude du système (NPP)

Le système permet de déterminer explicitement Un, contrairement à d’autres ap-

proches où cette valeur est obtenue de maniére implicite.
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Théorème 4.2

Pour h suffisamment petit, le système (NPP) a une solution unique.

Démonstration

Supposons que l’espace R2 est muni par la norme suivante :

∀

X
Y

 ∈ R2 ,

∥∥∥∥∥∥∥
X
Y


∥∥∥∥∥∥∥
1

= |X| + |Y |

Pour tout n ≥ 1, nous définissons :

Ψn

X
Y

 :=
 S

Ŝ + β̂n,nk (tn, tn, X, Y ) + βn,n
∂k
∂t (tn, tn, X, Y )


où

S = f (tn) + h
n−1∑
j=0

ωn,jp
(
tn − tj

)
k
(
tn, tj , Uj , Vj

)

Ŝ = f ′ (tn) + α̂n,1k (tn, t0, U0, V0) +
n−1∑
j=1

(
α̂n,j+1 + β̂n,j

)
k
(
tn, tj , Uj , Vj

)

+ αn,1
∂k

∂t
(tn, t0, U0, V0) +

n−1∑
j=1

(
αn,j+1 + βn,j

) ∂k
∂t

(
tn, tj , Uj , Vj

)

Si, U0, U1, .., Un−1, V0, V1, .., Vn−1, sont connus, alors (4.8), (4.11) est une équa-

tion implicite pour définir Un et Vn.

Un
Vn

 = Ψn

Un
Vn


Nous avons, ∀X,Y,X ′, Y ′ ∈ R,

∥∥∥∥∥∥Ψn

X
Y

 − Ψn

X ′

Y ′

∥∥∥∥∥∥1 =
∥∥∥∥∥∥
 0
γ2

∥∥∥∥∥∥1 ,
γ2 = β̂n,n

(
k (tn, tn, X, Y ) − k

(
tn, tn, X ′, Y ′))+βn,n

(
∂k

∂t
(tn, tn, X, Y ) − ∂k

∂t

(
tn, tn, X ′, Y ′)).

En appliquant (H6) et (H7), nous obtenons
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|γ2| ≤ β̂n,n
(
A
∣∣∣X −X ′∣∣∣ +B

∣∣∣Y − Y ′∣∣∣) + βn,n
(
Ā
∣∣∣X −X ′∣∣∣ + B̄

∣∣∣Y − Y ′∣∣∣)
≤ max

(
β̂n,n, βn,n

) (
max(A, Ā)

∣∣∣X −X ′∣∣∣ + max(B, B̄)
∣∣∣Y − Y ′∣∣∣)

alors,∥∥∥∥∥∥Ψn

X
Y

 − Ψn

X ′

Y ′

∥∥∥∥∥∥1 ≤ max
(
β̂n,n, βn,n

)
max(A,B, Ā, B̄)

∥∥∥∥∥∥
X
Y

 −
X ′

Y ′

∥∥∥∥∥∥1.
Comme lim

h→0
max

(
β̂nn, βnn

)
= 0,Ψn est une contraction pour h assez petit,

nous appliquons le théorème de Bannach pour obtenir le résultat désiré.

Analyse de l’erreur de la méthode (NPP)

Avant passé a l’étude de l’ereur, il faut d’abord montré que cete méthode est consis-

tante. Pour cela nous dèfinissons l’erreur de consistance locale de l’équation (4.2), qui

est l’erreur entre la valeur exacte de l’intégrale etsa quarature. L’ereur est dèfinie par la

formule :

pour 0 ⩽ n ⩽ N

NPP
∆ (h, tn) =

∣∣∣∣∣NPPδ (h, tn)
∣∣∣∣∣ +

∣∣∣∣∣∣∣
NPP
δ̂ (h, tn)

∣∣∣∣∣∣∣
où, pour 0 ⩽ n ⩽ N

NPP
δ (h, tn) =

∫ tn

t0
p (tn − s) k

(
tn, s, u(s), u′(s)

)
ds −

n−1∑
j=0

ωnjp (tn − tj) k
(
tn, tj , u (tj) , u′ (tj)

)

NPP
δ̂ (h, tn) =

∫ tn

t0

∂p

∂t
(tn − s) k

(
tn, s, u(s), u′(s)

)
ds −

n∑
j=0

κ̂n,jk
(
tn, tj , u (tj) , u′ (tj)

)
+
∫ tn

t0
p (tn − s) ∂k

∂t

(
tn, s, u(s), u′(s)

)
ds −

n∑
j=0

κn,j
∂k

∂t

(
tn, tj , u (tj) , u′ (tj)

)
,

avec,

κn,j =



αn,1,j = 0

αn,j+1 + βn,j ,1 ≤ j ≤ n− 1

βn,n,j = n
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et

κ̂n,j =


α̂n,1, j = 0

α̂n,j+1 + β̂n,j , 1 ≤ j ≤ n− 1
β̂n,n, j = n

Proposition 4.2Proposition 4.2Proposition 4.2Proposition 4.2Proposition 4.2Proposition 4.2Proposition 4.2Proposition 4.2Proposition 4.2Proposition 4.2Proposition 4.2Proposition 4.2Proposition 4.2Proposition 4.2Proposition 4.2Proposition 4.2Proposition 4.2

max
1≤j≤n

∣∣∣∣NPP
∆ (h, tj)

∣∣∣∣ ≤ 2ρw1(h, f) + 2 max
a≤t≤b;x,y∈R

w1(h, k(t, ·, x, y))‖p‖W 1,1(a−b,b−a)

+ 2ρw1(h, H) + (b − a) max
a≤t≤b

w0 (h, H3(t, .))

où,

w1(h, φ) = max
|τ−θ|<h

|φ(τ) − φ(θ)| + max
|τ−θ|<h

∣∣∣φ′(τ) − φ′(θ)
∣∣∣

w0(h, φ) = max
|τ−θ|<h

|φ(τ) − φ(θ)|

H(t) =
∫ t
a
p(t− s)k

(
t, s, u(s), u′(s)

)
ds

H3(t, s) = p(t− s)k
(
t, s, u(s), u′(s)

)
ds

Démonstration

∣∣∣δNPP (h, tn)
∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
∫ tn

t0
p (tn − s) k

(
tn, s, u(s), u′(s)

)
ds −

n∑
j=0

ωnjp (tn − tj) k
(
tn, tj , u (tj) , u′ (tj)

)∣∣∣∣∣∣
≤
∫ tn

t0

∣∣p (tn − s) K
(
tn, s, u(s), u′(s)

)
− Pn,1H3 (tn, s)

∣∣ ds

≤ max
|τ−θ|<h

|H3 (tn, θ) − H3 (tn, τ)|
∫ tn

t0
ds

≤ (b − a) max
a≤t≤b

w0 (h, H3(t, .))

En utilisant des étapes similaires, nous obtenons

∣∣∣∣∣
NPP

δ̂ (h, tn)
∣∣∣∣∣ ≤

∫ tn

a

∣∣∣∣∂p

∂t
(tn − s)

∣∣∣∣ ∣∣k (tn, s, u(s), u′(s)
)

− Pn1[k]
(
tn, s, u(s), u′(s)

)∣∣ ds

+
∫ tn

a

∣∣∣∣p (tn − s) ‖∂k

∂t

(
tn, s, u(s), u′(s)

)
− Pn1

[
k′] (tn, s, u(s), u′(s)

)∣∣∣∣ ds∣∣∣∣∣
NPP

δ̂ (h, tn)
∣∣∣∣∣ ≤ 2ρ (w1(h, f) + w1(h, H)) + 2 max

a≤t≤b;x,y∈R
w1(k(t, ·, x, y), h)‖p‖w1,1(a−b,b−a)
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Le résultat précédent montre que la méthode est consistante puisque

lim
n→+∞

 max
0≤j≤N

NPP
∆

(h,tj)
 = 0

Pour montrer que cette méthode est convergente nous introduisons la notion de

l’erreur de discrétisation {Ei}0≤i≤N définie par

Ei = |εi| + |ε̂i| (4.12)

où,

 εi = Ui − u (ti)
ε̂i = Vi − u′ (ti)

La méthode est dite convergente si,

lim
h→0

(
max

0≤i≤N
Ei

)
= 0

Théorème 4.3

Sous des hypothèses (H6) - (H7) et en supposant que l’intervalle [a, b] peut être

divisé en un nombre fini de sous-intervalles

[a = z0, z1] , [z1, z2] , . . . , [zm−1, zm = b]

tel que si jv désigne le plus grand nombre entier inférieur ou égal à zv/h

et κnj = κ̂n,j = 0 pour j > n, les poids κn,j , κ̂n,j , satisfaire la condition,
,jv+1−1∑

j=jv

∣∣∣∣∣∣
[
hW‖p‖C[a,b] max(A, B) + max(A, B)κ̂ij + max(Ā, B̄)κi,i

]
1 −

[
max(A, B)κ̂i,i + max(Ā, B̄)κii

]
∣∣∣∣∣∣ ≤ 3ρ < 1, n ≥ 1.

, 0 ≤ v ≤ m

Cette subdivision doit être indépendante de h, alors,

max
1≤j≤n

∣∣∣Ej ∣∣∣ ≤
( 1

1 − 3ρ

)m+2
max

1≤j≤n

∣∣∣∆ (
h, tj

)∣∣∣ −→
h→0

0.
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Démonstration

NPP
εi = h

i−1∑
j=0

ωjp
(
ti − tj

)
k
(
ti, tj , Uj , Vj

)
−
∫ ti
t0
p (ti − s) k

(
ti, s, u(s), u′(s)

)
ds.

D’après la définition de
NPP
δ (h, ti), nous avons

NP P
εi = h

i−1∑
j=0

ωjp (ti − tj)
{
k (ti, tj , Uj , Vj) − k

(
ti, tj , u (tj) , u′ (tj)

)}
−

NP P
δ (h, ti) ,

ce qui donne

∣∣∣∣∣NPPε
∣∣∣∣∣ ≤ hW‖p‖C[a,b]

i−1∑
j=0

|ANPP
εj | +B|

NPP
ε̂j |

 +
NPP
δ (h, ti) |

≤ hW‖p‖C[a,b] max(A,B)
i−1∑
j=0

Ej +
∣∣∣∣∣NPPδ (h, ti)

∣∣∣∣∣
Nous avons aussi,

NPP
ε̂i =

i∑
j=0

κi,j
∂k

∂t

(
ti, tj , Uj , Vj

)
−
∫ ti
t0
p (ti − s) ∂k

∂t

(
ti, s, u(s), u′(s)

)
ds

+
i∑

j=0
κ̂i,jk

(
ti, tj , Uj , Vj

)
−
∫ ti
t0

∂p

∂t
(ti − s) k

(
ti, s, u(s), u′(s)

)
ds

D’après la définition de δ̂ (h, ti), nous obtenons,

NPP
ε̂i =

i∑
j=0

κ̂i,j
{
k
(
ti, tj , Uj , Vj

))
− k

(
ti, tj , u

(
tj
)
, u′ (tj))}

+
i∑

j=0
κij

{
∂k

∂t

(
ti, tj , Uj , Vj

))
− ∂k

∂t

(
ti, tj , u

(
tj
)
, u′ (tj))

}
−
NPP
δ (h, ti)

donc,

∣∣∣∣NP P
ε̂i

∣∣∣∣ ≤
i∑

j=0
κ̂i,j

(
A

∣∣∣∣(NP P
ε j

∣∣∣∣+ B

∣∣∣∣NP P
ε̂j

∣∣∣∣)+
i∑

j=0
κi,j

(
Ā
∣∣∣NP P

ε̂i | + B̄|
NP P
ε̂j

)
+
∣∣∣∣∣
NP P

δ̂ (h, ti)
∣∣∣∣∣ ,

≤ max(A, B)
i∑

j=0
κ̂i,j

NP P
E
j

+ max(Ā, B̄)
i∑

j=0
κi,j

NP P
Ej +

∣∣∣∣∣
NP P

δ̂ (h, ti)
∣∣∣∣∣ ,
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alors,

NP P
Ei ⩽

i−1∑
j=0

[
hW‖p‖C[a,b] max (A, B) + max (A, B) κ̂i,j + max

(
A, B

)
κi,j

]NP P
Ej

+
[
max (A, B) κ̂i,j + max

(
A, B

)
κi,j

]NP P
Ei +

NP P
∆ (h, ti)

NP P
Ei ⩽

i−1∑
j=0

[
hW‖p‖C[a,b] max (A, B) + max (A, B) κ̂i,j + max

(
A, B

)
κi,j

]NP P
Ej

1 −
[
max (A, B) κ̂i,j + max

(
A, B

)
κi,j

]
+

NP P
∆ (h, ti)

1 −
[
max (A, B) κ̂i,j + max

(
A, B

)
κi,j

]
En appliquant lemme 1 et 2, nous obtenons le résultat désiré.

Exemple

Considérons l’équation intégrale non linéaire suivante :

∀t ∈ [0, 1], u(t) = f(t) +
∫ t
0

(t− s)
1
2

ets2

u2(s) + (u′(s))2 + 1
ds (4.13)

Le noyau

k(t, s, x, y) = ets2

x2 + y2 + 1
satisfais (H7) avec

M = e, A = B = Ā = B̄ = 2e

Si nous prenons

f(t) = sin(t) − 8/105t
7
2et

nous obtenons

u(t) = sin(t)

Les termes Un et Vn ne sont pas calculés exactement, ils sont approchés en utilisant

la méthode d’itération de Bannach avec
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‖Xnew −Xold ‖ ≤ 10−7,

comme condition d’arrêt.

Le tableau suivant donne une estimation de l’erreur entre la solution exacte et ap-

proximative de l’équation (4.13) pour méthodes NPP.

E(h) = max
0≤i≤n

|Ui − u (ti)| + max
0≤i≤n

∣∣∣Vi − u′ (ti)
∣∣∣ ;

h 0.1 0.05 0.01 0.005 0.001
NPP
E (h) 1.42E − 002 4.78E − 003 3.96E − 004 1.37E − 004 1.19E − 005

Table Résultats numérique de l’exemple par la méthode NPP
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Conclusion

Cette conclusions les plus pertinentes mémoire a porté sur l’étude des équations de

Volterra non linéaires à noyau faiblement singulier, dans leurs formes intégrale et

intégro-différentielle. Cette étude a été structurée en quatre chapitres, suivant une pro-

gression logique. Le premier chapitre a été dédié aux notions et résultats théoriques néces-

saires à la compréhension du sujet. Le deuxième chapitre a traité l’étude analytique des

équations intégrales du second type et des équations intégro-différentielles non linéaires,

avec des résultats d’existence et d’unicité. Le troisième chapitre a concerné les équations

intégrales à noyau faiblement singulier, étudiées analytiquement et accompagnées d’un

cadre numérique proposé. Quant au quatrième chapitre, il a été consacré aux équations

intégro-différentielles à noyau faiblement singulier, où une étude analytique a été suivie

par la présentation de la méthode numérique adoptée, à savoir la méthode NPP. Cette

mémoire constitue une base pour l’analyse de ce type d’équations, et montre l’importance

de combiner les approches analytiques et numériques dans les cas à noyaux faiblement

singuliers.

Perspectives Parmi les perspectives possibles :

Appliquer la méthode NPP sur des exemples numériques concrets ;

Comparer son efficacité à d’autres méthodes numériques ;

Étendre l’étude à des espaces fonctionnels plus généraux.
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