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RESUME

Ce mémoire vise a approfondir la compréhension des inégalités intégrales dans
le contexte du calcul fractionnel. Il explore les inégalités intégrales les plus connues
en une dimension et démontre I’existence d’'inégalités intégrales plus généralisées de

type Gronwall-Bellman au calcul fractionnaire.

Plus précisément, les inégalités intégrales fractionnaires au sens de Riemann- Liou-
ville et Hadamard. Ces inégalités s’averent essentielles pour démontrer la théorie et
analyser le comportement des solutions de certaines équations différentielles-intégrales

fractionnelles.

Mots clés : Inégalité Intégrale de Gronwall-Bellman, Inégalité Intégrale de
Bihari, Calcul fractionnaire, Intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville, Intégrale

fractionnelle de Hadamard, Inégalité intégrale fractionnaire.
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ABSTRACT

This work explores integral inequalities in the context of fractional calculus, ai-
ming to enhance our understanding of related concepts. It examines well-known inte-
gral inequalities in one dimension and introduces more generalized Gronwall-Bellman
type integral inequalities in fractional calculus.

Specifically, it focuses on fractional integral inequalities based on Riemann-Liouville
and Hadamard definitions. These inequalities are essential for proving theories and
analyzing the characteristics of solutions to certain fractional differential-integral equa-
tions.

Keywords : Gronwall-Bellman Integral Inequality, Bihari Integral Inequality,
Fractional Calculus, Riemann-Liouville Fractional Integral, Hadamard Fractional

Integral, Fractional integral inequality.
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INTRODUCTION

Les inégalités constituent un élément fondamental et essentiel dans de nombreuses
branches des mathématiques, telles que ’analyse réelle, la géométrie, le calcul différen-
tiel et intégral, la théorie des probabilités et les statistiques. Plus particulierement, les
inégalités intégrales ont connu un développement significatif, apportant des contribu-
tions majeures a divers domaines mathématiques et scientifiques. Elles jouent un role
crucial dans la résolution de nombreux problemes en analyse numérique, en théorie
de I'approximation.

L'importance des inégalités intégrales réside également dans 1’étude des équations
intégrales, en particulier dans le contexte des équations différentielles ordinaires en ce
qui concerne I'existence de solutions, stabilité des points d’équilibre et unicité. Une des
inégalités intégrales les plus célébres est celle établie par Gronwall (1919).

Ce document examine la généralisation des inégalités intégrales dans le domaine
du calcul fractionnaire, une discipline mathématique qui a connu une évolution no-
table récemment. Nous nous penchons plus particulierement sur I'étude de 1’extension

d’une inégalité intégrale fractionnaire présentée par Nisar sous la forme suivante :

u(x) < 1) +ko(x) [ — )t u(o)dp, x € [0,%),



aveck, A, M € R’ etu, h sont des fonctions positives, localement intégrable sur [0, X)
avec X < +o00. ¢(x) est une fonction positive, continue et croissante sur [0, X), vérifiant
p(x) < M.

Ces extensions et généralisations sont illustrés par des exemples.

Pour une meilleure compréhension de ce manuscrit, nous avons organisé ce travail

selon la structure suivante :

* Le premier chapitre comprend quelques concepts de base nécessaires liés aux calcul

fractionnaire et quelques résultats importants qui nous serons utile dans la suite.

* Dans le deuxiéme chapitre, nous incluons les inégalités intégrales célébres en une di-
mension, parmi lesquelles la célébre inégalité de Gronwall, de Bellman, de Bihari, et
d’autres encore. De plus, nous avons généralisé les inégalités liées a la classe de Gron-

wall en donnant un exemple.

* Le troisieme chapitre concerne les inégalités intégrales fractionnaires en une dimen-
sion, ot nous avons étudié l’extension des inégalités intégrales du type Gronwall-Bellman
au calcul fractionnaire munis par deux exemples . Ces résultats ont contribué a I’étude
d’une nouvelle classe d’inégalités intégrales, qui ont été publiées dans [4].
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L’index des notations

Dans un souci de praticité, nous avons jugé important de clarifier d’abord certaines
des notations utilisées dans ce mémoire.

R : L'ensemble des nombres réels.

C : L'ensemble des nombres complexe.

IN : L'ensemble des nombres naturels.

r() : La fonction Gamma d’Euler.

B(.,.) : La fonction Béta.

log(.) : Lelogharithme népérien.

Iy : Lintégrale de Rieman-Liouville d’ordre «.

D; : La dérivée de Riman-Liouville d’ordre a.

uly : Lintégrale de Hadamard d’ordre «.

uDj : La dérivée de Hadamard d’ordre a.

I; : L'intégrale k-fractionnelle de Riemann-Liouville d’ordre a.
HI : L'intégrale k-fractionnelle de Hadamard d’ordre «.




CHAPITRE

CONCEPTS FONDAMENTAUX

Nous aborderons dans ce chapitre, en premier lieu I'étude de certains concepts
fondamentaux nécessaires dans notre mémoire sur le calcul fractionnaire. Parmi ces
concepts, nous désignons : les fonctions spéciales telles que la fonction Béta et la fonc-

tion Gamma , les dérivéés fractionnaires, les intégrales fractionnaires, etc..

Le calcul fractionnaire, bien que pas nouveau, étend la différentiation et I'intégra-
tions aux ordres non entiers, remontant aux travaux pionniers de Leibniz, Gauss et
Newton. Au 19 éme siecle, des mathématiciens comme Rieman (1847), A.K. Grun-
wald (1867 - 1872) et A.V. Letnikov (1808-1872) ont contribué a ce sujet. Récemment, il
y a a eu une croissante significative dans 'étude des équations différentielles fraction-
naires, avec de nombreuses applications dans des domaines tels que la viscoélasticité,
la théorie du contréle, la biologie et 1’électromagnétisme.

En second lieu, nous rappellerons quelques lemmes importants qui nous seront
utiles par la suite.

Toutes les informations fournies dans cette partie sont basées sur les refferences sui-



6 1.1. Fonctions Spéciales

vantes : ([4], [5], [7], [12], [14], [19]).

1.1 ~ FonctionsSpéciales

Nous allons rappeler certains concepts fondamentaux de la fonction Gamma et de

la fonction Béta qui jouent un role essentiel dans le calcul fractionnaire.

La fonction Gamma

Définition 1.1.1 La fonction Gamma d’Euler I'(.) est définie par I'intégrale suivante :

+o00
) = / 2-Tetdt, a >0 (1.1)
0
Exemple 1.1.1
TR a1
ra) = / e 't 1dt
0
+o00
:/ e tdt
0
— —t)+o0
=[—e""lg
=1
Exemple 1.1.2

—+o0
rQ) = / o214t
0

—+00
= / te tdt
0

rQ2) =[—te'—e']§™

Une intégration par partie donne :

=1

Quelques propriétés de la fonction Gamma
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propriétés 1.1.1
1) Une propriété importante de la fonction Gamma I'(.) est la relation de récurrence suivante :

I'a+1)=al(a), «>0. (1.2)
2) La fonction Gamma généralise la notation de factorielle, i.e.,
VneN, I'(n+1) =n! (1.3)

Preuve :
1) Va > 0, nous avons :

+o00
I'(a+1) :/0 e fthdt

—+o0
- [—t“e’t]goo + /0 ae tlgy

+oo
= oc/ et lgy
0

=al(a).
2) Pour tout n entier naturel, et d’aprés nous avons :
I(n+1) =nl(n)
=nn—1IT'(n-1)
=nn—-1)(n—2)T'(n—2)

=n(n—1)(n—2)(n—3)... I'(1)

= n!
Exemple 1.1.3
re) 4
2I'(4) 2 x 3!
4 x3
- 2x 3!




1.1. Fonctions Spéciales

La fonction Béta

Définition 1.1.2 La fonction B(.,.) est définie sur Ry x R par :

1
Buﬂ)zz;ﬁﬂu—wwﬁﬁ.

Exemple 1.1.4 Six = 1ety = 3, nous avons
1
B(1,3) :/mfﬂ%t
0
1
= / (1+ > — 2t)dt
0
1 1 1
:/ 1dt+/ tzdt—Z/ tdt
0 0 0
1

-] [,

Remarque 1.1.1 La fonction B(.,.) est symetique, c’est-d-dire

B(x,y) = B(y,x), (xy) € Ry xRy

La Relation entre la fonction Gamma et la fonction Béta

B(x,y) =

Exemple 1.1.5

(1.4)

(1.5)
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Qeulques intégrales et dérivées fraction-

1.2

naires

Dans tout ce qui suit, nous considérons : f : [a,b] — R tel que —o0 < a < b < o0

1.2.1 Intégrale et dérivée fractionnaire au sens de Rieman-Liouvilles

Définition 1.2.1 L'intégrale fractionnaire de f au sens de Rieman-Liouville d'ordre o > 0, si
elle existe, est définie par :

(BN = Fag [ = e, (x> a)
e Dans le cas ol « = 0, nous avons

(Iaf)(x) = f(2).

Exemple 1.2.1 Nous considérons la fonction f définie par :
f(x) =(x—a)f, on p>-1
(L)) =IL(x—a)f,
- ﬁ /ax(x — ) (t —a)Pdt,
pour évaluer cette intégrale, nous posons le changement de variable :
t=a+(x—a)7,

nous obtenons

dt = (x—a)dr,
t =a=a+(x—a)t=a=>1=0,
t =x=a+(x—a)t=x=>1=1,
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alors
[(x—a)f = ﬁ /01(x Ca— (x—a) D) Y ((x — a)T)P(x — a)dr
_ ﬁ /Ol(x — ) (1= 1) Y (x — a)PrP(x — a)dt
_ % /01(1 _ ) lebr
- %B(a,ﬁ L)
- r(l;go})&(f;i)l) (v —a)*
- r(i(f;i)l) (x = a)**?.

Définition 1.2.2 La dérivée d'ordre & > 0 au sens de Rieman-Liouville de la fonction f, si
elle existe, est définie par :

0@ = () @HE

oy (i) | Gty veoe

tel que n = [a] + 1, oul [«] est la partie entiére de .

(1.6)

Cas particulier: Sia =m € Nalors :

(D' f)(x) = f")(x).

Remarque 1.2.1
e Si0<a<,alorsn=1,don

(DIN) = Fragag /. (=0 F (o)

Exemple 1.2.2 Soit f(x) = (x —a)P, B > —1

Dix—a) = (1) -*(x—ay,

10
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nous avons trouvé

n—u« _ r(ﬁ—i_l) n—«
=0 = g

alors

o9 = (8) (b itge-or-)

= F(‘Bz_(firll)_a)(ﬁ-l—n—oc)(ﬁ—i—n—(x—1)...(/3—oc-|-1)(x—a)ﬁ_”‘

rg+1) TI(B+n—a+1)

—g)Pe
“Ttitn—a) T—atzDn & 97"
Donc (B+1)
(Daf)(x) = W( —a)Pe, (1.7)
Sion pose B = 0 dans l'identité|1.7\nous obtenons :
DM = — 1 (x—a)® (1.8)

I'l—uw)
Ce qui montre que la dérivée de Rieman-Liouville d"une constante n’est pas nulle.

Lemme 1.2.1 Supposons que 0 < « < 1, et que f est une fonction continue, alors
Df(If () = f(#). (1.9)

1.2.2 Intégrale et dérivée fractionnaire au sens de Hadamard

Définition 1.2.3 Soit « > 0, I'intégrale fractionnaire de type Hadamard pour une fonction f,
si elle existe, est définie par :

(g5 f)(x [X)/ log t)?, (x >a>0).

Définition 1.2.4 La dérivée fractionnaire d’ordre . > 0 au sens de Hadamard de f, si elle existe,

11
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1.2. Qeulques intégrales et dérivées fractionnaires

est :

(HDE)() = g7

oun=[a] +1.

1

n—au)

(3

d

dx

dt

)n / ’ (Zng)"_“_l fOF, (x>a>0), (@110

Exemple 1.2.3 Nous considére la fonction f définie par :

nous avons alors

par le changement de variable y =

f:x—)(logg)ﬁ, avec B> —1

(wD%) (10g*)" =

(uDf) (1

os3)’

1

AN £\ P dt
r(n—_a)(’%) |, (tes) ("ga) T

logt
ngc , hous obtenons
logy
" —a+t
. <X%> (logg)n ’ 'B/l /3(1_ )n a=17
- F(n—oc) 0 ‘u ]/l “I/l,
T(B+1) d\" x\ n—atp
CT(hn—a+p+1) (xdx) (loga> ’

5 1
nous prenons f = 5 et = 5 alors nous aurons

Si nous prenons o« = ~ et f = 0, alors
1 x\0 r(1) ! xy: 1 >
2 —_ _— _— — = — —
(D7) (loga> r(L+1) (xd ) <loga> T (log )

12
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e Diaz et Pariguan [13] ont introduit la fonction K-Gamma T (.) définie par :
ru@::Amf¢w4dt (a,k > 0) (1.11)
qui satisfait les relations suivantes :
Ti(a+k) = aly(a), T(k) =1 (1.12)

En utilisant la fonction k-Gamma T, Mubeen et Habibullah ont introduit l'intégrale k-
fractionnelle de Riemann-Liouville d’ordre a suivante :

(R = gy [, =0 FOd, (wk>0) (1.13)

L'intégrale k-fractionnelle de Hadamard d'ordre « € R’ est définie par :

X 4

(aliaf) () = g | (los3) FOF, x>0 s

1.3  Quelquesinégalités importantes

Lemme 1.3.1 Supposonsa >0, p > q > 0et p # 0, nous avons :
pour tout € > 0,

q=r
4

ar P75 (1.15)

AN
<

Sis
p

Lemme 1.3.2 Soient b et f deux fonctions continues sur | = [a,+oo[. Soit v une fonction
différentiable sur |, et on suppose que pour tout t € |,

o() < b(t)o(t) + £(1), (1.16)

alors pour tout t € |, nous avons

MUSUM)xwp<L%@M§—hAU@)XMp(L%@WM)%. (1.17)

13
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Lemme 1.3.3 Soient « > 0, a, b, u des fonctions continues définies sur R ..
Alors, pour t > 0, l'inégalité

D¥u(t) < a(t) + b(t)u(t), (1.18)

implique

s

u(t) < u(0)exp {/0””“) b (sT(1+a))+) ds} v ﬁ /Ot(t ) lg()

F(i[Jroz)

X exp {— /r(i‘:“) b ((sF(l +oc))%) ds} dat.

14



CHAPITRE

2

INEGALITES INTEGRALES

Dans ce chapitre, nous aborderons les inégalités intégrales (Integral Inequalities) dans le
cas unidimensionnel. Nous commencerons par mentionner certaines célébres inégalités inté-
grales unidimensionnelles qui ont été prouvées par plusieurs mathématiciens éminents tels que
Gronwall, Bellman, Bihari et autres.

Ensuite, nous examinerons deux généralisations de type Gronwall. L'accent sera mis en
particulier sur le Théoréme 2.2.1 qui fournit des généralisations importantes de certaines in-
égalités intégrales classiques, et nous montrerons comment l'appliquer pour obtenir des bornes
explicites sur les solutions de certaines équations différentielles intégrales.

15



16 2.1. Célebres inégalités intégrales unidimensionnelles

Célebres inégalités intégrales unidimen-

sionnelles

Dans cette section, nous allons citer quelques célébres inégalités sans démonstrations. Pour

plus de détails, le lecteur pourra se référer a ([11, [2[], [31, [8], [9], [101, [15], [16]).
Dans la théorie qualitative des équations différentielles, les inégalités de type Gronwall a une
variable pour les fonctions réelles jouent un role trés important.

e En 1919, Gronwall a établi une remarquable inégalité dont I'énoncé est :

Théoréme 2.1.1 [9] Soit u une fonction continue définie sur l'intervalle | = [w,x +h], aet b
sont des constantes positives. Si l'inégalité

0 < u(t) < /t[bu(s) valds,  te], 2.1)

est vérifiée, alors
0 <u(t) <ahexp(bh), te]. (2.2)

e En 1943, Bellman a prouvé l'inégalité intégrale suivante :

Théoréme 2.1.2 [1] Soient u et f deux fonctions continues et positives pour t > « et c une
constante positive, alors I'inégalité

u(t) <c-+ /tf(s)u(s)ds, t>a, (2.3)

est satisfaite, alors
t
u(t) < cexp (/ f(s)ds), t> a. (2.4)

L'inégalité donnée dans ce théoréme porte le nom d’inégalité de type Gronwall-Bellman.

® En 1956, le théoréme suivant a été développé par Bihari.
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17 2.1. Célebres inégalités intégrales unidimensionnelles

Théoréme 2.1.3 [3| Soient u, f deux fonctions continues et positives, définies sur R, w une
fonction croissante et continue définie sur R, vérifiant w(x) > 0 pour tout x > 0 et k une
constante positive,

u(t) <k+ /Otf(s)w(u(s))ds, 0<t<ty (2.5)
est satisfaite pour tout t € R, alors
u(t) < G <G(k) + /Otf(s)ds), 0<t<h (2.6)

ou G est solution de I'équation intégrale suivante

T
——ds, r9>0,r>0 (2.7)

=

et G~ est la fonction inverse de G et t; € R est choisi de telle sorte que
t
{G(k) —1—/ f(s)ds} € DomG™ ™. (2.8)
0
pour tout t € Ry inclus dans l'intervalle 0 < t < ty.

® En 1957, Ou-lang a montré une variante du Théoréme[2.1.2|dans un cadre non linéaire.

Théoréme 2.1.4 [15] Soient u et g deux fonctions continues et strictement positives sur R.
Soit ug une constante strictement positive.
Si l'inégalité suivante est satisfaite,

[u(t)]? < u3 —|—2/Otg(s)u(s)ds, (2.9)

alors ,
u(t) < uo—|—/0 g(s)ds. (2.10)

e En 1958, Bellman a proposé une autre version du Théoréme de la maniére suivante :

17



18 2.1. Célebres inégalités intégrales unidimensionnelles

Théoréme 2.1.5 [2]] Soient u et ¢ deux fonctions continues et positives sur I = [a, B] et soit
n(t) une fonction continue, positive et croissante définie sur I. Si l'inégalité

u(t) <n(t)+ /atg(s)u(s)ds, tel, (2.11)

est satisfaite, alors

u(t) < n(t)exp (/l:g(s)ds) , tel.

e En 1969, Gollwitzer a généralisé le résultat de Bellman (Théoréme de la maniére

suivante :

Théoréme 2.1.6 [8] Soient u, f, g et h des fonctions continues et positives sur I = |, B]. Si
l'inégalité

t
u(t) < (1) +g(t) [ h(s)u(s)ds,

o

est satisfaite, alors

t

u(t) < £ +5(t) [ h(s)f(s)exn h()g(0)do)ds,t € 1.

o

e En 1971, Gyori, I a proposé une version alternative du Théoréme

Théoréme 2.1.7 [10] Soient u et B deux fonctions continues et positives sur I = [ty, 00), et
soient f, g et a des fonctions différentiables avec f positive, g positive et croissante et a positive

et décroissante. Supposons que

u(t) < f(t) +a(t) | P(s)g(u(s))ds.

Si
1

f(t) {m —1} <0, surl,

pour toute fonction continue et positive y(t), alors

() < 6 {6 () + [ [w(s)B(6) + £ (51 |

18



19 2.2. Généralisation de type Gronwall

ou G est solution de I'équation intégrale suivante :

t 1
Gt:/—ds, t>tg>0,
0= 2® 0

G ! est la fonction inverse de G.

{c<f<to>> + [ )6 +f'<s>]ds} & DomG,

2.2  Geénéralisation de type Gronwall

Théoréme 2.2.1 [16] Soient u, a, b, f et h des fonctions continues positives définies dans R+
et p > 1 une constante.
(a1) Si pour tout t € R

uP(t) <a(t)+0b(t) /Ot[f(s)u”(s) + h(s)u(s)]ds, (2.12)

alors, pour tout t € R4

u(t) < {a(t) o0 [ t [f(s)a(s) + h(s) (’”le + @)] x efstb<f>(f<f>+’?)dfds}’l’

(2.13)
(ap) Soient k(t,s) et sa dérivée partielle %k(t, s) des fonctions continues positives d valeurs
dans R pour tout 0 < s <t < oco. Si pour tout t € R4
t
uP(t) <a(t)+b(t) / k(t,s)[f(s)uP(s) + h(s)u(s)]ds, (2.14)
0

19



20 2.2. Généralisation de type Gronwall

alors, pour tout t € Ry

1

u(t) < {a(t) + b(t) /OtB(s) exp (/:A(T)dl’) dS}p ,

ou, pour tout t € R4

A(t) = k(t, £)b(t) (f(t) + @) + Ot %k(t,s)b(s) (f(s) + @> ds,

p p
-1 t to -1
B(t) = k(t, £) (f(H)a(t) +h(t)) (’9— + @) + [ Sk(t,s) [f(s)a(s) + h(s) (’”— + @)} ds,
P p 0 of P p
Preuve : Nous démontrons au préalable I'inégalité célébre suivante :
aP b
Va,b>0, [Zbg ?4—;, (215)

avec : — + — = 1, que nous utiliserons par la suite.
p

Nous avons : la fonction x — exp(x) est convexe. C’est-d dire, pour tout x, y € R et pour
tout € [0,1],
exp(ax + (1 - a)y) < wexp(x) + (1 a) exp(y),

1
en choisissant, & = Y x = log aP et y = log b, nous trouvons exactement le résultat|2.15

Remarquons que I'inégalité est équivalente a :
b

+ - (2.16)
q

Nous allons maintenant démontrer de Théoréme[2.2.1)
(a1) Nous considérons la fonction définie par :

(0 = [ IF6)(s) +h(s)u(s)las.

20



21 2.2. Généralisation de type Gronwall

Alors z(0) = 0 et I'inégalité 2.12] implique :
ub(t) <a(t)+b(t)z(t),

u(t) < [a(t) + b(t)z(1)]F x (1) 7.

L'inégalité[2.16|résulte que

D’oni

Le Lemme[1.3.2|résulte que

20 < [ 7t +hs) (22 8D e ([ ot) (pio) + 1 ) e s,

Des lors,
ub(t) <a(t)+b(t)z(t),

nous obtenons l'inégalité souhaitée.

(ap) Nous considérons la fonction définie par

()= [ Kt [F5) () + hs)us))ds

21



22 2.2. Généralisation de type Gronwall

alors z(0) = 0 et

Z(t) =k(tt)[f(H)uP(t) +h(t)u(t)] + /Ot %k(t,s)[f(s)u”(s) + h(s)u(s)]ds

< k(t,) {f(t) {a(t) + b(H)z(t)} + h(t) {’7 . Ly ”’S) + bg)z(t)H

+ [ 5ik(e9) £ {als) + b(s)z(6)) +ts) (B2 4 204 20 )

< kv (£ + 520 ) + [ Skt omts) (£(6)+ 7 ) as) =00

+k(t,t) (f(t)a(t) + h(t) {Ple i ?D

= [ k) { o) +nis) (22410

— A(t)z(t) + B(¢).

En appliquant le Lemme nous obtenons :
t t
z(t) < / B(s) exp </ A(T)dT) ds,
0 s

ub(t) <a(t)+b(t)z(t).

ainsi,
Le résultat est clair.

Exemple 2.2.1 Nous allons appliquer le Théoreme ( partie 1 ) pour obtenir une borne
explicite sur la solution d'une certaine equation différentielle.

uP= L)' (t) + F(t,u(t)) = r(t), u(0) = ug (2.17)

ou p > 1 est un nombre réel fixe, ug est une constante réelle, et u,r : Ry — R,
F : Ry X R — R sont des fonctions continues. Il est facile de vérifier que le probléme
est équivalent a I'équation intégrale

() up

» . +/0 F(s,u(s))als:/0 r(s)ds. (2.18)

22



23 2.2. Généralisation de type Gronwall

On suppose que F satisfait la condition
[E(E u)| < h(t)[ul,

o h : Ry — Ry est une fonction continue. Il s’ensuit de[2.18que

(o) < a()+p [ hE)lu(s)lds,

t
avec a(t) = |up|? + p/ |7(s)|ds, en appliquant le Théoréme 2.2.1| qui tient avec f(t) =
0

pour tout t > 0, nous obtenons une limite de la solution de|2.17|qui est :

(b < [a(t) + p/Oth(s) (”—;1 + @) exp (/Sth(r)dr) ds] d

0

23



CHAPITRE

3

INEGALITES INTEGRALES
FRACTIONNAIRES EN DIMENSION
UNE

Dans ce chapitre, nous offrons un apercu des extensions des inégalités intégrales de type
Gronwall-Bellman et Bihari dans le contexte du calcul fractionnaire, développées par Nisar,
Kottakkaran Sooppy, Ye Haiping, Jianming Gao, Zheng Bin, et d autres.

Ensuite, nous nous intéressons aux généralisations et extensions des résultats obtenus par
Nisar, Kottakkaran Sooppy et leurs collaborateurs. Nous allons énoncer et prouver quelques
inégalités intégrales fractionnaires en dimension une, de type Gronwall-Bellman et Bihari.

Enfin, la derniére section de ce chapitre est dédiée a l'illustration de ces résultats principaux

par la présentation de quelques exemples. Ces exemples visent a étudier et explorer certaines

propriétés des solutions des équations différentielles fractionnaires.
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3.1. Extension des inégalités intégrales de type Gronwall-Bellman et de type Bihari au calcul
25 fractionnaire

Extension desinégalités intégrales de

3.1  type Gronwall-Bellman et de type Bihari

au calcul fractionnaire

Nous allons énoncer les résultats élaborées par Nisar, Kottakkaran Sooppy, Ye, Hai-
ping, Jianming Gao et Zheng, Bin, sans démonstrations. Pour plus de détails, la lecteur peut

se référer aux travaux ( [14], [20], [21] ).

Ye, Haiping, Jianming Gao et al ont présenté une nouvelle inégalité de type Gronwal-
Bellman pour l'intégrale fractionnaire de Rieman-Liouville dans le théoréme suivant :

Théoréme 3.1.1 [20] Supposons que u, a sont des fonctions positives et localement intégrables
sur [0, T) (avec T < +o0) et g(t) une fonction positive, croissante et continue sur [0, T) avec
g(t) < M ( M est une constante). Si l'inégalité

u(t) <a(t)+g(t) /Ot(t —5)P lu(s)ds, (3.1)

est satisfaite, oul B est une constante telle que p > 0. Alors

u(t) <a(t)+ /ot,; {%(t - s)"ﬁ_la(s)} ds, 0<t<T.

Zheng, Bin, Feng, Q.H ont étendu une inégalité intégrale de type Bihari au calcul fraction-
naire pour l'intégrale de Rieman-Liouville.

Théoréme 3.1.2 [21] Soient u, a, b, g des fonctions positives continue telles que a et b sont
des fonctions croissantes et & > 0 est constante. Soit w une fonction continue, croissante et
positive, vérifiant w(r) > 0 pour r > 0. Si I'inégalité

u(t) <a(t)+ (1) Ot(t — )" Lo(s)w(u(s))ds, t>0, (32)
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3.1. Extension des inégalités intégrales de type Gronwall-Bellman et de type Bihari au calcul
26 fractionnaire

est satisfaite pour tout t > 0, alors

u(t) <Gt [G(a(t)) + 113(((?) /Ot(t — )% lo(n)dr|, t>0, (3.3)

ou G est solution de I'équation intégrale suivante

G(o) = /0 (ﬁ) dr, G(ov) < oo,

Nisar, Kottakkaran Sooppy et al ont proposé des inégalités intégrales de type Gronwall,
pour l'intégrale k-fractionnaire de Rieman-Liouville et I'intégrale k-fractionnaire de Hada-
mard comme citées dans les théorémes suivants :

Théoréme 3.1.3 [14]] Soient u, h des fonctions positives, localement intégrable sur [0, X) avec
X < +o00. Soit ¢ une fonction positive, continue et croissante sur [0, X), vérifiant ¢p(x) < M.
Si l'inégalité

u(x) < 1) +ko(x) [ (=)t (o), (x € [0,)), (3.4

est satisfaite, ou k, A, M € R? , alors

ke (
v 3 LOIBIE eyt oo, (xef0.3). 63)
Théoréme 3.1.4 [14] Soit u, h des fonctions positives, localement intégrable sur [1, X) avec

X < H-o0. Soit ¢ une fonction positive, continue et croissante sur [0, X), vérifiant ¢(x) < M
pour tout x € [1,X) et M € RY.. Si I'inégalité

u(x) < h(x) + k¢(x) /: (log%) u(p)%p, (x € [1,X)). (3.6)

est satisfaite, ou k, A € R*, alors

{k¢ LAY o, x\"Edp
Z ) . (log(—)) h(p)?, (x€[1,X)). (3.7
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27 3.2. Récentes généralisations

3.2  Reécentes généralisations

Cette partie est didiée principalement aux généralisations des résultats obtenus par Nisar,
Kottakkaran Sooppy et al. Cette partie est extraite du travail [4].

Nous allons énoncer et prouver quelques récentes inégalités intégrales fractionnaires en
dimension une de type de Gronwall-Bellman et de type Bihari [4].

Théoréme 3.2.1 Supposons que k € RRY et A € R, h et u sont des fonctions positives et
localement intégrables définie sur [0, X) avec X < 400, ¢ une fonction continue, positive et
croissante sur [0, X), vérifiant ¢(x) < M avec M € R%.. Si I'inégalité

(1) < h(x) +kp(x) [ (x = p)ENulp)dp,  (x € [0,5)), (3.8)

est satisfaite, ou p # 0, p > q > 0. Alors

u(x)g{fz(xwi{k";(")w” x(x—p)”ﬁ—lfz(p)dp}p, (xe[0,X), (9)

=1 Fk(n/\) 0
ou )
() = h(x)+ kx’” “ehxtg(x),
(3.10)
- a-p
Blx) = e o),
avec € > ( est une constante.
Preuve : Désignons la fonction z(x) par :
X A_
2(x) = h(x) +kp(x) [ (x=p)t (o),
alors, nous avons
1
u(x) <zr(x), (xe€]0,X)) (3.11)
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28 3.2. Récentes généralisations

il s’ensuit que

X
A ]
Kk

2(x) < h(x) +kg(x) | (x—p)

0 27 (p)dp, (x € 0,X)), (3.12)

nous utilisons le lemme pour tout € > 0, nous obtenons facilement :

q

2(x) < h(x) + k¢(x) /Ox(x _ )il <%e”7’z(p) + ?sp) do, (x €10,X)). (3.13)

La précédente inégalité peut étre réécrite de la maniére suivante :

x A
k

2(x) < h(x) +kp(x) [ (x—p)

'z(p)dp, (3.14)

oit h, ¢ sont données par[3.10]
Appliquons le Théoréme[3.1.3|a cette derniére, nous déduisons 1'inégalité souhaitée 3.9

Remarque 3.2.1 Si nous prenons p = q = 1, le Théoréme 3.2.1| sera semblable au Théoréme

B.13

Théoréme 3.2.2 Soient k, A, p, q définis comme dans le Théoréme. De plus, soient h et
u des fonctions positives et localement intégrables définies sur [1, X) avec X < +o0. Soit ¢(x)
une fonction positive, croissante et continue sur [0, X) qui est bornée sur [1,X), c’est-a-dire,
¢$(x) < M pour tout x € [1,X) et pour un certain M € R*.. Supposons que les fonctions h,
u et ¢ satisfaissent l'inégalité suivante :

v\
P (x) < h(x) + k(x) /1 (ZOgE) uq(p)%", (x € [1,X)), (3.15)

est satisfaite, ou p # 0, p > q > 0. Alors

n=1 P ?
(3.16)
ou -
h(x) =h(x)+ P— qsr’kqb(x) /x (log—) ' d_p
! P (3.17)
$x) =T 9(x)
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29 3.2. Récentes généralisations

Preuve : Définissons la fonction z(x) par

gy A
W (x) < h(x) + k() [ (ZOgE) uq(p)%p, (x € [1,X)).

Alors, nous avons

il en résulte que

x 2\ E dp
2(x) < hx) +ho() [ (logT ) ()T (xe X))
nous utilisons lemme[1.3.1} pour tout € > 0, nous pouvons aisément parvenir a
x -1 q-p 9\ d
2(x) < h(x) + ko (x) /1 (log%) (%el’z(p) + %w) ?P, (x € [1,X)).

Cette derniere, peut etre réecrite de la maniére suivante

. N x x dp
() <) +kp(x) [ (103 )" =0)%,
oit i et ¢ donnée par

En appliquant le Théoréme a l'inégalité ci-dessus, nous pouvons obtenir l'inégalité sou-
haitée[3.16]

Théoréme 3.2.3 Soitu, ¢, h € C(R4,Ry) telles que h, ¢ sont des fonctions croissantes. Soit
g : Ry — R une fonction différentiable croissante sur |0, +oco| telle que sa dérivée premiére
est continue et décroissante sur |0, +oo[. Si I'inégalité

W) S B() e [N s p)de, (xe0.X),  318)

est satisfaite, ou p > g > 0et p #0, 0 < a < 1. Alors

" 1

p

u(x) < {h(x) + F(l{x)qb(x) /Ox(x — o) (o) x exp (- /Fp(;*” b ((T(1+a)) ds> dp} ,
T(14a)
(3.19)

29



30 3.2. Récentes généralisations

ou
hix) =g (ﬂsqiﬂph(x) +P= qez) ,
5 q ’f” (4 q’p” pP—q.; (3.20)
x) =-¢7 ¢(x ~e 7 h(x)+ sp)
b) = L7 gl (L7 nn +
Preuve : Définissons la fonction v(x) par
_ 1 X . a—1 q
o) = ey o =00 e (w o), (3.21)
ainsi, Nous avons
1
u(x) < (h(x) +@(x)o(x))r,  (x €0, X)). (322)
Appliquons le Lemmel[I.3.1]a cette derniére, nous obtenons pour tout & > 0
mu)ggﬁfwuo+¢uwu»+P;qJ, (3.23)
appliquons le Lemme1.2.1)a[3.21]et en utilisant nous avons
]
Do(x) < g ((h(x) + p(x)o(x))7 ), (3.24)

et

Dio(x) < g (17 (h(x) + gx)o)) + L1t ).

Par une simple application du théoréme de la valeur moyenne a la fonction g, nous aurons pour
tout x1 > y1 > 0, il existe ¢ €y, x1] tel que

g(x1) —g(y1) = &' () (x1 —y1) <& (y1)(x1 — 1),

ensuite
Div(x) < g (ﬂsq?ﬂph(x) P qsz) + zegg’ (ﬂeqr’ h(x) + P— QSZ) p(x)v(x),
p p p p p
la derniére inégalité peut étre reformulée
Dfo(x) < h(x) + $(x)v(x), (3.25)

ot i et  sont données par
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31 3.2. Récentes généralisations

Faisons appel au Lemme[1.3.3) I'inégalité ci-dessus donne

v(x) < ﬁ /Ox(x —0)* (p) x exp {— /r’fiﬂ ¢ ((sl"(l + zx))%> ds} dp. (3.26)

T(14«)
Le résultat souhaité découle des deux inégalités[3.26]et [3.22]

Corollaire 3.2.1 Supposons que toutes les conditions du Théoréme sont vérifiées. Sil’in-
égalité

1

u&)g{mm+¢zgwm[ﬂx—m“Hm»xwp<—/$”4%@H1+wﬁ)%>@}ﬂ

I(1+a)

=

q p— ‘7
x) = arctan sPhx+ );
(x) (p (x) ;

. 187¢(x>
(P(X) = N2
1+ ( g p h( ) + %sr’>

Corollaire 3.2.2 Supposons que les hypotheéses du Théoreme|3.2.3|sont vérifiées. Si l'inégalité

W) < B3)+ 0 [ (e p)* Hog(Lk wt(p)dp,  (x € [0,X),

est satisfaite, alors
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ou
h(x) =log (1 + 1% h(x) + P— q€Z> /
P p
A Le'7 g(x)
(P(X) - q—r 9q
1+ (gsph(x) + %sv)

Théoréme 3.2.4 Supposons que toutes les hypothéses du Théoreme sont vérifiées.
Soit S € C(IR%, R..) une fonction continue satisfaisant

0< S(t/xl) - S(t/yl) < L(t/yl)(xl _yl)l X1 > Y1 > 0/ (327)

pourt € [0,X)et0 < a < 1,00 L: R — R, est une fonction continue. Si l'inégalité

uP (x) < h(x) + r(la)cp(x) = o1 o, (e)d, (3.28)

est satisfaite, alors

" 1

1 e Mita) 1 g
u(x) < {h(x) +(p(x)m/0 (x —p)* hy(p) x exp {_/r(f(ia)) P ((sF(l —Hx))a) ds} dp} ,
(3.29)
oul
hi(x) =S{x, ie%h(x)—i— P45 ,
(x5 .

Preuve: Définissons une fonction z(x) par

2(x) = % [ =) S (o, 0)) o, x € [0,X), (3.31)
lllOVS, nous aoons
z(0) =0,
u(x) < (h(x) + ¢(x)z(x)) 7. (332)
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En appliquant le Lemme[1.3.1} pour tout & > 0

BN
==

w(x) < L5 (h(x) + p(x)2(x)) + LT, (3.33)

‘GIQ
=

par le Lemme nous aurons
D%z(x) = S(x, u1(x)). (3.34)

En utilisant [3.27]et nous obtenons pour tout € > 0

S(x,1(5)) < S(x, (1) + 90z < 5 (3, 25 (1) + p()z()) + £ e )

< 1.5 (x,ﬂsqr’h( )+ P—1 Z) $(x)z(x)+ S <x ﬂEqPPh(x) L P1 Z) ,
p p p p p
(3.35)
en se servant des inégalités [3.34] et 3.35] nous obtenons

w q Lt ( q Lt P—9 ") ( q.1 P— ‘1 >
Diz(x) < —=e? L|{x,—e? h(x)+——e? z(x)+ S x—ePhx+
(x) p p (x) p ¢(x)z(x) p (x) p

= I (x) + ¢1(x)z(x), (3.36)

ot hy(x) et ¢1(x) sont données par[3.30}
Faisons appel au Lemme[1.3.3) nous obtenons

z(x) < “)/ x— )" 1hy(p) exp{ /r;1+“)4> ((sl"(l%—tx))%) ds}dp. (3.37)

I'(1+a)

En combinant [3.37] et [3.32], nous obtenons[3.29,

3.3 = Exemples

Cette derniére partie est consacrée a illustrer ces principaux résultats par la présentation
de quelques exemples dont l'objectif principal est d’étudier et explorer certaines propriétés de
solutions des équations différentielles fractionnaire.
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34 3.3. Exemples

Exemple 3.3.1 Considérons I'équation suivante :
W () = () + s [ (= ) (F(p,u(p))d 3.38)
- F(Oé) 0 P P, u(p P, :
ot F € C(R x R, R) satisfait la condition suivante :

[ECx,u)| < ¢(x)g (u]), (3:39)

et0<a<1lp>1u ¢ € C(Ry,Ry), h € C(R,R) telle que h, ¢ sont des fonctions
croissantes et ¢ : Ry — Ry est une fonction différentiable croissante sur |0, +oo| telle que
sa dérivée premieére est continue et décroissante sur |0, +oo].

Appliquons la valeur absolue sur I’équation nous obtenons

() < ) + g7 (=0 P (o)) (.40

< )|+ 5 ) =) (s u(o) ),

comme ¢ est une fonction croissante, nous obtenons
(P(x) /x ax—1
p < A7/ —
Wl < 1+ Ty Jy &= 8(ule))dp.

Appliquons le Théoréme (pour g = 1) a la derniére inégalité nous obtenons

P

1 x 17 T(i+a) A 1
u(x)| < {|h<x>\ e P [, o) i) x exp (— [ (ra+a)t) ds) dp}
[(1+a)
' (3.41)
ou 11
h(x) =g(5w h(x)| + Eo=er),
. 1 Lp ,<1 177"\11( )|+p—1 ;) (3.42)
X = —¢€ —& X s .
p $ p p
Exemple 3.3.2 Nous allons montrer 'unicité de la solution u de I'équation
u(x) =) + o [ (= ) E(p,u(p))a (3.43)
- F(zx) 0 P P, ulp 0, :
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35 3.3. Exemples

sachant que
[FQe,u) = F(x,0)[ < ¢(x)g(|u —o]), (3.44)

avec0 < a <1, u,v, ¢, h € C(Ry,Ry) et F € C(R x R,R) telle que h, ¢ sont des fonc-
tions croissante et soit ¢ : Ry — Ry une fonction différentiable croissante sur |0, +oo| telle

que sa dérivée premiére est continue et décroissante sur |0, +oo|, vérifiant g(0) = 0.

Admettons que u(x)etii(x) saient deux solutions de alors, nous avons :

uw) =)+ [ ) F ),
1) = b+ [ E G n(e)dp .45

u(x) —i(x) = “(x— )" [Fp,u(p)) — E(p, (p))] dp,
T'(a) Jo

Ainsi
_ 1/~ a1 _
) = 0] = | 5= 00" o)) = Flp o)l de] . (3)
utilisons 10US AUTONS :
()~ )| < &5 "= o gute) - mp) . G47)

En appliquant convenablement le Théoréme a l'inégalité (avec p = q = 1), nous
obtenons que |u(x) — ii(x)| <0, ce qui implique u(x) = ii(x), d'ou 'unicité.
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CONCLUSION

Ce travail a exploré les extensions des inégalités intégrales classiques dans le contexte du
calcul fractionnaire, notamment celle de Gronwall-Bellman et Bihari.

Ces généralisations montrent leur utilité dans I'analyse des solutions des équations diffé-
rentielles fractionnaires.

Les résultats obtenus ouvrent de nouvelles perspectives de recherche, en particulier pour
I'étude de la stabilité et de 'unicité des solutions. En conclusion, ce mémoire met en évidence
l'importance des inégalités intégrales fractionnaires et leur potentiel pour résoudre des pro-
blémes mathématiques complexes.
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