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إهداء
؜ޙ٭݄؇ً، ً ෠੼ڎا اܳ٭ިم و༟؇َگب ؇ዛውَܹ .؇ዛኞ أ྘ོبُ ؇ዛዊ؜ ً ؇ᆇᅡر ೑ಸأ وᎂن ؇ୖ୒ وأَ؇ "؇ୖ୒؇َ" ؇ୖ୒ أَ؇ ڢ؇ل ݆݁
"وݬܹب". มฃوܳـܝ ଫଃاܳـܝټ ؇ዛኞ ۊ๤ཏت ً وޗݠڢ؇ ڢ؇ݿ٭۰، ً دروً؇ ೑಻Ⴄ၍ ،ᄭᄥ݁ފٺۜ٭ ೑಻Ⴄ၍ ان ًأڎ ؇ዛውܹڣأ

ሌᇿا ਍ಱޙݠ ᄳᄟႤ၍ي ሒᇖ؇༶وܳٷ ๴ཏܳٷڰ اَޙݠ اܳ؞؇ل؇ت ްᆙᆊا أدر܋ب ᄩᄥًڰݯ اᄳᄟي Մ៰Ղ ا৵৥ৠڎ وᎂ݁ٺٷ؇َ؇ً، ً وނଲ୍ا ً ۋٴ؇ Մ៰Ղ ا৵৥ৠڎ
ا۱ڎل۬: اᄳᄟي اৎ৊ٺިاݪؕ اܳأ݄ܭ ۱ڍا ۰ً؇൞ശܳ มฃوڣگ اᄳᄟي Մ៰Ղ ا৵৥ৠڎ ً۬ اڣٺۛݠ ً واڢأ؇ وأݬٴں Մ៰Ղا ًڰݯܭ ౫౜ళگݑ ݁أ۠ݞّ۬،

ا༥ීෂܭ ୒ୖڍا اَ؇ إ଩ଐ༟از ႟ၽًو ܳگٴ۹ ๤ཇف ً ఈః݁؇༡ اܳފ݄؇ء ؜ٷ؇ن ሒᇭ ً ༟؇ܳ٭؇ إᆙᆊ޶ ߌߵُدد ، ً ੅਼ݠا ۬ᆙᆊا ᆇᅵܹب اᄳᄟي اܳأݞߌ߳ ሌᇿا
. اܳأݞߌ߳ واᄴᄟي ሌᇿا اܳأ޺޾ لݑ ޗݠ ሒᇿ ࡺࢋࢦ۳ڎ ሒᇀدر ؜݆ ا৙৑ނިاك ۋݱڎ اᄳᄟي ሌᇿا واܳިڢ؇ر ً؇୒ୖ٭ٴ۰ Մ៰Ղا ᄩᄥၯ၍ ݆݁ ሌᇿا ۬਍ಸ إ

྾ཟّ ؇ዛኤد؜ިا ޖܹب มฆܳا ሌᇿا ،ጵ጑݁ دون ௧ਤܳފ؇ً ሒᇃڎஓ୷ وۏިد۱؇ Ⴄ၍ن ݆݁ اܳޚ؇۱ݠ، ሒᆞఈః݁ وا৙৑ࢻࣖل۰، ሌᇿو৙৑ا ۰ᆇᅦاᄴᄟا ೑಻Ⴄ၍ ݆݁ ሌᇿا
؇۳ၯ၍ ሒᇆزا؇෠ຶᎂو ঌॻ༡اਵਦ ا۱ڎل۹ لܝ݆، ቕረ ৖৑ިܳك اᄳᄟي ا෠ຶ৕৑؇ز ۱ڍا أ۱ڎل۹ มฆ݄۳ܹ݁و ॷड़भިٴො੼و ሒᇧأ ،ሌᇿو৙৑ا มฆగఒ݁أ ،ً؇ஓ୴دا اᆙᆊ޶
وأ؜ޙܾ ؜ިض ଫଃ༠ ل؇ ؕᆇᅹأ ቕረ؇اܳأ ؜݆ ۹ً ا܋ٺڰ٭ب .ม฀ّأ لݯ݄ڎ اᄳᄟي و؜ޚ؇ف۹ ، ঌॻ༥৙৑ ۹༡؇ܳـܝڰ ቕ቉ ሌᇿިగጻዧ واܳټٷ؇ء ڣ؇ܳڰݯܭ
. ሒᇿ ً ا݁؇ ๤དྷྟܳا ݆݁ اݬޚڰ؇ك Մ៰Ղا ৙৑ن ᆙᆘٺٷ۬ ،ᄭᄟިዝཏܳ؇ً ً ො੼ڰިڣ؇ لܝ݆ ቕረ ً لگ؇ ޗݠ ً ݁أ؇ ݁ݯ྘ٷ؇ اܳލ؇ق ሒᇀدر ሒᇭ اܳٷިر ሒᇿ ܋ُٷبِ ݿٷڎ،

೑ಸ؇اܳټ ௧ਤܹݪ ሌᇿا ،ሒᇆًگڎرا وأ݁ٷިا ሒᇀ لڰٺۛݠون ݆݁ ሌᇿا ،؇ዛኤިوݬڰ ሒᇧ؇أل ଫଃ༠ة ሌᇿا
وأᆙᆊ؇ء. ل؇ل ڣݠ ሒᇆاۊިا ؇݄ዛዀܝٺොෘ ሒᇭ واܳފأ؇دة ؇݄ዛዀྡྷًأ٭ اܳٺڰ؇ؤل أرى ݆݁ ሌᇿا ሒᇧ؇أل وأ݁؇ن

أ܋ྥފص ًިۏިد۱݆ ݆݁ ሌᇿإ ..ሒᇆ؇ۋ٭ ۰గఒޖ ଫଃ਍ಾ ݁ٺگڎة ᆙᆍިع ሌᇿإ .. أ؜ٺ݄ڎ ݆ዛዀܹ༟و ଫଊأ܋ ݆ዛኞ ݆݁ ሌᇿإ
ݬިڣ٭؇. ਵਦوة، ،มฆܳ؇༠ ،ሒᇆڎ༥ ሌᇿا اࠍ੆٭؇ة ปฃ݁أ ݁أ۳݆ ؜ਵڣب ݆݁ ሌᇿإ ..؇ୖ୒ ༡ڎود ৖৑ وො੼ٴ۰ ڢިة

ሒᇭ؇اܳݱ اܳݱڎق ؕਃಸ؇਍ಱ ሌᇿإ واܳأޚ؇ء ً؇ܳިڣ؇ء و଩ଃஓ஄وا ً؇༠৕৑؇ء ොູߺࠊ ݆݁ ሌᇿإ ..ሒᇧأ ݆۱ᄴᄥّ ቕረ ሒᇆاܳߺࠊا ا৙৑ۊިات ሌᇿا
اܳٷ༶؇ح لݑ ޗݠ আॻ༟ ௧ਤ݁ Ⴄ၍َިا ݆݁ ሌᇿإ ๤ངت ۰਍ಱݞ੆واࠍ اࠍ੆ߺࠊة اࠍ੆٭؇ة دروب ሒᇭ ܾዛውوߓߵڣگ ݿأڎت، ݁أ۳ܾ ݆݁ ሌᇿإ

ܳ٭ٷ؇. ۏዛዀ؇ن، ،ଫଃ؜ٴ ،༠ߺࠊد، ปᘟኡ ሒᇆ؇ݬڎلگ أݪ٭أ۳ܾ ৖৑ أن ሒᇃިగఒ༟و أ༥ڎ۱ܾ ܋٭ژ ؜ਵڣب ݆݁ ሌᇿإ ଫଃ᛻੅واࠍ
لࠔࠫ. ޗݠ ሒᇭ أۋ٭؇َ؇ ّگژ ೑಻Ⴄ၍ มฆܳا ۰గఒاܳޙ ل๴ཟء وَިرا ۱ڍا มจොຳ ሒᇭ ሒᇿ ؜ިَ؇ Ⴄ၍َިا દઊᄳᄟا
واৎ৊أߺࠊ݁؇ت، وا৙৑ڣႤၽر واዝཏྥܳ٭ఈఃت اৎ৊ފ؇༟ڎات ሒᇿ وڢڎ݁ިا ሒᇀدر ሒᇭ اܳٺڰ؇ؤل زر؜ިا ݆݁ ሌᇿإ
ܳأިر. ๤ཛྷ؇اܳٷ ᆇ୚୘ڎ ܾዛዊ݁ وأۊݧ ،୍ଲاܳލ ႟၍ มฃ݁ ڣ۳ܹܾ ࢻࣖور۱ܾ ૰૏أݠوا أن دون ؇ஓ୾ر

. ሒሃ؇݁ٺٷఈዳዧا ۹ᆇᅦᄴᄟ ނଲ୍ا اଫଐًܳݧ ᄭᄥޗ٭ اৎ৊ފ؇༟ڎة و اܳأިن ࢴࣖ ሒᇿ ݁ڎ اᄳᄟي ݬ٭؇د ༟؇دل ا৙৑ݿٺ؇ذ ሌᇿا
ًڰۛݠ ً۬ ਵਦرت ؇݁ ႟၍ اۊࡤࡲ أَ؇ ؇۱ గጻዧݱ؇؜ص، ً ఈః۱ا ೑಻Ⴄ၍ มฆܳوا وا๤ཛྷ৕৑ار، ۰ஓ୷واܳأݞ ଫଊاܳݱ আॻ༟ ๴ཏܳٷڰ ݁ިݬިل ୍ଲاܳލ ً أଫଃ༠ا
.ঌॻ༟ ৖৑ ሒᇿ ۰࿭੗ ᄩᄥأ෠ຬو أۏ۳ܭ ؇݁ มฃగఒلأ وان มฃగఒ༟ ؇ஓ୾ มฃڰأ਍ಱ أن ሌᇿ؇ّأ Մ៰Ղا ݆݁ راۏ٭۰ ًأڎ، و݆݁ ڢٴܭ ݆݁ Մ៰Ղ ا৵৥ৠڎ و෠ຶ؇ح
عزوز بن شيماء
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إهداء
واৎ৊ޝ݁ٷިن) ᄩᄟިورݿ ુળܹـᆇᅦ Մ៰Ղا ڣފଫଃى اᆇᅦߺࠊا ّأ؇ሌᇿ(ڢܭ ڢ؇ل

ًޚ؇؜ٺ۹... ৖৑إ اዛዊܳ؇ر لޚ٭ص ৖৑و ଲ૰૖୍ك ৖৑إ اይዧ٭ܭ لޚ٭ص ৖৑ إ୒ୖ޶
ًأڰިك... ৖৑إ اරඝ৚৑ة ّޚ٭ص ৖৑و ாணࣕك ࢻ ৖৑إ ا࠯࠵࠺ޙ؇ت ّޚ٭ص ৖৑و

۬ᆙᆊا أᆇᅵܭ ݆݁ ሌᇿإ اਐ಻ޙ؇ر ࢻࣖون اܳأޚ؇ء มฃగఒ༟ ݆݁ ሌᇿإ واܳިڢ؇ر ً؇୒ୖ٭ٴ۰ Մ៰Ղا ᄩᄥၯ၍ ݆݁ ሌᇿإ
اܳأݞߌ߳ واᄴᄟي واܳأݠڣ؇ن ୍ଲاܳލ Ⴄ၍݁ܭ ጥ጑ڣ ،๴ངرأ আॻ༟ ᆇᅵܹٺ۬ ؇ৎ৊؇ޗ ੅਼ݠ ّ؇ج ሌᇿإ اڣٺ༱؇ر ႟ၽً

اࠍ੆٭؇ة ۰݄૭૖ ሌᇿإ ሒᇃ؇واܳٺڰ اࠍ੆ٷ؇ن ปฃ݁أ ሌᇿᎂو اࠍ੆ص ปฃ݁أ ሌᇿإ اࠍ੆٭؇ة ሒᇭ ሒᆞఈః݁ ሌᇿإ
اܳأݞߌ߳ة ሒᇧأ ሒᇖاරජ ྾ཏًܹ ؇ዛኡ؇وۋٷ ሒᇖ؇෠ຶ ๤ང ؇ዛኔ؇༟د Ⴄ၍ن ݆݁ ሌᇿإ اܳިۏިد ๤ངو

إݿఈఃم ᆇ୚୘ڎ ۋފ؇م، ا৕৑ۊިة َأܾ ሌᇿإ ሒᆶ؇ل ଫଊو܋ ሒᇆਲ਼؜ وݿ؇م ݿٷڎي و݁؇زاܳި ިَႤ၍ ݆݁ ሌᇿإ
ً؇ܳٷ༶؇ح ܾዛኔ؇༟د و ሒᇿ اይዧޚ٭ڰ۰ ܾዛኤ؇ڣ؊݁ٷ٭ ، اܳأ݄ܭ ۱ڍا أ۱ڎي ঌॻ۱أ وڢژ პაႰ ،ॷॖर؇༥ وڢڰި દઊᄳፁዧا ا৙৑ڢݠً؇ء ሌᇿإ

ሒᇆڎا༥ ،ሒᇆ৖৑؇༠ ᆇᅦ޶، ،มฆᆇᅦ ୍ଲاܳލ لܭ ඹජ ુળڣܹـ ሒᇆ؇ۋ٭ ਵਦا༡ܭ ݆݁ ᄭᄥ༡ਵਦ اۏٺ٭؇ز ݆݁ มฃ݁ܝٷ و૰૜۠٭أ۳ܾ، ܾ۳ᆇᅦود
لݑ اܳޚݠ ༟ܹ٭؇ ިَި۱ ݆݁ ሌᇿإ ሒᇖ؇౯ౙభ اܳٷ؇س أݿأڎ ިَႤ၍و ل؇ت ாணᄳᄟا আॻ༡أ ݁أ۳ܾ و؜ލب ሒᇆ؇ۋ٭ ال؇م أᆇᅹܭ ݁أ۳ܾ ڢݯ྘ب ݆݁ ሌᇿإ
ඔ൹راݪ ଫଃ༚ اܳݯأژ، أوڢ؇ت ሒᇭ ܾዛኗأل؇د ݁ڎت ݆݁ ሌᇿإ وا๤དྷৎ৊ڢ۰، ۰గఒޙৎ৊ا ،ᄭᄥዝཏܳوا اܳި؜ਵة ᆇᅹ٭أً؇ اܳޚݠق ݬڎلگ؇ت ሌᇿإ
۱ٷڎ ಣಈᕯ؇ء، ،ଫଃ؜ٴ ،ปᘟኡ ሒᇖڣݠ ࠍ੆ޙ۰ أ۱ڎي اܳޙݠوف أۋٷ۹ ሒᇭ ඔ൹ᆇᅦاᄴᄟا ሒᇆ؇ݬڎلگ ل؇ ુળإܳ٭ اܳأ݄ܭ ۱ڍا أ۱ڎي ॷड़रႤၽݿٺ؇ً

أாணم ؇۱ਵਦو ොຳߺࠊ۱؇ ا৙৑ل؇م وݬڎلݑ اᄴᄟرب، رڣ٭ݑ ሌᇿإ
ଫଃ༠ا. Մ៰Ղا ඹජاك اܳٺأܹࡗࡲ ቕረ؇༟ ሒᇭ ؇݁ ႟၍ ሒᆶ؇ا؜ޚ ሒᇭ وݿ؇۱ܾ มฃᆇᅦد اᄳᄟي ل؇ء ாணز ሒᇃ؇ݿܹޚ ا৙৑ݿٺ؇ذ ሌᇿإ

لينة سناني
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المـقــــدمة
وا୒ୖٷڎݿ۰، واܳـܝ٭݄٭؇ء، ،۰਒ಱڎ੆واࠍ اఈ႙ၽܳݿ٭ܝ٭۰ ل؇ء ଩ଃاܳڰ ༟ߺࠊم ݁ټܭ ا৖৑؇௵௯௫ت ෛ੼ٺܹژ ሒᇭ ႟၍؇ލৎ৊ا ݆݁ اܳأڎࢴࣖ ۰༚؇ݬ٭ ஓ୷ܝ݆
ଫଃ༚ اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ اৎ৊أ؇د৖৑ت ாணᄳᄟ؇ً وෛຶݧ اࠍ੅ޚ٭۰ ଫଃ༚ اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ اৎ৊أ؇د৖৑ت ًިاݿޚ۰ اܳޚص ሒᇭ ปฆوۋ واࠍ੆؇ݿިب، وا৖৑ڢٺݱ؇د،

.ඔ൹۳ٷڎݿৎ৊وا ل؇ء ଩ଃواܳڰ ل؇ݪ٭؇ت ීෂا గఒ༟؇ء اཹྥٴ؇ه اଫଃ༠৖৑ة ۱ڍه ೑ಸڍ༥ ۋ٭ت اෂීاًأ۰، ۰༥رᄴᄟا ݆݁ اࠍ੅ޚ٭۰
۰༥رᄴᄟا ݆݁ اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ اৎ৊أ؇د৖৑ت ࠍ੆ܭ اৎ৊ފٺ༱ڎ۰݁ اܳأڎدل۰ اܳޚݠق ݆݁ اܳأڎࢴࣖ ألݯ؇ و۱ٷ؇ك اܳٺ༲ܹ٭ܹ٭۰ اܳޚݠق ݆݁ اܳأڎࢴࣖ ۱ٷ؇ك

ۏ٭ڎة. ༇຀؇ਐ಻ أޖ۳ݠت ۋ٭ت اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ اৎ৊أ؇د৖৑ت ࠍ੆ܭ ༟ڎدل۰ ޗݠق اܳأగఒ؇ء ݆݁ اܳأڎࢴࣖ ڢڎم ڣگڎ اෂීاًأ۰
ሒᇿ؇اܳٺ ᄭᄟ؊ފৎ৊ا ๴ཇڎو༡و ྘༟ލ۰ દઑ درس 2016 ༟؇م ሒᇭu(4)(t) + f (t, u(t)) = 0, t ∈ (0, 1) ,

u′ (0) = u′ (1) = u′′ (0) = 0, u (0) =
∫ 1

0 a (s) u (s) ds,

.ᄭᄟ؊ފৎ৊ا ୒ୖڍه ݁ިۏص ༡ܭ وۏިد ߓߵ۱ٷ؇ اܳگ݄ؕ ሒᇭ ௧ௌ୍اݿٷިݿܹފଲܳـ ۰ਐಸ؇اܳټ اܳٷگޚ۰ ل۰ َޙݠ ً؇ݿٺأ݄؇ل ۋ٭ت
ঌॻ݁Ⴄၽّ ሒᆶڎاਐಸا و๤ཇط ܳލިدر ۰ਐಸ؇اܳټ اܳٷگޚ۰ ل۰ َޙݠ ً؇ݿٺ༱ڎام وۏިدي ሒᇃިۏਵ؜ ݁ٷݱިري، ݆݁ ႟၍ ڢ؇م ݁ڍாணة، ۱ڍه ሒᇭ

اܳٺ؇ܳ٭۰ اෂීاًأ۰ ۰༥رᄴᄟا ݆݁ ۊޚ٭۰ ଫଃ༚ ّڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟأ؇دৎ৊ اৎ৊ިۏص اࠍ੆ܭ ۰ਃ಻ڎا༡وو وۏިد u(4)(t)ܳݯ݄؇ن + f
(
u[0](t), u[1](t), u[2](t), . . . , u[N ](t)

)
= 0, t ∈ (0, 1) ,

u′ (0) = u′ (1) = u′′ (0) = 0, u (0) =
∫ 1

0 a (s) u (s) ds,

ۋ٭ت
u[0](t) = t, u[1](t) = u(t), u[2](t) = u(u(t)), . . . , u[N ](t) = u

(
u[N−1](t)

)
,

.0 < ∫ 1

0 a (s) ds < 1 و ،a ∈ C([0, 1] , [0,+∞[)

ሒᇿ؇ܳٺႤ၍ اৎ৊ڍாணة ڢފ݄ب ڢڎ و .؇ዛዀܹ༟ اࠍ੆ݱިل ቕቆ มฆܳا ༇຀؇اܳٷٺ ܳٺިݪ٭ں ᄭᄥأ݁ټ ቕሹّگڎ ݿ٭ࡤࡲ اᄴᄟراݿ۰ ዛኡ؇ل۰ ሒᇭ
۱ٺ۬ ሒᇭ اৎ৊ފٺ༱ڎ۰݁ ۰ਐಸ؇اܳټ اܳٷگޚ۰ ل؇ت َޙݠ أ۱ܾ ؜ਵض ሌᇿا ً؇৖৑ݪ؇ڣ۰ ۰݄ዛᔻ وّأ؇رلژ ݁ڰ؇۱ࡗࡲ ቕሹگڎਐಸ ᆇᅪٷ؇ ا৖৑ول اܳڰݱܭ ሒᇭ

اৎ৊ڍாணة.
༇຀؇اܳٷٺ ۱ٺ۬ ۰ොේ ݆݁ ᄕც؇ٺይዧو اৎ৊ިۏص اࠍ੆ܭ ۰ਃ಻ڎا༡وو وۏިد ོྦྷٴب มฆܳا ඔ൹۱وߓߵا ل؇ت َޙݠ ቕሹّگڎ ᆇᅪٷ؇ ሒᇃ؇اܳټ اܳڰݱܭ ሒᇭ أ݁؇

اᄴᄟراݿ۰. ۰ොේ ܳٺިݪ٭ں ඔ൹ܳ؇݁ټ ቕሹگڎਐಸ اᆇᅪٷ؇

ii



1 الفصل
أساسية يف وتعار مفاهيم

.ሒᇃ؇اܳټ اܳڰݱܭ ሒᇭ ؇ዛኞ ඔ൹ݿྡྷފٺأ มฆܳا ا৙৑ݿ؇ݿ٭۰ واৎ৊ڰ؇۱ࡗࡲ اܳٺأ؇رلژ أ۱ܾ ۋިل ଫଃڍ܋ਐಸ ؇਍ಾாண݁ڍ َڰٺٺں ان ؇َଫଐ༠ا

التفاضلية المعادلات 1 .1
التفاضلية المعادلة يف تعر 1 .1 .1

أو اৎ৊ލٺگ؇ت ؇ዛዀڣ ࣁ༠ࣖܭ x (ᄭᄥފٺگৎ৊ا)ފٺگܭৎ৊ا(اتଫଃٺ؞ৎ৊ا) ଫଃٺ؞ৎ৊وا y ܳ٭ܝ݆ اܳٺ؇ًؕ ଫଃٺ؞ৎ৊ا ඔ൹ً ఈః༟ڢ۰ ሒሃ اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟأ؇دৎ৊ا
اܳٺڰ؇ݪఈఃت.

y, y
′
, y

′′
....y(n)),

اܳݱިرة আॻ༟ ؇ዛኡأ أي
F (x, y, y

′
, ......, y(n)) = 0.

ل؇ء ଩ଃاܳڰ ሒᇭ اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ اৎ৊أ؇د৖৑ت ؜݆ ᄭᄥأ݁ټ ا৚৑ن َگڎم 1 .1 .1 مثال
ؕ݁ ً ޗݠدل؇ ཯ྥٷ؇ݿص ྾ཏۏ රඞارة ۰༥رᄴᄟ มฃ݁ෑෂا ଫଃاܳٺ؞ ݁أڎل أن আॻ༟ ਍ಱݧ اᄳᄟي દગިਃ಻ ڢ؇َިن اৎ৊ټ؇ل ۱ڍا ሒᇭ َگڎم -1
රඞاة ۰༥در ሒሃ Ts و ྾ཏ੊اࠍ රඞارة ۰༥در ሒሃ T ೑಻Ⴄ၍ ڣ؆ذا ،ً۬ ا௱௯௫٭ޔ واܳިݿޔ ྾ཏ੊اࠍ රඞارة มฆدرۏ ඔ൹ً اܳڰݠق

ሒᇆ৚৑Ⴄ၍ ይዧٺଫଊࢴࣖ દગިਃ಻ ڢ؇َިن ۰༚؇ݬ٭ وஓ୷ܝ݆ dT
dt ި۱ ྾ཏ੊اࠍ රඞارة ۰༥رᄴᄟ ݆݁ෑෂا ଫଃاܳٺ؞ ݁أڎل ڣ؆ن ا௱௯௫٭ޔ اܳިݿޔ

dT

dt
+ kT = kTs

1



റണ೭ټܭ اᄳᄟي ݬڰݠ، ૭૏؇وي ݁؞ܹگ۰ ૭૖٭ޚ۰ دا߉ߵة ۋިل ࠯࠵࠾۳ڎ اࠍଫଊ᛻੊ي ا௯௫௵݄ިع أن আॻ༟ ਍ಱݧ اᄳᄟي ாணނިف ڢ؇َިن ؇਍ಱᄴᄟ -2
اܳٺ؇ܳ٭۰ اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ሒᇭ

L
di

dt
+Ri = E.

ل؇ء ଩ଃاܳڰ ሒᇭ اܳފ؇ڢޔ ྾ཏ੊اࠍ ݁ފ؇فܭ ሒᇭ اৎ৊ފٺ༱ڎ۰݁ اܳٺ؇ܳ٭۰ اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ؇਍ಱᄴᄟ -3
dv

dt
+

k

M
v = g.

التفاضلية المعادلات أقسام 2 .1 .1
اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ గጻዧأ؇د৖৑ت ڢފ݄؇ن ዻዧ؇۱ٷ

ሒᇿ؇وً؇ܳٺ وا༡ڎ ݁ފٺگܭ ଫଃ݁ٺ؞ ሒᇭ ᄭᄟدا اܳٺ؇ًؕ ଫଃٺ؞ৎ৊ا Ⴄ၍ن إذا ༟؇دل۰ اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ް݄૭૜ اܳأ؇دل۰ اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ اৎ৊أ؇د৖৑ت •
༟؇دل۰. ݁ލٺگ؇ت আॻ༟ ৖৑إ ොູٺިي ৖৑

༟؇دل۰ ّڰ؇ݪܹ٭۰ ݁أ؇د৖৑ت ஓ஄ټܭ اܳٺ؇ܳ٭۰ ڣ؇ܳأఈఃڢ؇ت اܳٺ؇ًؕ، ଫଃٺ؞ৎ৊ا y و اৎ৊ފٺگܭ ଫଃٺ؞ৎ৊ا x ܳ٭ܝ݆ 2 .1 .1 مثال
dy

dx
+ y = 3x2. (1 .1)

x
d3y

dx3
+ (2 sinx)d

2y

dx2
dy

dx
= (3− x2)y. (2 .1)

d2y

dx2
+

1

x

dy

dx
+ y = 0. (3 .1)

(x− y)dx+ (x+ y)dy = 0. (4 .1)

اৎ৊ލٺگ؇ت ؇ዛዀڣ ّޙ۳ݠ أي ݁ފٺگܭ ଫଃ݁ٺ؞ ݆݁ ଫ଒܋৙৑ ᄭᄟدا اܳٺ؇ًؕ ଫଃٺ؞ৎ৊ا ؇ዛዀڣ ّڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟ݁أ؇د ሒሃ ۰ਃಮݞ੊اࠍ اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟأ؇دৎ৊ا •
.۰ਃಮݞ੊اࠍ

۰ਃಮඹජ ّڰ؇ݪܹ٭۰ ݁أ؇د৖৑ت ሒሃ اܳٺ؇ܳ٭۰ ڣ؇ܳأఈఃڢ؇ت ،ᄭᄥފٺگৎ৊ا اৎ৊ٺ؞ଫଃات z ,y ,x و اܳٺ؇ًؕ ଫଃٺ؞ৎ৊ا U ܳ٭ܝ݆ 3 .1 .1 مثال
∂U

∂x
+ 3

∂U

∂y
= 0. (5 .1)

2



∂2U

∂x2
+
∂2U

∂y2
+
∂2U

∂z2
. (6 .1)

x2
∂2U

∂x∂y
+ 3y

∂U

∂x
+ (x− y2)U = 0. (7 .1)

تفـاضلية معادلة رتبة 3 .1 .1
n ۰ਊಾීෂا ݆݁ اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ۱ڍه أن ڢ٭ܭ اܳأ؇دل۰ اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟأ؇دৎ৊؇ً ّޙ۳ݠ ݁ލٺگ۰ আॻ༟أ ሒሃ y(n) ۰ਃ಻ިاܳٷ اৎ৊ލٺگ۰ ೑಻Ⴄ၍ إذا

.(؇ዛዀڣ ᄭᄥ༠دا ݁ލٺگ۰ আॻ༟؊ً اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ۰ਊಾر (౫౜ళڎد
.ሌᇿو৙৑ا ۰ਊಾීෂا ݆݁ ༟؇دل۰ ّڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟ݁أ؇د ሒሃ (1 .1) ᄭᄟأ؇دৎ৊ا- 4 .1 .1 مثال

اܳټ؇ܳټ۰. ۰ਊಾීෂا ݆݁ ༟؇دل۰ ّڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟ݁أ؇د ሒሃ (2 .1) اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟأ؇دৎ৊ا-
.۰ਃ಻؇اܳټ ۰ਊಾීෂا ݆݁ ሒሃ (3 .1) اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟأ؇دৎ৊ا-

.dy ,dx আॻ༟ ؇ዛኔۋٺިا৕৑ ሌᇿو৙৑ا ۰ਊಾීෂا ݆݁ ሒሃ (4 .1) اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟأ؇دৎ৊ا-

تفاضلية معادلة درجة 4 .1 .1
ڢ٭؇ݿ٭۰ ݬިرة আॻ༟ وݪأ۳؇ ෠ຬص ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ۰༥در ොູڎࢴࣖ وڢٴܭ اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰، ᄭᄟأ؇دৎ৊؇ً ّޙ۳ݠ ݁ލٺگ۰ আॻ༟أ ؇ዛዀܳإ اৎ৊ݠڣިع ا৙৑س ሒሃ

اৎ৊ލٺگ؇ت. ۋ٭ت ݆݁ ۰༲٭ොේو
.ሌᇿو৙৑ا ۰༥رᄴᄟوا ሌᇿو৙৑ا ۰ਊಾීෂا ݆݁ ّڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟ݁أ؇د ሒሃ (1 .1) اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟأ؇دৎ৊ا - 5 .1 .1 مثال

.ሌᇿو৙৑ا ۰༥رᄴᄟا و݆݁ اܳټ؇ܳټ۰ ۰ਊಾීෂا ݆݁ ༟؇دل۰ ّڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟ݁أ؇د ሒሃ (2 .1) ᄭᄟأ؇دৎ৊ا -
ᄭᄟأ؇دৎ৊ا -

(
d2y

dx2
)3 + x(

dy

dx
) + x2y3 = ex sinx,

اܳټ؇ܳټ۰. ۰༥رᄴᄟوا ۰ਃ಻؇اܳټ ۰ਊಾීෂا ݆݁ ّڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟ݁أ؇د ሒሃ

3



أساسية يف وتعار مفاهيم 2 .1
النظيمي الفضاء 1 .2 .1

ا๤དྷܳوط ොູگݑ R ሌᇿإ E ݆݁ ᄭᄟدا ∥·∥ ∥·∥،ۋ٭ت ਍ಸޙࡗࡲ ਲ਼ਦود E ሒᇼ؇ނأ ڣݯ؇ء ႟၍ ި۱ اܳٷޙ٭݄޶ اܳڰݯ؇ء 1 .2 .1 يف تعر
اܳٺ؇ܳ٭۰:

.x = 0 Ⴄ၍ن إذا وڣگޔ إذا ∥x∥ = و0 x ∈ E ႟ၽܳ ∥x∥ ≥ 0 -1
.x ∈ Eو α ∈ R ႟ၽܳ ∥αx∥ = |α| ∥x∥ -2
.x, y ∈ E ႟ၽܳ ∥x+ y∥ ≤ ∥x∥+ ∥y∥ -3

َޙ٭݄٭؇ً. ً ڣݯ؇ء (E, ∥·∥) اܳڰݯ؇ء ૭૙݄޶

المتكافئة النظم 2 .2 .1
و༥ڎ إذا ඔ൹٪ڣႤၽ݁ٺ ඔ൹݄اܳٷޙ٭ أن َگިل .E ሒᇼ؇اܳލأ اܳڰݯ؇ء َڰݴ আॻ༟ ඔ൹݁أݠڣ ඔ൹َ݄ޙ٭ ∥·∥2 و ∥·∥1 ܳ٭ܝ݆ 2 .2 .1 يف تعر

ොຳ٭ت α2 و α1 ؇݁؇ஓ஄ ඔ൹݁ިۏٴ ඔ൹ਐಸ؇ٔ
α1 ∥x∥1 ≤ ∥x∥2 ≤ α2 ∥x∥1 , ∀x ∈ E.

ۋ٭ت ݁ٺႤၽڣ۰٪, Rn ሒᇭ ا৙৑ݿ؇ݿ٭۰ اܳٷޙܾ
∀x ∈ Rn, ∥x∥∞ ≤ ∥x∥1 ≤ n ∥x∥∞ ,

∀x ∈ Rn, ∥x∥∞ ≤ ∥x∥2 ≤
√
n ∥x∥∞ .

بناخ فضاء 3 .2 .1
ّ؇م. َޙ٭݄޶ ሒᇼ؇ނأ ڣݯ؇ء ႟၍ ਍ಸ؇خ ڣݯ؇ء ૭૙݄޶ 3 .2 .1 يف تعر
਍ಸ؇خ. ڣݯ؇ء ި۱ ݁ٷٺ۬ ًأڎ ذو َޙ٭݄޶ ڣݯ؇ء ႟၍ 1 .2 .1 ملاحظة

4



ًـ ਲ਼ਦود I আॻ༟ واৎ৊أݠڣ۰ اৎ৊ފٺ݄ݠة اᄴᄟوال ۰༟ިᆇ୞୘ C(I) ڣ؆ن R ݆݁ ෠੼؇ل I 1 .2 .1 مثال
∥f∥ = sup

x∈I
∥f(x)∥ ,

਍ಸ؇خ. ڣݯ؇ء ި۱

النظيمية الفضاءات على ية الإستمرار 4 .2 .1
x0 ∈ E ؜ٷڎ ݁ފٺ݄ݠ f . ّޚٴ٭ݑ f : E → E ′ و ඔ൹َޙ٭݄٭ ඔ൹ڣݯ؇ف (E ′, ∥·∥′E) و (E, ∥·∥E) ܳ٭ܝ݆ 4 .2 .1 يف تعر

Ⴄ၍ن إذا وڣگޔ إذا
∀ε > 0, ∃δ > 0, ∀x ∈ E : ∥x− x0∥ < δ ⇒ ∥f(x)− f(x0)∥ < ε.

มฃلأ ۱ڍا
lim
x→x0

f(x) = f(x0).

.E َگ؇ط ݆݁ َگޚ۰ ႟၍ ؜ٷڎ ݁ފٺ݄ݠ Ⴄ၍ن إذا E আॻ༟ ݁ފٺ݄ݠ f

بإنتظام الإستمرار 5 .2 .1
Ⴄ၍ن إذا E আॻ༟ ً؇ਐ಻ޙ؇م ݁ފٺ݄ݠ f أن َگިل 5 .2 .1 يف تعر

∀ε > 0, ∃δ > 0, ∀x, y ∈ E : |x− y| < δ ⇒ |f(x)− f(y)| < ε.

f : اࠍ੅ޚ޶ اܳٺޚٴ٭ݑ أن َگިل .K اࠍ੆گܭ আॻ༟ ඔ൹َޙ٭݄٭ ඔ൹ނأ؇؜٭ ඔ൹ڣݯ؇ف (F, ∥·∥) و (E, ∥·∥) ܳ٭ܝ݆ 1 .2 .1 ية نظر
ොຬگݑ c > 0 ೑ಸ؇ٔ و༥ڎ إذا ݁ފٺ݄ݠ E −→ F

∀x ∈ E : ∥f(x)∥F ≤ c ∥x∥E . (8 .1)
ঌॻلპაႰ واৎ৊أݠف ∥f∥ ب ᄩᄟ ਲ਼ਦوߖߵ f اࠍ੅ޚ޶ اܳٺޚٴ٭ݑ َޙࡗࡲ ް݄૭૏ (8 .1) اܳأఈఃڢ۰ ොຬگݑ ೑ಸ؇ٔ أݬ؞ݠ 1 .2 .1 قضية

∥f∥ = sup
x ̸=0

∥f(x)∥F
∥x∥E

= sup
∥x∥=1

∥f(x)∥F .

.L(E,F ) واৎ৊ފٺ݄ݠة اܳٷޙ٭݄٭۰ اࠍ੅ޚ٭۰ اܳٺިاًؕ ܳڰݯ؇ء ਲ਼ਦߖߵ
5



النسبي التراص 6 .2 .1
ۋ٭ت B ଫଐ݁اص ੯੩݁؞ و༥ڎ إذا ૭૙ྟ٭؇ ଫଐ݁اص أَ۬ A ؜݆ َگިل (E, τA) ݆݁ ༠؇ل ଫଃ༚ ඹජء A ܳ٭ܝ݆ 6 .2 .1 يف تعر

.A ⊂ B

ଫଐ݁اݬ؇. A Ⴄ၍ن إذا ڣگޔ و إذا ૭૙ྟ٭؇ ଫଐ݁اص A 1 .1 .2 خاصية

الطبولوجي الفضاء 3 .1
والمغلقات المفتوحات 1 .3 .1

ޗٴިܳިۏ٭؇ ؇ዛኡأ P (E) ݆݁ τ ؜݆ َگިل .E أඹජاء ۰༟ިᆇ୞୘ P (E) و ༠؇ܳ٭۰، ଫଃ༚ ܋٭ڰ٭۰ ۰༟ިᆇ୞୘ E ܳٺܝ݆ 1 .3 .1 يف تعر
اܳٺ؇ܳ٭۰ ا๤དྷܳوط ۋگگب إذا E ݆݁

،τ ݆݁ ؜ٷ๤ཡان ϕ و E −1

أي اܳـܝ٭ࠕࠫ، ً؇ොູ৖৑؇د ݁ފٺگݠة τ −2

∀(Ai)i∈I ∈ τ :
⋃
i∈I

Ai ∈ τ,

. R ݆݁ ܋٭ڰ٭۰ ۰ਃಮඹජ ۰༟ިᆇ୞୘ I ۋ٭ت
أي ،มᘟውٷৎ৊ا ً؇ܳٺگ؇ޗؕ ݁ފٺگݠة τ −3

∀(Aj)j∈J ∈ τ :
⋂
j∈J

Aj ∈ τ,

.N ݆݁ ݁ٷዛው٭۰ ۰༟ިᆇ୞୘ J ۋ٭ت
اৎ৊ڰٺ༡ި؇ت. أو ۰༡ިڰٺৎ৊ا اඹජ৙৑اء ྾ངا τ ۰༟ި݄௵௯௫ا ๤ཛྷ؇؜ٷ আॻ༟ ੯੩لޚ و ሒᇚިܳިޗٴ ڣݯ؇ء (E, τ) اෑෂوج ް݄૭૏

. R ሒᇭ ݁ڰٺިح A = ]−1, 1[ ∪ ]3, 5[ -1 1 .3 .1 مثال
݁ڰٺިح. ෠੼؇ل اي اۋٺިاء ݆݁ ஓ஄ܝٷ۬ ܳأڎم ؇༡ި݁گٺ ྘ܳݴ R ݆݁ ݁ٷٺ۬ ႟၍، ۰݁؇༟ وًݱڰ۰ .؇༡ި݁ڰٺ ྘ܳݴ B = {5} -2

.؇݄ዛዀڣ ݁ڰٺިح اي إ෠ຬ؇د ᄭᄟ؇༲ݿٺ৖৑ ඔ൹༡ި݁ڰٺ ྘ܳފ؇ CRQ و Q -3
.۰༡ި݁ڰٺ ݁ٺ݄݄ٺ۬ ೑಻Ⴄ၍ اذا ੯੩݁؞ أَ۬ F ؜݆ َگިل .(E, τ ) ሒᇚިܳިޗٴ ڣݯ؇ء ݆݁ ඹජءاً F ܳ٭ܝ݆ 2 .3 .1 يف تعر
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؇਍ಱᄴᄟ ،إذ ݁؞ܹگ۰ ۰༟ިᆇ୞୘ ႟ၽ૰૜ R ݆݁ ๤ཡاܳأٷ وۋ٭ڎة ۰༟ިᆇ୞୘ ႟၍ -1 2 .3 .1 مثال
∀a ∈ R, CR {a} = ]−∞, a[ ∪ [a,+∞[ .

݁ڰٺިح. ඹජء و۱ި
اඹජ৖৑اء ೑಻Ⴄ၍ R ݆݁ દઊ๤ཡ؜ٷ b و a Ⴄ၍ن ،إذا ً؇ܳڰأܭ ݁ڰٺިح، ඹජء ި۱ ݁ٺ݄݄۬ ੯੩݁؞ ෠੼؇ل ႟၍ -2

CR [a, b] = ]−∞, a] ∪ ]a, b[ ∪ ]b,+∞[ .

CR ]−∞, a] = ]a,+∞[ .

CR [a,+∞] = ]−∞, a[ .

۰༡ި݁ڰٺ
৖৑ن ዻዧذ ݁؞ܹگٺ؇ن Z ۰༲اܳݱۜ٭ ا༟৖৑ڎد ۰༟ިᆇ୞୘و N اܳޚٴ٭أ٭۰ ا༟৖৑ڎاد ۰༟ިᆇ୞୘ -3

CRN = ]−∞, 0[
⋃
n∈N

]n, n+ 1[ .

و
CRZ =

⋃
n∈N

]n, n+ 1[ .

රඝఈዳዧى. ݁ٺ۰݄݄ ؇݄ዛዊ݁ وا༡ڎة ႟၍ ان ،إذ ݁؞ܹگٺ؇ن ∅ و R -4
݁؞ܹگ؇ن. ඹජءان ∅ و E -1 1 .1 .3 خاصية

.੯੩݁؞ ި۱ ݁؞ܹگ۰ أඹජاء ݆݁ ݁ٷٺ۬ ༟ڎد اොູ؇د -2
.੯੩݁؞ ݁؞ܹگ۰ أඹජاء ݆݁ ݁ٷٺ۬ ଫଃ༚أو ݁ٷٺ۬ ༟ڎد ّگ؇ޗؕ -3

الجوارات 2 .3 .1
ᄩᄟ ਲ਼ਦߖߵ ඹජء ႟၍ E ݆݁ x َگޚ۰ ۏިار ،૭૙݄޶ ݁ٷ۬ ༠؇ل ଫଃ༚ ඹජءاً A و ሒᇚިܳިޗٴ ڣݯ؇ء (E, τ) ܳ٭ܝ݆ 3 .3 .1 يف تعر

أدق وًأٴ؇رة x ألݯ؇ ި۱ ොຬٺިي Ωx ؇ً༡ި݁ڰٺ ොຬިي ،E ݆݁ Vx ب
xܳـ Vۏިار ⇔ ∃Ωx ∈ τ/x ∈ Ωx ⊂ Vx.
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َگޚ۰ ۏިار ؜݆ ݁ټ؇ل َگڎم 3 .3 .1 مثال
v =]0, 1],

x0 =
1

2
∈]0, 1[⊂ [0, 1],

.12 ۏިارܳـ v و݁ٷ۬
َܝٺص أරඝى وًأٴ؇رة .A ࢻࣖوره ොຬިي Ω ؇༡ި݁ڰٺ ොຬިي E ݆݁ V ඹජء ႟၍ A ۏިار ૭૙݄޶ 4 .3 .1 يف تعر

Aل Vۏިار ⇔ ∃Ω ∈ τ/A ⊂ Ω ⊂ V.

৙৑ن A ܳـ ۏިار v أن َگިل A =]1, 3[ و v = [1, 4] ؇਍ಱᄴᄟ ۰༟ިᆇ୞୘ ۏިار ؜݆ ݁ټ؇ل َگڎم 4 .3 .1 مثال
A ⊂]1, 3[⊂ [1, 4].

الملاصقة النقاط 3 .3 .1
႟၍ Ⴄ၍ن اذا A ܳـ ఈః݁ݬگ۰ ؇ዛኡأ E ݆݁ a َگޚ۰ ؜݆ َگިل ݁ٷ۬. ඹජءاً A و ሒᇚިܳިޗٴ ڣݯ؇ء (E, τ) ܳ٭ܝ݆ 5 .3 .1 يف تعر

أدق ًأٴ؇رة وَܝٺص A ب A ل اఈఃৎ৊ݬگ۰ اܳٷگ؇ط ۰༟ި݄௵௯௫ ਲ਼ਦߖߵ .A لگޚؕ ؇ୖ୒ ۏިار
(a ∈ A) ⇔ (∀V ∈ v(a), V ∩ A ̸= ∅).

೑಻Ⴄ၍ ؇గၵ၍ ༠؇ܳ٭۰ ଫଃ༚ A أن ሒᇆ؊ل و༟ܹ٭۬، .A ل ఈః݁ݬگ۰ A ݆݁ َگޚ۰ ႟၍ أن أي A ⊂ A أن لژ اܳٺأݠ ۱ڍا ؜݆ ܾ౯ౙద
.A ዻዧᄔც

؇਍ಱᄴᄟ R ا৕৑؜ٺ٭؇دي اܳڰݯ؇ء ሒᇭ -1 5 .3 .1 مثال
أ/

A = {a} ⇒ A = {a} = A,

ذاّ۬. اࠍ੊ݞء ّأ؇دل R ݆݁ ݁ٷٺ۬ ඹජء ႟၍ ఈః݁ݬگ۰ ۰݁؇༟ وًݱڰ۰
ب/

[a, b] = ]a, b] = [a, b[ = ]a, b] = [a, b].
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ج/
[a,+∞[ = ]a,+∞[ = [a,+∞[.

د/
N = N, Z = Z.

؜ٷڍࢱࣕ ሒᇆ؊ل τ = {E, ∅, {b, c} , {b, c, d}} و E = {a, b, c, d} ܳٷݯؕ -2
{a} = {a} , {b} = {c} = E, {d} = {a, d} .

التراكم نقاط 4 .3 .1
َگޚ۰ ؜ٷڎ ا৙৑ڢܭ আॻ༟ ،A لگޚؕ ؇ୖ୒ ۏިار ႟၍ Ⴄ၍ن اذا A ܳـ ቕመߙߵا َگޚ۰ ؇ዛኡأ E ݆݁ x َگޚ۰ ؜݆ َگިل 6 .3 .1 يف تعر

أරඝى ًأٴ؇رة ّܝٺص .x ؜݆ ෛູٺܹژ
∀V ∈ v(x), V ∩ (A/ {x}) ̸= ∅.

.A′ ب ቕመاଫଐܳا َگ؇ط ۰༟ި݄௵௯௫ ਲ਼ਦߌߵ

مجموعة داخلية 5 .3 .1
݁ڰٺިح و༥ڎ إذا A ݆݁ دا༠ܹ٭۰ ؇ዛኡأ E ݆݁ x اܳٷگޚ۰ ؜݆ َگިل .A ⊂ E ،ሒᇚިܳިޗٴ ڣݯ؇ء (E, τ ) ܳ٭ܝ݆ 7 .3 .1 يف تعر

.A° ًـ A ܳـ اᄴᄟا༠ܹ٭۰ اܳٷگ؇ط ۰༟ިᆇ୞୘ ሌᇿإ ਲ਼ਦߖߵ .x ∈ A° وَܝٺص ،U ⊂ A و x ∈ U ොຳ٭ت τ ݆݁ U
ڣ؆ن A ⊂ E و ሒᇚިܳިޗٴ ڣݯ؇ء (E, τ) Ⴄ၍ن إذا 1 .3 .1 قضية

. A° ⊂ A −1

.A ሒᇭ ො੼ٺިى E ݆݁ ݁ڰٺިح ଫଊأ܋ ሒሃو E ݆݁ ݁ڰٺިح ሒሃ A° −2

المنفصل الفضاء 6 .3 .1
ا๤དྷܳط ොູگݑ اذا ݁ٷڰݱܭ، أَ۬ (E, τ) ሒᇚިܳިޗٴ ڣݯ؇ء ؜݆ َگިل 8 .3 .1 يف تعر

∀x, y ∈ E : x ̸= y, ∃v ∈ v(x) ∧ ∃w ∈ v(y) : v ∩ w = ∅,

9



ا྘ོଫଐܳص. আॻ༟ y ،x ۏިارات ۰༟ިᆇ୞୘ ሒሃ v(y) و v(x) ۋ٭ت

التراص 4 .1
أي A ⊆

⋃
i∈I

(Ωi)i∈I ۋ٭ت (Ωi)i∈I ᄭᄥف؇༟ ႟၍ ،E ሒᇚިܳިޗٴ ڣݯ؇ء ݆݁ A ۰༟ި݄௵௯௫ ّ؞ޚ٭۰ ૭૙݄޶ 1 .4 .1 يف تعر

∀x ∈ A, ∃i ∈ I : x ∈ (Ωi)i∈I

(Ωi)i∈I ೑಻Ⴄ၍ إذا و ۰༡ި݁ڰٺ اܳٺ؞ޚ٭۰ أن َگިل I ݆݁ i ႟၍ أ༥ܭ ݆݁ ۰༡ި݁ڰٺ (Ωi)i∈I ೑಻Ⴄ၍ إذا 1 .4 .1 ملاحظة
݁ٷዛው٭۰. اܳٺ؞ޚ٭۰ أن َگިل I ݆݁ i ႟၍ أ༥ܭ ݆݁ ݁ٷዛው٭۰

المتراص الفضاء 1 .4 .1
اৎ৊ڰٺ༡ި؇ت ݆݁ ّ؞ޚ٭۰ ႟၍ ݆݁ و ఈః݁ٷڰݱ Ⴄ၍ن إذا ଫଐ݁اص أَ۬ E ؜݆ ޗٴሒᇚިܳި.َگިل ڣݯ؇ء (E, τ) ܳ٭ܝ݆ 2 .4 .1 يف تعر

݁ٷዛው٭۰. ّ؞ޚ٭۰ إݿٺۛݠاج ஓ୷ܝ݆ E ل

المتراص الجزء 2 .4 .1
(E, τA) ሒᆶݞ੊اࠍ اܳڰݯ؇ء Ⴄ၍ن إذا ଫଐ݁اص أَ۬ (E, τ ) ሒᇚިܳިޗٴ ڣݯ؇ء ݆݁ ༠؇ل ଫଃ༚ A ඹජء ؜݆ َگިل 3 .4 .1 يف تعر

ଫଐ݁اݬ؇.
ଫଐ݁اص. ሒሃ ݁ٷٺ۬ ًأڎ ذو َޙ٭݄޶ ڣݯ؇ء ݆݁ وො੼ڎودة ݁؞ܹگ۰ ۰༟ިᆇ୞୘ ႟၍ 2 .4 .1 ملاحظة

المتراص التطبيق 3 .4 .1
ሒሃ T (BE) ೑಻Ⴄ၍ إذا ଫଐ݁اص ި۱ L(E, F ) ݆݁ T ݁ފٺ݄ݠ ۊޚ޶ ّޚٴ٭ݑ ਍ಸ؇خ، ሒᆶ؇ڣݯ F و E ܳ٭ܝ݆ 4 .4 .1 يف تعر

.F ݆݁ ૭૙ྟ٭؇ ଫଐ݁اݬ۰ ۰༟ިᆇ୞୘
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التحدب 5 .1
ොູگݑ إذا ො੼ڎ۰ً ۰༟ިᆇ୞୘ ؇ዛኡأ E ݆݁ C اࠍ੅؇ܳ٭۰ ଫଃ༚ ۰ਃಮݞ੊اࠍ ۰༟ި݄௵௯௫ا أن َگިل 1 .5 .1 يف تعر
∀λ ∈ [0, 1], ∀(a, b) ∈ C2 : λa+ (1− λ)b ∈ C.

.R ሒᇭ ڢ٭݄۬ ل؊༠ڍ و E ሒᇼ؇ނأ ڣݯ؇ء আॻ༟ ݁أݠف ًؕ؇ّ f ܳ٭ܝ݆ 2 .5 .1 يف تعر
ঌॻل؇݁ ොູگݑ إذا ො੼ڎب أَ۬ f ؜݆ َگިل •

∀x, y ∈ E, ∀λ ∈ [0, 1]; f((1− λ)x+ λy) ⩽ (1− λ)f(x) + λf(y).

ො੼ڎب. (−f) Ⴄ၍ن إذا ݁گأݠ أَ۬ f ؜݆ َگިل •
Ⴄ၍ن إذا اಣಕᕬ৕৑ݠار ݁ྥފ؇وي A .A ⊂ C(E,F ) ܳ٭ܝ݆ و ඔ൹ل ଫଐ݁ ඔ൹ڣݯ؇ف (F, dF ) و (E, dE) ܳ٭ܝ݆ 3 .5 .1 يف تعر

∀ϵ > 0, ∃η > 0/∀f ∈ A, ∀x, y ∈ E; dE(x, y) < η =⇒ dF (f(x), f(y)) < ϵ.

و݁ފٺ݄ݠ. ଫଐ݁اص f Ⴄ၍ن إذا ؇݁؇ஓ஄ ݁ފٺ݄ݠ f أن َگިل ّޚٴ٭ݑ. f : E→E ਍ಸ؇خ، ڣݯ؇ء (E, ∥·∥) ܳ٭ܝ݆ 4 .5 .1 يف تعر
ّ؇م. C([a, b]) اܳڰݯ؇ء 1 .5 .1 ية نظر

I আॻ༟ ً؇ਐ಻ޙ؇م ਐಾگ؇رب (f)n دوال ݁ٺٺ؇ܳ٭۰ ೑಻Ⴄ၍ اذا .n ∈ N ۋ٭ت (f)n : I → R و I ⊂ R ܳ٭ܝ݆ 1 .5 .1 توطئة
.I আॻ༟ ݁ފٺ݄ݠة f ڣ؆ن I আॻ༟ ݁ފٺ݄ݠة (f)n ೑಻Ⴄ၍ واذا f ᄭᄟدا ިොຶ

الليبشيتزي التابع 1 .5 .1
k ≥ 0 أ༥ܭ ݆݁ ܳ٭ྟލ٭଩ଐي أَ۬ f ؜݆ َگިل .f : E → E اܳٺޚٴ٭ݑ وܳ٭ܝ݆ ਍ಸ؇خ، ڣݯ؇ء (E, ∥·∥) ܳ٭ܝ݆ 5 .5 .1 يف تعر

Ⴄ၍ن إذا
∥f(x)− f(y)∥ ≤ k ∥x− y∥ ,

اይዧ٭ྟލ٭଩ଐي. ೑ಸ؇اܳټ k و૭૏݄޶
.(E আॻ༟ ّگܹ٭ݧ (أو ݁گܹݧ f أن َگިل 0 < k < 1 Ⴄ၍ن إذا

݁ފٺ݄ݠ. ّޚٴ٭ݑ ً؇๤ཟܳورة ި۱ ܳ٭ྟލ٭଩ଐي ّޚٴ٭ݑ 1 .5 .1 ملاحظة
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الثابتة النقطة يات نظر بعض 6 .1
الثابتة النقطة 1 .6 .1

ොຳ٭ت x ∈ E َگޚ۰ ႟၍ ۰ਐಸ؇ٔ َگޚ۰ ૭૙݄޶ ّޚٴ٭ݑ. f : E → E ਍ಸ؇خ ڣݯ؇ء (E, ∥·∥) ܳ٭ܝ݆ 1 .6 .1 يف تعر
.f(x) = x

لشودر الثابتة النقطة ية نظر 2 .6 .1
وܳ٭ܝ݆ E ݆݁ ො੼ڎ۰ً و ො੼ڎودة ݁؞ܹگ۰ ༠؇ܳ٭۰ ଫଃ༚ ۰ਃಮඹජ ۰༟ިᆇ୞୘ A ༠؇ل. ଫଃ༚ ਍ಸ؇خ ڣݯ؇ء E ܳ٭ܝ݆ ([6]) 1 .6 .1 ية نظر

. ۰ਐಸ؇ٔ َگޚ۰ ጥ጑ஓ୷ f إذن ଫଐ݁اص ّޚٴ٭ݑ f : A −→ A

.A ًـ ݬ؇݁ڎة ّܝިن ؇ਊಱّگݠ Ω َگ؇ط ႟၍ ොຳ٭ت g : Ω → Ω ًؕ؇ّ إ૰૙؇ء ߖߵࢴࣖ ،ε > 0 ݁ފٺ݄ݠ، A : Ω −→ Ω ߓߵ۱؇ن.
،i ∈ {1, ..., n} ႟၍ أ༥ܭ ݆݁ ،Ω ܳـ B (ai, ε) ۰༡ިڰٺৎ৊ا اܳـଲ୍ات ݆݁ ݁ٷዛው٭۰ ّ؞ޚ٭۰ ༥ިّڎ ڣ؆َ۬ ، ଫଐ݁اص Ω ஓ୾؇أن

ሒᇿ؇اܳٺ اܳٺ؇ًؕ إذن َأݠف

mi (z) =


ε− |z − ai| , |z − ai| < ε,

0 , |z − ai| ⩾ ε,

.mi (z) ̸= 0 ොຳ٭ت i ل༥ިڎ ڣ؇َ۬ ،Ω ݆݁ z ႟၍ أ༥ܭ ݆݁ أَ۬ ఈఃَۋޓ
Ω ިොຶ Ω ݆݁ g ّأݠلژ ஓ୷ܝٷٷ؇ ሒᇿ؇وً؇ܳٺ

z ∈ Ω ⇒ ∃Bi , z ∈ Bi,

⇒ |z − ai| < ε,

⇒ ε− |z − ai| ̸= 0,

؇਍ಱᄴᄟ Ω ݆݁ z أ༥ܭ ݆݁

12



|g(z)− z| =
∣∣∣∣∑n

i=1mi(z)(z − ai)∑n
i=1mi(z)

∣∣∣∣ ,
⩽
∑n

i=1 |mi(z)| |(z − ai)|
|
∑n

i=1mi(z)|
,

⩽ ε
∑n

i=1 |mi(z)|∑n
i=1 |mi(z)|

,

⩽ ε.

(a1, ..., an اܳٷگ؇ط ۰༟ި݄௵௯௫ ا௱௯௫ڎب ੯੩؞ৎ৊ا (اܳ؞ఈఃف Ωn = conv {a1, ..., an} ܳ٭ܝ݆
ଫଊوَأٺ

g ◦ A : Ωn → Ωn,

أي ،Ωn ሒᇭ ۰ਐಸ؇ٔ َگޚ۰ ጥ጑ஓ୷ g ◦ A ڣ؆ن ߓߵوار ۋފص ଫଐ݁اص، ڣ۳ި وො੼ڎود ੯੩݁؞ Ωn ਍ಸ؇خ، ڣݯ؇ء Rn و Ωn ⊂ Rn,

g ◦ A(zn) = zn,

|zn − A(zn)| ⩽ |zn − g ◦ A(zn)|+ |g ◦ A(zn)− A(zn)|,

⩽ |g ◦ A(zn)− A(zn)|,

⩽ ε.

݁ފٺ݄ݠ A أن ؇ஓ୾و ،(Ωn) ݆݁ z ިොຶ ݁ٺگ؇ر۰ً (znk
) ۰ਃಮඹජ ݁ٺٺ؇ܳ٭۰ إݿٺۛݠاج ஓ୷ܝ݆ و݁ٷ۬ (ଫଐ݁اص)، Ωn ݆݁ (zn) ๤ཡاܳأٷ

ڣ؆ن
lim

n→+∞
A(znk

) = A(z)

إذن
|z − A(z)| = |z − znk

+ znk
− A(znk

) + A(znk
)− A(z)|,

⩽ |z − znk
|+ |znk

− A(znk
)|+ |A(znk

)− A(z)|,

و݁ٷ۬
A(z) = z.

■
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لـبناخ الثابتة النقطة ية نظر 3 .6 .1
لگٴܭ f إذا ܳ٭ྟލ٭଩ଐي. ೑ಸ؇ٔ k ؕ݁ ّگܹ٭ݧ f : X −→ X و ّ؇م َޙ٭݄޶ ڣݯ؇ء (X, ∥·∥) ܳ٭ܝ݆ ([6]) 2 .6 .1 ية نظر

ً؇৕৑ݪ؇ڣ۰ ،u ∈ X وۋ٭ڎة ۰ਐಸ؇ٔ َگޚ۰
∀x ∈ X, lim

n→+∞
fn(x) = u,

و
d(fn(x), u) ≤

kn

1− k
d(x, f(x)),

و݁ٷ۬ y = f(y) و x = f(x) ۋ٭ت x, y ∈ X ل༥ިڎ أَ۬ َڰݠض الوحدانية: ߓߵ۱؇ن.
d(x, y) = d(f(x), f(y)) ≤ kd(x, y),

أن ૭૙ྥٷٺھ
d(x, y) = 0,

.x = y ሒᇿ؇وً؇ܳٺ

؇਍ಱᄴᄟ ،n ∈ N أ༥ܭ ݆݁ .๴ཇި܋ ݁ٺٺ؇ܳ٭۰ ሒሃ (fn(x)) أن ཹྦྷٴب ݿިف ،x ∈ X ܳ٭ܝ݆ الوجود:
d(fn(x), fn+1(x)) ≤ kd(fn−1(x), fn(x)) ≤ · · · ≤ knd(x, f(x))

؇਍ಱᄴᄟ ،n ≥ 0 ۋ٭ت m > n أ༥ܭ ݆݁ وᄔჼ۱ا
d(fn(x), fm(x))

≤ d(fn(x), fn+1(x)) + d(fn+1(x), fn+2(x)) + · · ·+ d(fm−1(x), fm(x))

≤ knd(x, f(x)) + · · ·+ km−1d(x, f(x))

≤ knd(x, f(x))(1 + k + k2 + ...+ km−n−1)

=
kn − km

1− k
d(x, f(x)),

n ≥ 0 و m > n أ༥ܭ ݆݁ ሒᇿ؇وً؇ܳٺ
d(fn(x), fm(x)) ≤

kn

1− k
d(x, f(x)) (9 .1)
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إذن ّ؇م، ڣݯ؇ء ި۱ X أن ؇ஓ୾و .๴ཇި܋ ݁ٺٺ؇ܳ٭۰ ሒሃ (fn(x)) أن لޙ۳ݠ و۱ڍا
∃u ∈ X/ lim

n→+∞
fn(x) = u

أن ሌᇿإ ّޝدي f ل۰ إಣಕᕬݠار ،ዻዧذ ሌᇿإ إݪ؇ڣ۰
u = lim

n→+∞
fn+1(x) = lim

n→+∞
f(fn(x)) = f(u)

ڣ؆ن (4 .1) ሒᇭ m −→ ∞ Ⴄ၍ن إذا ሒᇿ؇وً؇ܳٺ .f ܳـ ۰ਐಸ؇ٔ َگޚ۰ ሒሃ u أن ૭૙ྥٷٺھ

d(fn(x), u) ≤
kn

1− k
d(x, f(x)).

■
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2 الفصل
التفاضلية المعادلات من نوع حلول ووحدانية لوجود تحليلية دراسة

الثابتة النقطة يات نظر باستخدام الرابعة الرتبة من
اܳٺ؇ܳ٭۰ ᄭᄟ؊ފగጻዧ اࠍ੆ܭ ۰ਃ಻ڎا༡وو وۏިد ࢻࣖراݿ۰ ݿٷگިم اܳڰݱܭ ۱ڍا ሒᇭu(4)(t) + f

(
u[0](t), u[1](t), u[2](t), . . . , u[N ](t)

)
= 0, t ∈ (0, 1) ,

u′ (0) = u′ (1) = u′′ (0) = 0, u (0) =
∫ 1

0 a (s) u (s) ds,
(1 .2)

ۋ٭ت
u[0](t) = t, u[1](t) = u(t), u[2](t) = u(u(t)), . . . , u[N ](t) = u

(
u[N−1](t)

)
,

.0 < ∫ 1

0 a (s) ds < 1 ،a ∈ C([0, 1] , [0,+∞[) و
.R ሌᇿا [0, 1] ا௯௫௵؇ل ݆݁ আॻ༟ اৎ৊ފٺ݄ݠة و اৎ৊أݠڣ۰ اࠍ੆گ٭گ٭۰ اᄴᄟوال ۰༟ިᆇ୞୘ ሌᇿا ఇዳዧނ؇رة C([0, 1] ,R) ଩ଃ݁ଫଐܳا ૭૙ٺأ݄ܭ

ً؇ܳٷޙࡗࡲ اৎ৊ݞود ਍ಸ؇خ ڣݯ؇ء ި۱ C([0, 1] ,R)
∥u∥ = sup

t∈[0,1]
|u(t)| .

۰༟ި݄௵௯௫ا َأݠف ،L ≥ 0 ،0 ≤ P ≤ 1 ا༥ܭ ݆݁
CB (P,L) = {u ∈ C([0, 1] ,R) : 0 ≤ u ≤ P, |u(t2)− u(t1)| ≤ L |t2 − t1| , ∀t1, t2 ∈ [0, 1]} ,

ڣ؆ن t, u1, u2, . . . , uN আॻ༟ ݁ފٺ݄ݠة ل۰ ଩ଐܳ٭ྟލ٭ ᄭᄟدا ሒሃ f (t, u1, u2, . . . , uN) أن ؇ஓ୾
|f (t, u1, u2, . . . , uN)| = |f (t, u1, u2, . . . , uN)− f (0, 0, . . . , 0) + f (0, 0, . . . , 0)|
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≤ |f (t, u1, u2, . . . , uN)− f (0, 0, . . . , 0)|+ |f (0, 0, . . . , 0)|

≤ k0 |t|+ β +
N∑
j=1

kj ∥uj∥ ,

و
β = |f (0, 0, . . . , 0)| .

إذن
|f (t, u1, u2, . . . , uN)− f (s, v1, v2, . . . , vN)| ≤ k0 |t− s|+

N∑
j=1

kj ∥uj − vj∥ . (2 .2)

اܳٺ؇ܳ٭۰ ঌॻ݁Ⴄၽّ و๤ཇط ඔ൹گޚٺ਍ಸ اࠍ੆ڎل۰ اܳگ٭۰݄ ᄭᄟ؊݁ފ ଫଊَأٺu(4)(t) + ϕ (t) = 0, t ∈ (0, 1) ,

u′ (0) = u′ (1) = u′′ (0) = 0, u (0) =
∫ 1

0 a (s) u (s) ds.
(3 .2)

ި۱ وۋ٭ڎ ఈః༡ ّگٴܭ (3 .2) ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ڣ؇ن ϕ ∈ C([0, 1],R) ႟၍ أ༥ܭ ݆݁ ([3]) 1 .0 .2 قضية
u (t) =

1

6

∫ t

0

[
t3 (1− s)2 − (t− s)3

]
ϕ (s) ds+

1

6

∫ 1

t

t3 (1− s)2 ϕ (s) ds

+
1

1− α

∫ 1

0

(
1

6

∫ τ

0

a (τ)
[
τ 3 (1− s)2 − (τ − s)3

]
ϕ (s) ds

+
1

6

∫ 1

τ

a (τ) τ 3 (1− s)2 ϕ (s) ds

)
dτ,

ۋ٭ت
α =

∫ 1

0

a (t) dt.

؇਍ಱᄴᄟ ߓߵ۱؇ن.
u(4)(t) + ϕ(t) = 0, t ∈ (0, 1)

⇒ u(4)(t) = −ϕ(t), t ∈ (0, 1)

t ∈ [0, 1] أ༥ܭ ݆݁ ،[0, t] ا௯௫௵؇ل আॻ༟ ∫Ⴄၽَ݁ܭ t

0

u(4)(t) = −
∫ t

0

ϕ(t)dt,
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أن ෠ຶڎ
u(3)(t) = −

∫ t

0

ϕ(s)ds+ c1,

أරඝى ਵਦة Ⴄၽَ݁ܭ
u(2)(t) = −

∫ t

0

(t− s)ϕ(s)ds+ c1t+ c2,

وᄔჼ۱ا
u′(t) = −1

2

∫ t

0

(t− s)2ϕ(s)ds+
1

2
c1t

2 + c2t+ c3,

u(t) = −1

6

∫ t

0

(t− s)3ϕ(s)ds+
1

6
c1t

3 +
1

2
c2t

2 + c3t+ c4, (4 .2)
؇਍ಱᄴᄟ (3 .2) ᄭᄟ؊ފৎ৊ا ๤ཇوط ݆݁

u′(t) = 0 ⇒ c3 = 0,

u′′(0) = 0 ⇒ c2 = 0,

෠ຶڎ u′(1) = 0 ݆݁
⇒ 0 = −1

2

∫ t

0

(1− s)2ϕ(s)ds+
1

2
c1,

⇒ 1

2
c1 =

1

2

∫ t

0

(1− s)2ϕ(s)ds,

⇒ c1 =

∫ t

0

(1− s)2ϕ(s)ds,

و݁ٷ۬ ،u(0) = ∫ 1

0 a(s)u(s)ds ؇਍ಱᄴᄟ ዻዧᄔცو u(0) = c4 ؇਍ಱᄴᄟ
c4 =

∫ 1

0

a(τ)u(τ)dτ,

=

∫ 1

0

a(τ)

(
−1

6

∫ τ

0

(τ − s)3ϕ(s)ds+
1

6
c1τ

3 +
1

2
c2τ

2 + c3τ + c4

)
dτ,

=

∫ 1

0

a(τ)

(
−1

6

∫ τ

0

(τ − s)3ϕ(s)ds+
1

6
τ 3
∫ 1

0

(1− s)2ϕ(s)ds+
1

2
c2τ

2 + c3τ + c4

)
dτ,

و݁ٷ۬
c4 =c4

∫ 1

0

a(τ)dτ − 1

6

∫ 1

0

a(τ)

(∫ τ

0

(τ − s)3ϕ(s)ds

)
dτ
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+
1

6

∫ 1

0

a(τ)τ 3
(∫ 1

0

(1− s)2ϕ(s)ds

)
dτ,

⇒ c4 − c4

∫ 1

0

a(τ)dτ = −1

6

∫ 1

0

a(τ)

(∫ τ

0

(τ − s)3ϕ(s)ds

)
dτ

+
1

6

∫ 1

0

a(τ)τ 3
(∫ 1

0

(1− s)2ϕ(s)ds

)
dτ,

⇒ c4

(
1−

∫ 1

0

a(τ)dτ

)
=− 1

6

∫ 1

0

a(τ)

(∫ τ

0

(τ − s)3ϕ(s)ds

)
dτ

+
1

6

∫ 1

0

a(τ)τ 3
(∫ 1

0

(1− s)2ϕ(s)ds

)
dτ,

⇒ c4 =
1

6(1−
∫ 1

0 a(τ)dτ)

(∫ 1

0

a(τ)τ 3
(∫ 1

0

(1− s)2ϕ(s)ds

)
dτ

−
∫ 1

0

a(τ)

(∫ τ

0

(τ − s)3ϕ(s)ds

)
dτ

)
,

و݁ٷ۬
c4 =

1

6(1− α)

(∫ 1

0

a(τ)τ 3
(∫ 1

0

(1− s)2ϕ(s)ds

)
dτ −

∫ 1

0

a(τ)

(∫ τ

0

(τ − s)3ϕ(d)ds

)
dτ

)
,

ۋ٭ت
α = (1−

∫ 1

0

a(τ)dτ),

ڣٷ༶ڎ (4 .2) اܳأٴ؇رة ሒᇭ c4 ،c3 ،c2 ،c1 ب َأިض
u(t) = −1

6

∫ t

0

(t− s)3ϕ(s)ds+
1

6
c1t

3 +
1

2
c2t

2 + c3t+ c4,

= −1

6

∫ t

0

(t− s)3ϕ(s)ds+
1

6
t3
∫ 1

0

(1− s)2ϕ(s)ds

+
1

6(1− α)

(∫ 1

0

a(τ)τ 3(

∫ 1

0

(1− s)2ϕ(s)ds)dτ −
∫ 1

0

a(τ)(

∫ τ

0

(τ − s)3ϕ(d)ds)dτ

)
,

= −1

6

∫ t

0

(t− s)3ϕ(s)ds+
1

6
t3
∫ t

0

(1− s)2ϕ(s)ds+
1

6
t3
∫ 1

t

(1− s)2ϕ(s)ds

+
1

6(1− α)

(∫ 1

0

a(τ)τ 3(

∫ 1

0

(1− s)2ϕ(s)ds)dτ −
∫ 1

0

a(τ)(

∫ τ

0

(τ − s)3ϕ(d)ds)dτ

)
,
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෠ຶڎ ݁ލଫଐك ܋أ؇݁ܭ ∫ t

0 ϕ(s)ds اܳٺႤၽ݁ܭ ً؊༠ڍ
u(t) =

1

6

∫ t

0

[t3(1− s)2 − (t− s)3]ϕ(s)ds+
1

6
t3
∫ 1

t

(1− s)2ϕ(s)ds

+
1

6(1− α)

(∫ 1

0

a(τ)τ 3
(∫ 1

0

(1− s)2ϕ(s)ds

)
dτ −

∫ 1

0

a(τ)

(∫ τ

0

(τ − s)3ϕ(d)ds

)
dτ

)
,

ۋ٭ت ݁ލଫଐك ܋أ؇݁ܭ (
∫ τ

0 ϕ(s)ds) ዻዧᄔცو ،(∫ 1

0 a(τ)dτ) َ؊༠ڍ ∫ا৚৑ن 1

0

(1− s)2ϕ(s)ds =

∫ τ

0

(1− s)2ϕ(s)ds+

∫ 1

τ

(1− s)2ϕ(s)ds,

෠ຶڎ
u(t) =

1

6

∫ t

0

[t3(1− s)2 − (t− s)3]ϕ(s)ds+
1

6
t3
∫ 1

t

(1− s)2ϕ(s)ds

+
1

6(1− α)

[∫ 1

0

a(τ)

(∫ τ

0

(τ 3(1− s)2 − (τ − s)3)ϕ(s)ds+

∫ 1

τ

τ 3(1− s)2ϕ(s)ds

)
dτ

]
,

=
1

6

∫ t

0

[t3(1− s)2 − (t− s)3]ϕ(s)ds+
1

6
t3
∫ 1

t

(1− s)2ϕ(s)ds

+
1

(1− α)

∫ 1

0

[
1

6

∫ τ

0

a(τ)(τ 3(1− s)2 − (τ − s)3)ϕ(s)ds+
1

6

∫ 1

τ

τ 3(1− s)2ϕ(s)ds

]
dτ,

ሒᇿ؇ܳٺႤ၍ ݁أݠڣ۰ દઊਵؗ ᄭᄟدا أن َأ޺޾ ا৚৑ن
G(t, s) : [0, 1]× [0, 1] → R

ۋ٭ت

G(t, s) =
1

6

 t3(1− s)2 − (t− s)3 : 0 ≤ s ≤ t ≤ 1,

t3(1− s)2 : 0 ≤ t ≤ s ≤ 1,
(5 .2)

႟ၽاܳލ আॻ༟ u(t) ᄭᄟاᄴᄟا ّݱٴں
u(t) =

∫ 1

0

G(τ, s)ϕ(s)ds+
1

1− α

∫ 1

0

(∫ 1

0

a(τ)G(τ, s)ϕ(s)ds

)
dτ,

෠ຶڎ ݁ލଫଐك ܋أ؇݁ܭ (
∫ 1

0 ϕ(s)ds) ً؊༠ڍ
u(t) =

∫ 1

0

(
G(τ, s) +

1

1− α

∫ 1

0

a(τ)G(τ, s)dτ

)
ϕ(s)ds.

■ اৎ৊ޚߺࠊب. و۱ި
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أ༥ܭ ݆݁ u(t) ≥ 0 ොຬگگڍذ (3 .2) ᄭᄟأ؇دగጻዧ اܳިۋ٭ڎ اࠍ੆ܭ إن .ϕ ∈ C([0, 1], [0,+∞[) ܳٺܝ݆ ([3]) 2 .0 .2 قضية
.t ∈ [0, 1]

أن ܳٷྦྷٴب .೑ಸ؇ٔ θ ∈]0, 12 [ َݯؕ ৖৑أو ߓߵ۱؇ن.
G(t, s) ≥ 0, t, s ∈ [0, 1], (6 .2)

وأن
1

6
θ3s(1− s)2 ≤ G(t, s) ≤ 1

6
s(1− s)2, (t, s) ∈ [θ, 1− θ]× [0, 1]. (7 .2)

(6 .2) اਊು؇ت •
.t3(1− s)3 ≥ 0 ৙৑ن t ≤ s أ༥ܭ ݆݁ ༃واࡵ ਵਦ৙৑ا أن ؇ஓ୾ .(t, s) ∈ [0, 1]× [0, 1] ႟ၽܳ ،G(t, s) ≥ 0 أن ඔ൹ਊ಻

෠ຶڎ ،s ≤ t أن َڰݠض ا৚৑ن .s ≤ t ᄭᄟ؇੆اࠍ إਊು؇ت ሌᇿا ڣگޔ ොຶٺ؇ج
G(t, s) =

1

6

[
t3(1− s)2 − (t− s)3

]
,

=
1

6

[
t3(1 + s2 − 2s)− (t− s)3

]
,

=
1

6

[
t(t2 + t2s2 − 2t2s)− (t− s)3

]
,

=
1

6

[
t(t− ts)2 − (t− s)3

]
,

؇਍ಱᄴᄟ
(t− ts)2 ≥ (t− s)2,

و݁ٷ۬
1

6

[
t(t− ts)2 − (t− s)3

]
≥ 1

6

[
t(t− s)2 − (t− s)3

]
,

݁ލଫଐك ܋أ؇݁ܭ (t− s)2 َ؊༠ڍ
1

6

[
t(t− ts)2 − (t− s)3

]
≥ 1

6
(t− s)2 [t− (t− s)] ,

≥ 1

6
(t− s)2(s),
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و݁ٷ۬ s ≤ t ؇਍ಱᄴᄟ
s
1

6
(t− s)2 ≥ 0,

⇒ G(t, s) ≥ 0.

(7 .2) اਊು؇ت •
෠ຶڎ (5 .2) ݆݁ s ≤ t أ༥ܭ ݆݁

G(t, s) =
1

6

[
t3(1− s)2 − (t− s)3

]
,

؇਍ಱᄴᄟ
s ≤ 1 ⇒ (1− s) < 1,

و݁ٷ۬
1

6

[
t3(1− s)2 − (t− s)3

]
≥ 1

6

[
t3(1− s)3 − (t− s)3

]
,

اଫଃዝདྷܳة اৎ৊ٺޚ؇ًگ۰ ؇਍ಱᄴᄟ
(a− b)3 = (a3 − 3a2b+ 3ab2 − b3),

႟ၽاܳލ ݆݁ ّݱٴں t3(1− s)3 وོྟފ٭ޔ ๤དྷྡྷྲྀ
t3(1− s)3 =t3(1− s3 + 3s2 − 3s),

=t3 − t3s3 + 3t3s2 − 3t3s = (t− ts)3,

و݁ٷ۬
1

6

[
t3(1− s)3 − (t− s)3

]
=

1

6

[
(t− ts)3 − (t− s)3

]
,

اܳٺ؇ܳ٭۰ اଫଃዝདྷܳة اৎ৊ٺޚ؇ًگ۰ ؇਍ಱᄴᄟو
(a3 − b3) = (a− b)(a2 + ab+ b2),

َݯؕ
a3 = (t− ts)3, b3 = (t− s)3,
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أن ሌᇿإ َݱܭ ݿٴݑ ؇ᆙᆘ
1

6
[(t− ts)− (t− s)]

[
(t− ts)2 + (t− ts)(t− s) + (t− s)2

]
,

=
1

6
(t− ts− t+ s)

[
t2(1− s)2 + t(1− s)(t− s) + (t− s)2

]
,

=
1

6
(s− ts)

[
t2(1− s)2 + t(1− s)(t− s) + (t− s)2

]
,

=
1

6
s(1− t)

[
t2(1− s)2 + t(1− s)(t− s) + (t− s)2

]
,

≥ 1

6
(1− t)t2s(1− s)2. (8 .2)

أරඝى ۏ۰۳ ݆݁
G(t, s)− 1

6
s(1− s)2,

=
1

6
t3(1− s)2 − 1

6
(t− s)3 − 1

6
s(1− s)2,

=
1

6

[
t3(1− s)2 − (t− s)3 − s(1− s)2

]
,

=
1

6

[
t3(1 + s2 − 2s)− (t3 − s3 + 3ts2 − 3t2s)− s(1 + s2 − 2s)

]
,

=
1

6

[
t3 + t3s2 − 2t3s− t3 + s3 − 3ts2 + 3t2s− s− s3 + 2s2

]
,

=
1

6
s
[
−2t3 + t3s− 3ts+ 3t2 + 2s− 1

]
,

=
1

6
s
[
−2t3 + t3s+ ts− 4ts+ 4t2 − t2 + 2s− 1 + 2t− 2t+ 2t2s− 2t2s

]
,

=
1

6
s
[
(−2t3 + t3s+ ts− 2t− 2t2s+ 4t2) + (2st2 + 2s− 4st− t2 − 1 + 2t)

]
. (9 .2)

ඔ൹اܳٺ؇ܳ٭ٺ ඔ൹أ؇دܳٺৎ৊ا ًگފ۰݄
− 2t3 + t3s+ ts− 2t− 2t2s+ 4t2, 2st2 + 2s− 4st− t2 − 1 + 2t,

෠ຶڎ (t− 1)2 আॻ༟
−2t3 + t3s+ ts− 2t− 2t2s+ 4t2 =(t− 1)2(ts− 2t),

2st2 + 2s− 4st− t2 − 1 + 2t =(t− 1)2(2s− 1),
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(9 .2) ሒᇭ ً؇ܳٺأިلݥ

G(t, s)− 1

6
s(1− s)2 =

1

6
s
[
(t− 1)2(ts− 2t) + (t− 1)2(2s− 1)

]
,

=
1

6
s(t− 1)2 [(ts− 2t) + (2s− 1)] ,

=
1

6
s(t− 1)2 [t(s− 2) + 2s− 1] ,

ڣٷ༶ڎ s ≤ t ؇਍ಱᄴᄟو
1

6
s(t− 1)2

(
(s− 2)t+ 2s− 1

)
,

≤ 1

6
s(t− 1)2

(
t(s− 2) + 2t− 1

)
,

=
1

6
s(t− 1)2(st− 2t+ 2t− 1),

=
1

6
s(t− 1)2(st− 1),

و s ∈ [0, 1] ؇਍ಱᄴᄟو
t ≤ 1 ⇒ (t− 1) ≤ 0 ⇒ (t− 1)2 ≥ 0,

و
st ≤ 1 ⇒ (st− 1) ≤ 1

⇒ 1

6
s(t− 1)2(st− 1) ≤ 0,

⇒ G(t, s) ≤ 1

6
s(1− s)2. (10 .2)

t ≤ s أ༥ܭ ݆݁
G(t, s) =

1

6
t3(1− s)2,

ڣٷ༶ڎ s ≤ 1 أن ؇ஓ୾و s ሒᇭ ً؇๤ཟܳب
1

6
t3(1− s)2 ≥ 1

6
t3s(1− s)2, (11 .2)
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أරඝى ۏ۰۳ ݆݁
1

6
t3(1− s)2 ≤ 1

6
s3(1− s)2,

≤ 1

6
s(1− s)2, (12 .2)

َݯؕ
ρ(t) =

1

6
min

{
t3, t2(1− t)

}
,

=
1

6

 t3, t ≤ 1
2 ,

(1− t)t2, t ≥ 1
2 ,

(12 .2) و (11 .2) ،(10 .2) ،(9 .2) ݆݁ و݁ٷ۬ 1
2 اܳٷگޚ۰ ؜ٷڎ لܹٺگ٭؇ن (1− 3)t2 و t3 ඔ൹اܳٺᄴᄟا ৙৑ن 1

2 وݪأٷ؇
أن ሌᇿا َݱܭ

ρ(t)s(1− s)2 ≤ G(t, s) ≤ 1

6
s(1− s)2, (t, s) ∈ [0, 1]× [0, 1],

أن ෠ຶڎ θ ∈]0, 12 [ أ༥ܭ ݆݁
1

6
θ3s(1− s)2 ≤ G(t, s) ≤ 1

6
s(1− s)2, (t, s) ∈ [θ, 1− θ]× [0, 1].

■ اৎ৊ޚߺࠊب. و۱ި
؇਍ಱᄴᄟ ϕ, ψ ∈ CB(P,L) ႟၍ أ༥ܭ ݆݁ ([5]) 3 .0 .2 قضية

∥∥∥φ[n] − ψ[n]
∥∥∥ ≤

n−1∑
i=0

Li ∥φ− ψ∥ , n = 1; 2, ....., N. (13 .2)

أن ሌᇿإ َݱܭ أن ෠ຬص ،n = 1 أ༥ܭ ݆݁ ً؇ଫଐܳاۏؕ. ا۱ଫଊܳ؇ن ૭૙ٺأ݄ܭ ߓߵ۱؇ن.
∥∥∥φ[1] − ψ[1]

∥∥∥ ≤
0∑

i=0

Li ∥φ− ψ∥ .

ሌᇿإ ཯∥∥∥φ[1]ྟފޔ − ψ[1]
∥∥∥ ≤

0∑
i=1

Li ∥φ− ψ∥ = L0 ∥φ− ψ∥ = ∥φ− ψ∥ .
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أن มᘟኗاܳٴڎ ݆݁
∥φ− ψ∥ ≤ ∥φ− ψ∥ .

.n = 1 أ༥ܭ ݆݁ ො੼گگ۰ (13 .2) اܳگݯ٭۰ و݁ٷ۬
أي ،n = k أ༥ܭ ݆݁ ො੼گگ۰ اܳگݯ٭۰ أن َڰݠض ا৚৑ن

∥∥∥φ[k] − ψ[k]
∥∥∥ ≤

k−1∑
i=0

Li ∥φ− ψ∥ .

n = k + 1 أ༥ܭ ݆݁ ؇ዛውොේ وཹྦྷٴب
∥∥∥φ[k+1] − ψ[k+1]

∥∥∥ ≤
k∑

i=0

Li ∥φ− ψ∥ .

؇਍ಱᄴᄟ اܳڰݠݪ٭۰ ఈః༠ل ݆݁
∥∥∥φ[k] − ψ[k]

∥∥∥ ≤
k−1∑
i=0

Li ∥φ− ψ∥ ,

φ[k+1]∥∥∥و݁ٷ۬ − ψ[k+1]
∥∥∥ ≤ L

(
k−1∑
i=0

Li ∥φ− ψ∥

)
,

ا௯௫௵݄ިع ሌᇿإ L اৎ৊أ؇݁ܭ وᎂد༠؇ل ،݆ஓ୷৙৑ا ೞ಻؇੊اࠍ ਐಸྟފ٭ޔ

L

(
k−1∑
i=0

Li ∥φ− ψ∥

)
=

k−1∑
i=0

Li+1 ∥φ− ψ∥ ,

෠ຶڎ j = i+ 1 ًـ i ଫଃّ؞٭ لݑ ޗݠ ؜݆ ا௯௫௵݄ިع، ༡ڎود ۰༚؇ݬ٭ ً؇༟؇دة
k−1∑
i=0

Li+1 ∥φ− ψ∥ =
k∑

j=1

Lj ∥φ− ψ∥ ,

أن َأ޺޾ ،ඔ൹اܳޚݠڣ ఈ႙၍ ሌᇿإ ∥φ− ψ∥ ࿓؆ݪ؇ڣ۰
∥φ− ψ∥ = L0 ∥φ− ψ∥
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ا௯௫௵݄ިع ݆݁ ݆ஓ୷৙৑ا اܳޚݠف ሌᇿإ ؇ዛውݪ؇ڣ؆࿓ اذا

∥φ− ψ∥+
k∑

j=1

Lj ∥φ− ψ∥ ,

෠ຶڎ ඔ൹༟ި݄௵௯௫ا ༇ံࣖࢻ
∥φ− ψ∥+

K∑
j=1

Lj ∥φ− ψ∥ =
k∑

i=0

Li ∥φ− ψ∥ ,

আॻ༟ أଫଃ༠ا ౫౜ర∥∥∥φ[k+1]ݱܭ − ψ[k+1]
∥∥∥ ≤

k∑
i=0

Li ∥φ− ψ∥ .

■ اৎ৊ޚߺࠊب. و۱ި ، k ∈ N أ༥ܭ ݆݁ ො੼گگ۰ ڣ۳޶ ، k + 1 أ༥ܭ ݆݁ ො੼گگ۰ (13 .2) اܳگݯ٭۰ ݁ٷ۬

الوجود 1 .2
.A : CB (P,L) → C([0, 1] ,R) ሒᇿ؇ܳٺႤ၍ اৎ৊أݠف .A اৎ৊ޝߜߵ ଫଊَأٺ (1 .6 .1) ل۰ اܳٷޙݠ ܳٺޚٴ٭ݑ

(Aφ) (t) =
1

6

∫ t

0

[
t3 (1− s)2 − (t− s)3

]
f
(
φ[0](s), φ[1](s), φ[2](s), . . . , φ[N ](s)

)
ds

+
1

6

∫ 1

t

t3 (1− s)2 f
(
φ[0](s), φ[1](s), φ[2](s), . . . , φ[N ](s)

)
ds+

1

6 (1− α)

×
∫ 1

0

(∫ τ

0

a (τ)
[
τ 3 (1− s)2 − (τ − s)3

]
f
(
φ[0](s), φ[1](s), φ[2](s), . . . , φ[N ](s)

)
ds

+

∫ 1

τ

a (τ) τ 3 (1− s)2 f
(
φ[0](s), φ[1](s), φ[2](s), . . . , φ[N ](s)

)
ds

)
dτ, (14 .2)

A اৎ৊ޝߜߵ أن ਊು৕৑؇ت .C([0, 1] ,R) اܳڰݯ؇ء ݆݁ و݁؞ܹگ۰ ݁ފٺ݄ݠة ၯ၍٭؇، وො੼ڎودة ଫଐ݁اݬ۰ ۰༟ިᆇ୞୘ ሒሃ CB (P,L) أن ؇ஓ୾
أي A (CB (P,L)) ⊂ CB (P,L) و ݁ފٺ݄ݠ A اৎ৊ޝߜߵ أن ඔ൹ਊ಻ أن ෠ຬص اఋዳዧڢܭ আॻ༟ وۋ٭ڎة ۰ਐಸ؇ٔ َگޚ۰ ጥ጑ஓ୷

(Aφ) (t) ∈ CB (P,L) , ∀φ ∈ CB (P,L) .

ً؇ܳأٴ؇رة واৎ৊أޚް A : CB (P,L) → C([0, 1] ,R) اৎ৊ޝߜߵ ؜ٷڎࢱࣕ ො੼گگ۰. (2 .2) أن َڰݠض ([4]) 1 .1 .2 قضية
݁ފٺ݄ݠ. (14 .2)
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. t ∈ R و φ, ψ ∈ CB (P,L) ႟၍ أ༥ܭ ݆݁ ߓߵ۱؇ن.
؇਍ಱᄴᄟ

|(Aφ)(t)− (Aψ)(t)|

≤ 1

6

∫ t

0

[
t3 (1− s)2 − (t− s)3

] ∣∣∣f (φ[0](s), φ[1](s), φ[2](s), . . . , φ[N ](s)
)

− f
(
ψ[0](s), ψ[1](s), ψ[2](s), . . . , ψ[N ](s)

)∣∣∣ ds
+

1

6

∫ 1

t

t3 (1− s)2
∣∣∣f (φ[0](s), φ[1](s), φ[2](s), . . . , φ[N ](s)

)
− f

(
ψ[0](s), ψ[1](s), ψ[2](s), . . . , ψ[N ](s)

)∣∣∣ ds+ 1

6 (1− α)

×
∫ 1

0

(∫ τ

0

a (τ)
[
τ 3 (1− s)2 − (τ − s)3

] ∣∣∣f (φ[0](s), φ[1](s), φ[2](s), . . . , φ[N ](s)
)

− f
(
ψ[0](s), ψ[1](s), ψ[2](s), . . . , ψ[N ](s)

)∣∣∣ ds
+

∫ 1

τ

a (τ) τ 3 (1− s)2
∣∣∣f (φ[0](s), φ[1](s), φ[2](s), . . . , φ[N ](s)

)
− f

(
ψ[0](s), ψ[1](s), ψ[2](s), . . . , ψ[N ](s)

)∣∣∣ ds) dτ.
෠ຶڎ (2 .2) ݆݁

|(Aφ)(t)− (Aψ)(t)|

≤ 1

6

(∫ t

0

[
t3 (1− s)2 − (t− s)3

]
ds

)( N∑
j=1

kj

∥∥∥φ[j] − ψ[j]
∥∥∥)

+
1

6

(∫ 1

t

t3 (1− s)2 ds

)( N∑
j=1

kj

∥∥∥φ[j] − ψ[j]
∥∥∥)

+
1

6 (1− α)

∫ 1

0

[(∫ τ

0

a (τ)
[
τ 3 (1− s)2 − (τ − s)3

]
ds

)( N∑
j=1

kj

∥∥∥φ[j] − ψ[j]
∥∥∥)

+

(∫ 1

τ

a (τ) τ 3 (1− s)2 ds

)( N∑
j=1

kj

∥∥∥φ[j] − ψ[j]
∥∥∥)] dτ

≤ 7

72

(
N∑
j=1

kj

∥∥∥φ[j] − ψ[j]
∥∥∥)+

7α

72 (1− α)

(
N∑
j=1

kj

∥∥∥φ[j] − ψ[j]
∥∥∥) ,
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มฃلأ و۱ڍا
|(Aφ)(t)− (Aψ)(t)| ≤ 7

72 (1− α)

(
N∑
j=1

kj

∥∥∥φ[j] − ψ[j]
∥∥∥) .

(3 .0 .2) اܳگݯ٭۰ ݆݁

|(Aφ)(t)− (Aψ)(t)| ≤

(
7

72 (1− α)

N∑
j=1

j−1∑
i=0

kjL
i

)
∥φ− ψ∥ .

෠ຶڎ

∥Aφ− Aψ∥ ≤

(
7

72 (1− α)

N∑
j=1

j−1∑
i=0

kjL
i

)
∥φ− ψ∥ , (15 .2)

■ ݁ފٺ݄ݠ. A اܳٺޚٴ٭ݑ أن ཯ྦྷٴب ۱ڍا
Ⴄ၍ن اذا ො੼گگ۰. (2 .2) أن َڰݠض ([4]) 2 .1 .2 قضية

7

72 (1− α)

(
k0 + β +

N∑
j=1

j−1∑
i=0

kjL
iP

)
≤ P, (16 .2)

و
5

6

(
k0 + β +

N∑
j=1

j−1∑
i=0

kjL
iP

)
≤ L. (17 .2)

.A (CB (P,L)) ⊂ CB (P,L) ڣ؆ن
؇਍ಱᄴᄟ ،φ ∈ CB (P,L) أ༥ܭ ݆݁ ߓߵ۱؇ن.

|(Aφ) (t)|

=
1

6

∫ t

0

[
t3 (1− s)2 − (t− s)3

] ∣∣∣f (φ[0](s), φ[1](s), φ[2](s), . . . , φ[N ](s)
)∣∣∣ ds

+
1

6

∫ 1

t

t3 (1− s)2
∣∣∣f (φ[0](s), φ[1](s), φ[2](s), . . . , φ[N ](s)

)∣∣∣ ds+ 1

6 (1− α)

×
∫ 1

0

(∫ τ

0

a (τ)
[
τ 3 (1− s)2 − (τ − s)3

] ∣∣∣f (φ[0](s), φ[1](s), φ[2](s), . . . , φ[N ](s)
)∣∣∣ ds

+

∫ 1

τ

a (τ) τ 3 (1− s)2
∣∣∣f (φ[0](s), φ[1](s), φ[2](s), . . . , φ[N ](s)

)∣∣∣ ds) dτ,
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f∣∣∣ܳـܝ݆ (φ[0](s), φ[1](s), φ[2](s), . . . , φ[N ](s)
)∣∣∣

=
∣∣∣f (φ[0](s), φ[1](s), φ[2](s), . . . , φ[N ](s)

)
− f (0, 0, . . . , 0) + f (0, 0, . . . , 0)

∣∣∣
≤
∣∣∣f (φ[0](s), φ[1](s), φ[2](s), . . . , φ[N ](s)

)
− f (0, 0, . . . , 0)

∣∣∣+ |f (0, 0, . . . , 0)|

≤ k0 |s|+ β +
N∑
j=1

j−1∑
i=0

kjL
i ∥φ∥ .

إذن
|(Aφ) (t)|

=

[
1

6

∫ t

0

[
t3 (1− s)2 − (t− s)3

]
ds+

1

6

∫ 1

t

t3 (1− s)2 ds+
1

6 (1− α)

+

∫ 1

0

(∫ τ

0

a (τ)
[
τ 3 (1− s)2 − (τ − s)3

]
ds+

∫ 1

τ

a (τ) τ 3 (1− s)2 ds

)
dτ

]
×

(
k0 |s|+ β +

N∑
j=1

j−1∑
i=0

kjL
i ∥φ∥

)
,

≤ 7

72 (1− α)

(
k0 + β +

N∑
j=1

j−1∑
i=0

kjL
iP

)
.

෠ຶڎ (16 .2) و݆݁ (2 .0 .2) اܳگݯ٭۰ ݆݁
0 ≤ Aφ ≤ ∥Aφ∥ ≤ P.

و݁ٷ۬ ،t1 < t2 ؕ݁ ،t1, t2 ∈ [0, 1] ܳٺܝ݆
|(Aφ)(t2)− (Aφ)(t1)|

≤
∣∣∣∣16
∫ t1

0

[
t32 (1− s)2 − (t2 − s)3

]
f
(
φ[0](s), φ[1](s), φ[2](s), . . . , φ[N ](s)

)
ds

+
1

6

∫ t2

t1

[
t32 (1− s)2 − (t2 − s)3

]
f
(
φ[0](s), φ[1](s), φ[2](s), . . . , φ[N ](s)

)
ds

− 1

6

∫ t1

0

[
t31 (1− s)2 − (t1 − s)3

]
f
(
φ[0](s), φ[1](s), φ[2](s), . . . , φ[N ](s)

)
ds

∣∣∣∣
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+

∣∣∣∣16
∫ 1

t2

t32 (1− s)2 f
(
φ[0](s), φ[1](s), φ[2](s), . . . , φ[N ](s)

)
ds

− 1

6

∫ t2

t1

t31 (1− s)2 f
(
φ[0](s), φ[1](s), φ[2](s), . . . , φ[N ](s)

)
ds

− 1

6

∫ 1

t2

t31 (1− s)2 f
(
φ[0](s), φ[1](s), φ[2](s), . . . , φ[N ](s)

)
ds

∣∣∣∣
≤ 1

2

(
k0 + β +

N∑
j=1

j−1∑
i=0

kjL
iP

)
|t2 − t1|+

1

3

(
k0 + β +

N∑
j=1

j−1∑
i=0

kjL
iP

)
|t2 − t1|

≤ 5

6

(
k0 + β +

N∑
j=1

j−1∑
i=0

kjL
iP

)
|t2 − t1| .

෠ຶڎ (17 .2) ً؇ݿٺأ݄؇ل
|(Aφ)(t2)− (Aφ)(t1)| ≤ L |t2 − t1| .

■ .A (CB (P,L)) ⊂ CB (P,L) أن ૭૙ྥٷٺھ ،φ ∈ CB (P,L) ႟၍ أ༥ܭ ݆݁ (Aφ) ∈ C([0, 1] ,R) أن ؇ஓ୾
݁ިۏٴ؇ ఈః༡ ا৙৑ڢܭ আॻ༟ ጥ጑ஓ஄ (1 .2) ᄭᄟ؊ފৎ৊ا ڣ؇ن ො੼گگ۰. (17 .2) و (16 .2) ،(2 .2) أن َڰݠض ([4]) 1 .1 .2 ية نظر

.x ∈ CB (P,L) وا༡ڎاً
اৎ৊أݠف A اܳٺޚٴ٭ݑ Ⴄ၍ن اذا وڣگޔ اذا x ∈ CB (P,L) ఈః༡ ጥ጑ஓ஄ (1 .2) ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ؇਍ಱᄴᄟ ،(1 .0 .2) اܳگݯ٭۰ ݆݁ ߓߵ۱؇ن.
ො੼گگ۰. ܳލިدر ۰ਐಸ؇اܳټ اܳٷگޚ۰ ل۰ َޙݠ ๤ཇوط ᆇᅹٴؕ ڣ؆ن (2 .1 .2) و (1 .1 .2) اܳگݯ؇ل؇ ݆݁ .۰ਐಸ؇ٔ َگޚ۰ ጥ጑ஓ୷ (5 .2) ًިاݿޚ۰
و۱ި CB (P,L) আॻ༟ وۋ٭ڎة ۰ਐಸ؇ٔ َگޚ۰ ا৖৑ڢܭ আॻ༟ ጥ጑ஓ୷ A ،(2 .0 .2) واܳگݯ٭۰ ܳލިدر ۰ਐಸ؇اܳټ اܳٷگޚ۰ ل۰ َޙݠ ݆݁ ሒᇿ؇ܳٺ؇ً
■ .(1 .2) ᄭᄟ؊ފగጻዧ اৎ৊ިۏص اࠍ੆ܭ

الوحدانية 2 .2
.(1 .2) ᄭᄟ؊ފగጻዧ اৎ৊ިۏص اࠍ੆ܭ ۰ਃ಻ڎا༡و ཹྦྷٴب اࠍ੊ݞء ۱ڍا ሒᇭ

أن ڣݠݪٷ؇ اذا ،(1 .1 .2) ل۰ اܳٷޙݠ ๤ཇوط ሌᇿإ ً؇৕৑ݪ؇ڣ۰ ([4]) 1 .2 .2 ية نظر
Γ =

7

72 (1− α)

N∑
j=1

j−1∑
i=0

kjL
i < 1, (18 .2)

.CB (P,L) ሒᇭ وا༡ڎا ఈః༡ ጥ጑ஓ஄ (1 .2) ᄭᄟ؊ފৎ৊ا ڣ؆ن
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෠ຶڎ (15 .2) ݆݁ ዻዧذ ሌᇿإ ً؇৕৑ݪ؇ڣ۰ .A : CB (P,L) → CB (P,L) أن ،(2 .1 .2) اܳگݯ٭۰ ߓߵ۱؇ن ݆݁ َأ޺޾ ߓߵ۱؇ن.
|(Aφ) (t)− (Aψ) (t)| ≤ Γ ∥φ− ψ∥ , φ, ψ ∈ CB (P,L) .

■ ܳٴٷ؇خ. ۰ਐಸ؇اܳټ اܳٷگޚ۰ ل۰ َޙݠ ۋފص وۋ٭ڎة ّܝިن أن ෠ຬص ۰ਐಸ؇اܳټ اܳٷگޚ۰ ڣ؆ن ،Γ < 1 أن ؇ஓ୾و

بالاستمرار الإرتباط 3 .2
f ᄭᄟاᄴᄟ؇ً ً؇ಣಕᕬ৖৑ݠار ਊಾਵਦޔ ݿٴݑ ؇݁ ሒᇭ ༟ܹ٭۬ اࠍ੆ݱިل ቕቆ اᄳᄟي اࠍ੆ܭ أن ༃َިࡵ اࠍ੊ݞء، ۱ڍا ሒᇭ

႟ၽ૰૖ ਊಾਵਦޔ (1 .2) ᄭᄟ؊ފగጻዧ اৎ৊ިۏص اܳިۋ٭ڎ اࠍ੆ܭ ො੼گگ۰. (1 .1 .2) ل۰ اܳٷޙݠ ๤ཇوط أن َڰݠض ([4]) 1 .3 .2 ية نظر
.f ᄭᄟاᄴᄟ؇ً ݁ފٺ݄ݠ

وۏިد ዻዧذ আॻ༟ ೞಾଫଐل ،(1 .2 .2) ل۰ اܳٷޙݠ ݆݁ .ඔ൹ّ݁ފٺ݄ݠ ඔ൹داܳٺ f1, f2 : [0, 1]N+1 → [0,+∞) أ༥ܭ ݆݁ ߓߵ۱؇ن.
݁ټܭ CB (P,L) ሒᇭ x2 و x1 ඔ൹ّوۋ٭ڎ ඔ൹داܳٺ

x1 (t) =
1

6

∫ t

0

[
t3 (1− s)2 − (t− s)3

]
f1

(
x
[0]
1 (s), x

[1]
1 (s), x

[2]
1 (s), . . . , x

[N ]
1 (s)

)
ds

+
1

6

∫ 1

t

t3 (1− s)2 f1

(
x
[0]
1 (s), x

[1]
1 (s), x

[2]
1 (s), . . . , x

[N ]
1 (s)

)
ds+

1

6 (1− α)

×
∫ 1

0

(∫ τ

0

a (τ)
[
τ 3 (1− s)2 − (τ − s)3

]
f1

(
x
[0]
1 (s), x

[1]
1 (s), x

[2]
1 (s), . . . , x

[N ]
1 (s)

)
ds

+

∫ 1

τ

a (τ) τ 3 (1− s)2 f1

(
x
[0]
1 (s), x

[1]
1 (s), x

[2]
1 (s), . . . , x

[N ]
1 (s)

)
ds

)
dτ,

و
x2 (t) =

1

6

∫ t

0

[
t3 (1− s)2 − (t− s)3

]
f2

(
x
[0]
2 (s), x

[1]
2 (s), x

[2]
2 (s), . . . , x

[N ]
2 (s)

)
ds

+
1

6

∫ 1

t

t3 (1− s)2 f2

(
x
[0]
2 (s), x

[1]
2 (s), x

[2]
2 (s), . . . , x

[N ]
2 (s)

)
ds+

1

6 (1− α)

×
∫ 1

0

(∫ τ

0

a (τ)
[
τ 3 (1− s)2 − (τ − s)3

]
f2

(
x
[0]
2 (s), x

[1]
2 (s), x

[2]
2 (s), . . . , x

[N ]
2 (s)

)
ds

+

∫ 1

τ

a (τ) τ 3 (1− s)2 f2

(
x
[0]
2 (s), x

[1]
2 (s), x

[2]
2 (s), . . . , x

[N ]
2 (s)

)
ds

)
dτ.
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؇਍ಱᄴᄟ
|x2 (t)− x1 (t)|

=
1

6

∫ t

0

[
t3 (1− s)2 − (t− s)3

] ∣∣∣f2 (x[0]2 (s), x
[1]
2 (s), x

[2]
2 (s), . . . , x

[N ]
2 (s)

)
− f1

(
x
[0]
1 (s), x

[1]
1 (s), x

[2]
1 (s), . . . , x

[N ]
1 (s)

)∣∣∣ ds
+

1

6

∫ 1

t

t3 (1− s)2
∣∣∣f2 (x[0]2 (s), x

[1]
2 (s), x

[2]
2 (s), . . . , x

[N ]
2 (s)

)
− f1

(
x
[0]
1 (s), x

[1]
1 (s), x

[2]
1 (s), . . . , x

[N ]
1 (s)

)∣∣∣ ds+ 1

6 (1− α)

×
∫ 1

0

(∫ τ

0

a (τ)
[
τ 3 (1− s)2 − (τ − s)3

] ∣∣∣f2 (x[0]2 (s), x
[1]
2 (s), x

[2]
2 (s), . . . , x

[N ]
2 (s)

)
− f1

(
x
[0]
1 (s), x

[1]
1 (s), x

[2]
1 (s), . . . , x

[N ]
1 (s)

)∣∣∣ ds
+

∫ 1

τ

a (τ) τ 3 (1− s)2 f2

(
x
[0]
2 (s), x

[1]
2 (s), x

[2]
2 (s), . . . , x

[N ]
2 (s)

)
− f1

(
x
[0]
1 (s), x

[1]
1 (s), x

[2]
1 (s), . . . , x

[N ]
1 (s)

)∣∣∣ ds) dτ,
f2∣∣∣ܳـܝ݆ (x[0]2 (s), x

[1]
2 (s), x

[2]
2 (s), . . . , x

[N ]
2 (s)

)
− f1

(
x
[0]
1 (s), x

[1]
1 (s), x

[2]
1 (s), . . . , x

[N ]
1 (s)

)∣∣∣
=
∣∣∣f2 (x[0]2 (s), x

[1]
2 (s), x

[2]
2 (s), . . . , x

[N ]
2 (s)

)
− f2

(
x
[0]
1 (s), x

[1]
1 (s), x

[2]
1 (s), . . . , x

[N ]
1 (s)

)
+ f2

(
x
[0]
1 (s), x

[1]
1 (s), x

[2]
1 (s), . . . , x

[N ]
1 (s)

)
− f1

(
x
[0]
1 (s), x

[1]
1 (s), x

[2]
1 (s), . . . , x

[N ]
1 (s)

)∣∣∣
আॻ༟ ౫౜రݱܭ (8 .2) واܳگݯ٭۰ (2 .2) f∣∣∣ً؇ݿٺ༱ڎام (x[0]2 (s), x

[1]
2 (s), x

[2]
2 (s), . . . , x

[N ]
2 (s)

)
− f

(
x
[0]
1 (s), x

[1]
1 (s), x

[2]
1 (s), . . . , x

[N ]
1 (s)

)∣∣∣
≤ ∥f2 − f1∥+

N∑
j=1

j−1∑
i=0

kjL
i ∥x2 − x1∥ .

ዻዧࣕࢻ

∥x2 − x1∥ ≤

(
7

72 (1− α)

N∑
j=1

j−1∑
i=0

kjL
i

)
∥f2 − f1∥
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+

(
7

72 (1− α)

N∑
j=1

j−1∑
i=0

kjL
i

)
∥x2 − x1∥ .

و༟ܹ٭۬

∥x2 − x1∥ ≤

7
72(1−α)

N∑
j=1

j−1∑
i=0

kjL
i

1− 7
72(1−α)

N∑
j=1

j−1∑
i=0

kjLi

∥f2 − f1∥ .

■ اৎ৊ޚߺࠊب. و۱ި

الأمثلة 4 .2
ل؇ت. َޙݠ ݆݁ ݿٴݑ ڣ٭݄؇ إܳ٭۬ ّޚݠڢٷ؇ ؇݁ ཯ྦྷٴٺ؇ن ඔ൹ܳ؇݁ټ ሌᇿإ اࠍ੊ݞء ۱ڍا ሒᇭ ݿྡྷٺޚݠق

اܳٺ؇ܳ٭۰ ᄭᄟ؊ފৎ৊ا ଫଊَأٺ دراݿྥٷ؇. ༇຀؇ਐ಻ ༃لިࡵ اᄳᄟي ሒᇿ؇اܳٺ اৎ৊ټ؇ل َگڎم ([4]) 1 .4 .2 مثال
u(4)(t) + 1

120 cos (12t) sin (12t)

+ 1
102 sin (u(t)) + 1

103 sin
(
u[2](t)

)
+ 1

104 sin
(
u[3](t)

)
= 0, 0 < t < 1,

u′ (0) = u′ (1) = u′′ (0) = 0, u (0) =
∫ 1

0 su (s) ds,

(19 .2)

f∣∣∣ۋ٭ت (t, u(t), u[2](t), u[3](t))∣∣∣
=

∣∣∣∣ 1

120
cos (12t) sin (12t) +

1

102
sin (u(t)) +

1

103
sin
(
u[2](t)

)
+

1

104
sin
(
u[3](t)

)∣∣∣∣ ,
ؕ݁

a (t) = t ≥ 0,

0 <

∫ 1

0

t dt =
1

2
< 1,

؇਍ಱᄴᄟ ا৚৑ن .α = 1
2 ڣ؇ن ሒᇿ؇وً؇ܳٺ∣∣∣f (t, u(t), u[2](t), u[3](t))∣∣∣

34



=

∣∣∣∣ 1

120
cos (12t) sin (12t) +

1

102
sin (u(t)) +

1

103
sin
(
u[2](t)

)
+

1

104
sin
(
u[3](t)

)∣∣∣∣ ,
أن َأ޺޾

|cos(12t)| ≤ 1,

|sin(u(t))| ≤ |u(t)| ,

≤ 1

120
|sin (12t)|+ 1

102
|sin (u(t))|+ 1

103

∣∣∣sin(u[2](t))∣∣∣+ 1

104

∣∣∣sin(u[3](t))∣∣∣
≤ 12

120
|t|+ 1

102
|u(t)|+ 1

103

∣∣∣u[2](t)∣∣∣+ 1

104

∣∣∣u[3](t)∣∣∣
≤ 1

10
|t|+ 1

102
|u(t)|+ 1

103

∣∣∣u[2](t)∣∣∣+ 1

104

∣∣∣u[3](t)∣∣∣ .
إذن

β = 0, k0 =
1

10
, k1 =

1

102
, k2 =

1

103
, k3 =

1

104
,

؜ٷڎࢱࣕ ،CB (P,L) ّأݠلژ ۋފص L = 4 و P = 1
2 ً؊༠ڍ ،ዻዧذ ሌᇿا وً؇৖৑ݪ؇ڣ۰

7

72 (1− α)

(
k0 + β +

N∑
j=1

j−1∑
i=0

kjL
iP

)
,

=
7

72
(
1− 1

2

) ( 1

10
+ 0 +

3∑
j=1

j−1∑
i=0

kjL
iP

)
,

=
7

72
(
1
2

) ( 1

10
+ k1L

0P + k2
(
L0 + L1

)
P + k3

(
L0 + L1 + L3

)
P

)
,

=
7

36

(
1

10
+
(
k1L

0 + k2
(
L0 + L1

)
+ k3

(
L0 + L1 + L3

))
p

)
,

=
7

36

(
1

10
+

(
1

102
+

1

103
(1 + 4) +

1

104
(1 + 4 + 16)

)
1

2

)
,

=
7

36
(0.10855)

≃ 0.0211 ≤ P =
1

2
.

5

6

(
k0 + β +

N∑
j=1

j−1∑
i=0

kjL
iP

)
,
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=
5

6

(
1

10
+ 0 +

3∑
j=1

j−1∑
i=0

kjL
iP

)
,

=
5

6

(
1

10
+

(
1

102
+

1

103
(1 + 4) +

1

104
(1 + 4 + 16)

)
1

2

)
,

=
5

6
(0.10855) ,

≃ 0.0905 ≤ L = 4.

و

Γ =
7

72 (1− α)

N∑
j=1

j−1∑
i=0

kjL
i

=
7

72
(
1
2

) (k1L0 + k2
(
L0 + L1

)
+ k3

(
L0 + L1 + L3

))
,

=
7

36

(
k1L

0 + k2
(
L0 + L1

)
+ k3

(
L0 + L1 + L3

))
,

=
7

36

(
1

102
+

1

103
(1 + 4) +

1

104
(1 + 4 + 16)

)
,

=
7

36
(0.0171) ,

≃ 0.0033 < 1.

.CB (12 , 4) ሒᇭ وۋ٭ڎا ఈః༡ ّگٴܭ (19 .2) و݁ٷ۬ ො੼گگ۰، (1 .2 .2) و (1 .1 .2) ل؇ت اܳٷޙݠ و݁ٷ۬
اܳٺ؇ܳ٭۰ ᄭᄟ؊ފৎ৊ا ଫଊَأٺ دراݿྥٷ؇. ༇຀؇ਐ಻ ܳٺ؊܋٭ڎ ሒᇃ؇اܳټ اৎ৊ټ؇ل َگڎم 2 .4 .2 مثال

u(4)(t) + 1
130 ln (13t)

+ 1
102 ln (u(t)) + 1

103 ln
(
u[2](t)

)
+ 1

104 ln
(
u[3](t)

)
= 0, 0 < t < 1,

u′ (0) = u′ (1) = u′′ (0) = 0, u (0) =
∫ 1

0 su (s) ds,

, (20 .2)

ۋ٭ت
f
(
t, u(t), u[2](t), u[3](t)

)
=

1

130
ln (13t) +

1

102
ln (u(t)) +

1

103
ln
(
u[2](t)

)
+

1

104
ln
(
u[3](t)

)
,
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ؕ݁
a (t) = t ≥ 0,

0 <

∫ 1

0

t dt =
1

2
< 1,

؇਍ಱᄴᄟ ا৚৑ن .α = 1
2 ڣ؇ن ሒᇿ؇وً؇ܳٺ∣∣∣f (t, u(t), u[2](t), u[3](t))∣∣∣

=

∣∣∣∣ 1

130
ln (13t) +

1

102
ln (u(t)) +

1

103
ln
(
u[2](t)

)
+

1

104
ln
(
u[3](t)

)∣∣∣∣
≤ 1

130
|ln(13t)|+ 1

102
|ln (u(t))|+ 1

103

∣∣∣ln(u[2](t))∣∣∣+ 1

104

∣∣∣ln(u[3](t))∣∣∣ ,
أن َأ޺޾

|ln t| ≤ |t| ,

|lnu(t)| ≤ |u(t)| ,∣∣∣ln(u[2](t))∣∣∣ ≤ ∣∣∣u[2](t)∣∣∣ ,∣∣∣ln(u[3](t))∣∣∣ ≤ ∣∣∣u[3](t)∣∣∣ ,
f∣∣∣و݁ٷ۬ (t, u(t), u[2](t), u[3](t))∣∣∣

≤ 1

10
|t|+ 1

102
|u(t)|+ 1

103

∣∣∣u[2](t)∣∣∣+ 1

104

∣∣∣u[3](t)∣∣∣ ,
؜ٷڎࢱࣕ

β = 0, k0 =
1

10
, k1 =

1

102
, k2 =

1

103
, k3 =

1

104
,

؜ٷڎࢱࣕ ،CB (P,L) ّأݠلژ ۋފص L = 2 و P = 1
3 ل؊༠ڍ، ا৚৑ن

7

72 (1− α)

(
k0 + β +

N∑
j=1

j−1∑
i=0

kjL
iP

)
,

=
7

72
(
1− 1

2

) ( 1

10
+ 0 +

3∑
j=1

j−1∑
i=0

kjL
iP

)
,

37



=
7

72
(
1
2

) ( 1

10
+ k1L

0P + k2
(
L0 + L1

)
P + k3

(
L0 + L1 + L3

)
P

)
,

=
7

36

(
1

10
+
(
k1L

0 + k2
(
L0 + L1

)
+ k3

(
L0 + L1 + L3

))
P

)
,

=
7

36

(
1

10
+

(
1

102
+

1

103
(1 + 2) +

1

104
(1 + 2 + 4)

)
1

3

)
,

=
7

36
(0.10456) ,

≃ 0.02033 ≤ P =
1

3
.

و
5

6

(
k0 + β +

N∑
j=1

j−1∑
i=0

kjL
iP

)
,

=
5

6

(
1

10
+ 0 +

3∑
j=1

j−1∑
i=0

kjL
iP

)
,

=
5

6

(
1

10
+

(
1

102
+

1

103
(1 + 2) +

1

104
(1 + 2 + 4)

)
1

3

)
,

=
5

6
(0.10456) ,

≃ 0.08713 ≤ L = 2.

و

Γ =
7

72 (1− α)

N∑
j=1

j−1∑
i=0

kjL
i,

=
7

72
(
1
2

) (k1L0 + k2
(
L0 + L1

)
+ k3

(
L0 + L1 + L3

))
,

=
7

36

(
k1L

0 + k2
(
L0 + L1

)
+ k3

(
L0 + L1 + L3

))
,

=
7

36

(
1

102
+

1

103
(1 + 2) +

1

104
(1 + 2 + 4)

)
,

=
7

36
(0.0137) ,

≃ 0.00266 < 1.
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.CB (13 , 2) ሒᇭ وۋ٭ڎا ఈః༡ ّگٴܭ (20 .2) و݁ٷ۬ ො੼گگ۰، (1 .2 .2) و (1 .1 .2) ل؇ت اܳٷޙݠ و݁ٷ۬
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الخاتمة
۰༥رᄴᄟا ݆݁ ّڰ؇ݪܹ٭۰ ৎ৊أ؇د৖৑ت ොູܹ٭ܹ٭۰ دراݿ۰ ݁ިݪި؜ٷ؇ لܝިن أن ؇਍ಱ؊ّار ل؇ݪ٭؇ت ීෂا ሒᇭ اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ اৎ৊أ؇د৖৑ت ᆇᆅ৙৑٭۰ َޙݠا
ڢݱިى أᆇᆅ٭۰ ذات ۰ਐಸ؇اܳټ اܳٷگޚ۰ ل۰ ڣٷޙݠ ܳލިدر، ۰ਐಸ؇اܳټ اܳٷگޚ۰ ل۰ َޙݠ আॻ༟ ዻዧذ ሒᇭ اݿྥٷڎَ؇ ،ঌॻ݁Ⴄၽّ و๤ཇط ඔ൹گޚٺ਍ಸ اෂීاًأ۰

.۰ਃಮ؇ل ଩ଃڣ ܳޙިا۱ݠ ل؇ݪ٭۰ ر ۰ᆇᅹߙߵ اܳިاڢؕ ሒᇭ ሒሃ มฆܳا اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ واৎ৊أ؇د৖৑ت اࠍ੅ޚ٭۰ ଫଃ༚ اৎ৊أ؇د৖৑ت ༡ߺࠊل وۏިد دراݿ۰ ሒᇭ

ৎ৊ڍாணات ݁ިاݪ٭ؕ ّܝިن ان َ؊݁ܭ اৎ৊أ؇د৖৑ت. ݆݁ اܳٷިع ۱ڍا আॻ༟ ّޚٴ٭گ۳؇ ஓ୷ܝ݆ มฆܳا اරඝ৖৑ى ل؇ت اܳٷޙݠ ݆݁ اܳأڎࢴࣖ ل༥ިڎ
اܳٴۜت. ৖৑؇෠੼ت ෛ੼ٺܹژ ሒᇭ اܳأޙ݄ް ؇ዛው٭ᆇᆅ৙৑ َޙݠا اܳگ؇د۰݁ اܳފٷިات

اৎ৊ٺިاݪؕ. اܳٴۜت ۱ڍا ఈః༠ل ݆݁ اৎ৊گݱިد ا୒ୖڎف ݆݁ ሌᇃد৙৑ا اࠍ੆ڎ ۋگگٷ؇ ڢڎ ؇਍಻أ ปฃറണ೷ პაႰ
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المـلخص
ৎ৊أ؇د৖৑ت ොູܹ٭ܹ٭۰ "دراݿ۰ ۋިل ۬༟ި݁ިݪ उइࣸިر اᄳᄟي اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ اৎ৊أ؇د৖৑ت ݆݁ َިع اৎ৊ٺިاݪؕ اܳٴۜت ۱ڍا ሒᇭ درݿٷ؇ ܳگڎ

"ঌॻ݁Ⴄၽّ و๤ཇط ඔ൹گޚٺ਍ಸ اෂීاًأ۰ ۰༥رᄴᄟا ݆݁ ّڰ؇ݪܹ٭۰
ሌᇿإ اܳިݬިل ݆݁ ஓ஄ܝٷٷ؇ و๤ཇو༡؇ت ඔ൹۱ߓߵا ሒᇃ؇اܳټ اܳڰݱܭ ሒᇭ وڢڎ݁ٷ؇ ل؇ت، وَޙݠ أݿ؇ݿ٭۰ ݁ڰ؇۱ࡗࡲ ا৖৑ول اܳڰݱܭ ሒᇭ ڢڎ݁ٷ؇

اৎ৊ިۏص. اࠍ੆ܭ ۰ਃ಻ڎا༡وو وۏިد
ܳލިدر،ء ۰ਐಸ؇اܳټ اܳٷگޚ۰ ل۰ َޙݠ ل۰، اܳٺଲ୍ار اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ اৎ৊أ؇د৖৑ت اෂීاًأ۰، ۰༥رᄴᄟا ݆݁ اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ اৎ৊أ؇د৖৑ت : المفتاحية الكلمات

਍ಸ؇خ. ڣݯ؇ء
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