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 مقدمة
 

لى بالأساس موجهة وهي ،2الاحتمالات مقياس ضمن المطبوعة هذه تندرج الس نة الرابعة أأس تاذ تعليم متوسط   لبة اإ

 .المقياس هذا يدرسون الذين الأخرى،أأو التخصصات الكليات  مختلف  لبة منها يس تفيد أأن يمكن كماتخصص رياضيات 

(، 1494)بدأأت الأبحاث الأولية لنظرية الاحتمال في البحث العلمي الغربي في أأواخر القرن الخامس عط، وبالتحديد عام 

  «Summa de Arithmatica» ( عمله1514 - 1445ا )«Luca Pacioli» «لوسا پاس يولي»حين نط الرياضي الاإيطالي 

علم الاحتمال له تعريفات عديدة تخلتف باختلاف المجال العلمي: العرفي والرياضي كما أأن  .والذي ناقش فيه أألعاب الحظ

أأن تعريفات الاحتمال « الأسس المنطقية للاحتمال»في كتابه  رودولف كارناب ذكر وقد  ودرجة التصديق وغير ذلك

رنست ناغل وقد نقل عن العالم النمساوي . كثيرة محاولته فرز التعريفات في ثلاث « المبادئ»في كتابه   1901)-  (1985اإ

 مفهوم الاحتمال بوصفه علاقة ضرورية موضوعية ،المفهوم الكلاس يكي للاحتمال، والموضوع من قبل لاپلاس :مجموعات

 .مفهوم الاحتمال بوصفه تكراراً نسبياً ، منطقية بين مفردات الاحتمال

 وكل العالي، التعليم وزارة طرف من مقرر هو ما حسب الاحتمالات قياسم محاور جميع تغطي المطبوعة وهذه
 هذه اعداد في المتواضع بجهودنا أأسهمنا قد نكون أأن ونتمنى المحور، لهذا ومقترحة محلولة تمارين ثم له، ملخص يتضمن محور

 .تلفةالمخ  العلمية قساملأ ا في العلم  لاب خدمة في المطبوعة
 

 

 

https://ar.wikipedia.org/wiki/%D8%B1%D9%88%D8%AF%D9%88%D9%84%D9%81_%D9%83%D8%A7%D8%B1%D9%86%D8%A7%D8%A8
https://ar.wikipedia.org/wiki/%D8%B1%D9%88%D8%AF%D9%88%D9%84%D9%81_%D9%83%D8%A7%D8%B1%D9%86%D8%A7%D8%A8
https://ar.wikipedia.org/wiki/%D8%A5%D8%B1%D9%86%D8%B3%D8%AA_%D9%86%D8%A7%D8%BA%D9%84
https://ar.wikipedia.org/wiki/%D8%A5%D8%B1%D9%86%D8%B3%D8%AA_%D9%86%D8%A7%D8%BA%D9%84
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 . الـتحـليـــــل التوفــيقـي1

نلخص في هذه الفقرة بعض المفاهيم المبدئية و الأساس ية في التحليل التوفيقي. هذه المفاهيم  جٌد مهمة 

 للدروس القادمة، فهيي الأدوات التي ستس تعمل لاحقا في الاحتمالات.

المبدأأ الأساسي للتحليل التوفيقي :    1.1   

ذا اس تطعنا تمثيل عملية جراء العملية أأن عملية ثانية يمكن تمثيلها بـ  1nبـ   ا   2nطريقة مختلفة، ثم نجد بعد ا 

جراء العمليات المشار  طريقة مختلفة و هكذا على التوالي، عندئذ يكون عدد الطرق المختلفة التي تسمح ب 

تباع الترتيب هو الجداء .....  ليها ب   .2n n 1nا 

. ما هو 0 لاتنيين مختلفين مببوعين بثاثةة أأرقا  ختتل  أأولها عن : تتضمن لوحة ترقيم س يارة حرفينمثال

 عدد اللوحات المختلفة الممكن الحصول عليها بهده الطريقة؟

ذن هناك  22عدد الأحرف الاثتينية هو  طريقة للحصول على  22طريقة لاخبيار الحرف الأول و  22ا 

طرق مختلفة للحصول   9قا للأول (. هناك أأيضا  الحرف الثاني )لأن الحرف الثاني لا يمكن اخبياره مطاب

 للحصول على الثالث.        10للحصول على الثاني و  10على الرقم الأول  و 

ذن يمكن الحصول على :   لوحة مختلفة 202000=  10.10.9.22.22ا 

المخطط الشجراني : 2.1  

ا عدد منته من المرٌات.يمكن وقوع كل منههو طريقة  لِعٌد كل النتائج  الممكنة لمتتالية من التجارب بحيث    

: 1مثال    

   4,3C ، و   cbaB ,, ،  2.1A CBA حيث    عيٌن عدد عناصر تمُثل 

 الا مكانيات بلمخطط الشجراني التالي :
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3     (1,a,3) 

       4     (1,a,4) 

 3    (1,b,3) 

  4    (1,b,4) 

3    (1,c,3) 

  4    (1,c,4) 

 3    (2,a,3) 

4    (2,a,4) 

3   (2,b,3) 

  4   (2,b,4) 

3   (2,c,3) 

 4   (2,c,4) 

لى اليمين، و عدد الأغصان عند كل نقطة موافق لعدد النتائج  ناثحظ أأن المخطط مرسو  من اليسار ا 

 الممكنة للتجربة الموالية.

 مثال 2 : نرمي 3 حجرات نرد متماةلة. ما هو عدد الا مكانيات كلها ؟   هو 23

: (Permutations sans répétition) التبدياثت بدون تكرار   3.1 

. a, b , c لدينا ةاثةة أأحرف مثال :  

 التبدياثت هي كل المجموعات الجزئية المرتبة الممكن تشكيلها بعناصر المجموعة

.abc, acb, bac, cab, cba, bca  : أأي  { }c,b,a  

تعري  : نسمي تبديلة ذات n عنصر، كل تشكيلة مرتبة بدون تكرار لهذه الـ n عنصر )طريقة لترتيب 

عنصر(. nجنبا لجنب   

a 

b 

c 

a 

b 

c 

1 

2 
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nP هو عدد عناصر التبدياثت ذات n عنصر، اذن  ذا كان   نتيجة : ا 

!nPn   

naaa بحيث : ,..., 21   البرهان : لدينا n عنصر

مكانية  nا  1a له   

مكانية  1n   ا  2a له   

............ 

مكانية  na له  1 ا     

مثال أ خر : بكم طريقة يمكن أأن نرتب 4 أأفراد ؟. عدد الطرق هو   24=1×2×3×4=!4=P4  

: (Permutations avec répétition) التبدياثت بتكرار   4.1 

ل كما يلي :  عدد غالبا ما نوُد معرفة عدد التبدياثت لعدد من العناصر بعضها متشابه. عندئذ يكون الح

    n2 عنصرا متشابها و n1 عنصرا من بينها n التبدياثت لـ  

 ع نصرا متشابها ... و nk عنصرا  متشابها هو :

!!...!

!

2.1 knnn

n
 

.« LILLE »  نريد تشكيل  كل  الكلمات التي تتضمنها الكلمة  مثال :  

 هناك 2! تبدياث ممكنا للحروف L1, L , L2, L3 ,E  عند اعتبار الحروف L1, L2, L3  مختلفة.

:  L1, L2, L3 ناثحظ أأن التبدياثت الس تة التالية تشكل نفس الكلمة عند عد  التمييز بين 

  L3 L1L2 L  ,EL2L1L3 L   ,EL1L3 L2 L  ,EL3 L1L2 L  ,EL2L3 L1 L  ,EL1L2L3IE 

! و بلتالي هناك :3أأي  أأن عدد التبدياثت من هذا الشكل يساوي   

  كلمة مختلفة
!1!.1!.3

!5
=

!3

!5
=

6

120
=20  

 (Arrangements)   2.1 الترتيبات 
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  . a, b , c  لدينا ةاثةة أأحرف  مثال :  

كم من كلمة يمكن تشكيلها بحرفين مختلفين مأأخوذين من هذه الأحرف الثاثث ؟   

  ab, ba, ac, ca, bc, cb لدينا الا مكانيات التالية        

ذن  عناصر. 3كلمات مكونة من حرفين ؛ ترتيبة ذات عنصرين مأأخوذة من  2ا   

 pعنصر، كل تشكيلة مرتبة  و بدون تكرار ذات  nخوذة من عنصر مأأ  pذات  ترتيبة:  نسمي  تعري 
عتبار الترتيب(  nعنصر مأأخوذ من  pعنصر )طريقة لـترتيب   عنصر مع ا 

:  نتائج  

 p

nA  هو عدد الترتيبات ذاتp  عنصر مأأخوذة منn عنصر  

 
 !

!

pn

n
Ap

n


 

:  البرهان  

مكانية  nالمكان الأول له  ا   

مكانية n -1المكان الثاني له  ا   

..... 

مكانية p-n+1له  pالمكان  ا   

من الواضح أأن 

)1(...)1(
)!(

)!()1(...)1(

)!(

!








pnnn

pn

pnpnnn

pn

n

 

دخال كلمة سِِمكونة من 4 أأحرف. ما   لى بنك معلومات، يجب ا  مثال 1 : للدخول ا 

. 258800=A4

26    هو عدد الكلمات الممكنة ؟. العدد هو

F حيث E في   مثال2: عدد التطبيقات المتباينة 
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rCardE      ,     nCardF     ,         / r n  

  r

nA   هو   

r:  3مثال 

nA  هوعدد الطرق  الاثزمة لوضعr  كرة فيn   صندوق بحيث لا يسقط في الصندوق أأكثر

 واحدة )ترجمة للتطبيق المتباين(.

كتاب     r  مثال4: لدينا n   كتاب و أأردنا اخبيار مجموعة جزئية منه مكونة من بحيث نراعي منه ترتيب 

الكبب .  nr ≤  

طريقة. r

nA   فيمكن أأن يتم دلك بعدد من الطرق هو 

                                     n

n

n PnA  !   حالة خاصة:                    

DCBA نختار منها 3 كتب مع مراعاة الترتيب . لدينا:  ,,,   مثال2: لدينا 4 كتب

ABC ABD BCD ACD 

BCA ADB CDB CDA 

CAB BAD DBC DAC 

CBA BDA DCB CAD 

ACB DAB BDC ADC 

BAC DBA CBD CAD 

 3

4244!.3 A ذن لدينا                                   ا 

 عنصر" ؟.  nمأأخوذة من  تكرار pبـ : ماذا يعني "ترتيبة  1ماثحظة 

 .pnعندئذ هو  عنصر مع تكرار. عدد الترتيبات pهي تشكيلة مرتبة ذات 
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رار" و فقط،، فنقصد بذلك ترتيبة بدون تكترتيبة: لما نس تعمل اللفظ " 2ماثحظة   

 

: في حالة الترتيبات : 3ماثحظة   

 لا يوجد تكرار 

 الترتيب مُهٌم 

(Combinaisons)   2.1 التوفيقات 

عنصرهي الا مكانيات التالية : 2التوفيقات ذات   . a, b, c, d  رف : لدينا الأح 2مثال  

}. عددها 2. } { } { } { } { } { }d,c,d,b,c,b,d,a,,c,a,b,a  

عنصر  pعنصر"، كل تشكيلة غير مرتبة ذات  nعنصر مأأخوذة من  pذات  توفيقة: نسمي " تعريـ 

 عنصر ممكن(. nعنصر مأأخوذة من  p)مجموعة جزئية ذات 

عنصر هو العدد  nعنصر مأأخوذة من  p: عدد التوفيقات ذات  نتيجة   














p

n

pnp

n
C p

n
)!(!

!
 

نطاثقا من توفيقة ذات p عنصر مأأخوذة من n عنصر نس تطيع تكوين       البرهان : ا  p

n

p

n CrA !.  ! 

r   تبديلة، أأي  

لى المثال السابق، فعدد الطرق لا خبيار  7مثال ذا رجعنا ا  دون مراعاة الترتيب       4كتب من بين  3: ا 

4هو 
!3

3

43

4 
A

C     

:خواص  

 10  n

nn CC 

 i

n

i

n

i

n CCC 

1

1 
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    



n

k

knkk

n

n
baCba

0

 )دس تور ةنائي الحد(  

أأنواع السحب :  7.1  

 ا( السحب مع الا رجاع ) السحب  البرنولي( : ليكن لدينا  بعملية سحب  في  كل n كرة في صندوق ،  

مرة  r r كرة  مع الا رجاع  اذا قمنا     نقول أأننا سحبنا  

لى الصندوق قبل القيا  بلعملية الموالية .  نسحب كرة واحدة ثم نرجعها  ا 

nr  ن عدد الطرق لذلك هو   ا 

cba نسحب كرتين مع الا رجاع  هو  32=9.    ,,   مثال: لدينا صندوق به 3 كرات  

رجاع:   ب(السحب دون ا 

  اعاة الترتيب و عدد الطرق هو يمكن أأن يتم مع مرr

nA  

  يمكن أأن يتم دون مراعاة الترتيب و عدد الطرق هوr

nC 

 
 

 

 

 تمارين 
 

 

rEcardnFcardnr  ,,   تمرين E  : 1 و F   مجموعتان بحيث:   

  ما هو عدد تطبيقاتE   فيF ؟ 

 ة لـ ما هو عدد التطبيقات المتباينE   فيF ؟ 

 

صندوق ؟                                 n في  r بكم طريقة يمكن أأن نضع :   2تمرين   
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   nr  r كرة.      تمرين 3 :  صندوق يحتوي على   n كرة  .  نسحب منه  

 ما هو عدد الا مكانيات في حالة السحب مع الا رجاع ؟ 

 و عدد الا مكانيات في حالة عد  الا رجاع و مراعاة الترتيب ؟ما ه 

 ما هو عدد الا مكانيات في حالة عد  الا رجاع وعد  مراعاة الترتيب ؟ 

 

لى  7بكم طريقة يمكن أأن نهدي  :4تمرين  لعب و يتلقى ال خرين  3أأطفال بحيث يتلقى أأصغرهم   3لعب ا 

 لعبتين كلاهما؟

 

 

 حلــول التمارين
 

rEcardnFcardnr  ,,   حل التمرين 1 :

. rn  -    عدد تطبيقات E في   F  هو

r . لنبرهن على ذلك 

nA  -  عدد التطبيقات المتباينة : هنا الترتيب مهم و العدد هو بلتر اجع  . نس تطيع 

 تعري  مجموعة التطبيقات المتباينة كما يلي :

  jixxFxxx ji

n

r

r

n  ,:,...,, 21F  

   . r

n

r

n A=cardF ذن علينا برهان بلتراجع أأن   ا 

    yxFyxn ≠:∈, 22 F r=2 :  لدينا    - من أأجل 

Fالمختلفة من    هي مجموعة كل عناصر  FxyxFyA  ,:   نضع 

  E x مثبت من    
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 و منه   





Fx

n Ax2F 1   . تاثحظ أأن   ncardA ذن   ا 

  22 )1(.card n

Fx

n AnncardAxcard 


F  

       




yzzx
Fz

nn zzyzxyxFzyx

≠,≠
∈

233 ≠,≠,≠:∈,, FF   : 3r  - لـأأجل

33 )2)(1( nn Annncard F    و بذلك  

1r . لدينا : r  و نبر هن على صحتها من أأجل    نفرض صحة الخاصية من أأحل

    
ir

r

xx

Fx

r

r

nj
ji

i

r

rr

r

n xxxFxxxx





























1

1

1

1

121

1 ≠:,,...,, FF  

    1

1

1

1 1 



  r

n

r

nr

n
r

n

r

n AnAxcardcardFF   و منه   

. 1r ذن الخاصية صحيحة من أأجل   ا 

. r

n

r

n Acard F  من التراجع ينبج أأن 

.nr صندوق هو  n كرة في  r  حل التمرين 2 :  عدد طرق وضع 

  n=2و   r= 3مثاث من أأجل 

 

 

abc  

ab c 

a   bc 

b a c 
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 nr  r كرة.       حل التمرين3 :  صندوق يحتوي على n كرة  .  نسحب منه  

   عدد الا مكانيات في حالة السحب مع الا رجاع هوrn 

يكون  r=2و  n=3على سبيل الشرح لو نأأخذ مثاث من أأجل   

  

 

 

 هو   عدد الا مكانيات في حالة عد  الا رجاع و مراعاة الترتيبr

nA 

 لو أأخذنا المثال السابق يكون 

 

 أأو                                          أأو                            

 

 

أأو                                        أأو                                 

b   ac 

c  ab 

ac b  

bc a  

 abc 

b a c a a a b b b c c 

b a a c c c c b b a 

c 
a b c a 

b 
c a b 

c a b 
c a b c a b 
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  عدد الا مكانيات في حالة عد  الا رجاع وعد  مراعاة الترتيب هوr

nC 

 لو أأخذنا المثال السابق يكون

 

 

 

لى  مجموعات ذات  4حل التمرين  لعب. يكون  2، 2 ،3: نبحث عن عدد التجزئات المرتبة للعب الس بع ا 

ذن     عدد الطرق ا 

!2!2!3

!7


 

 

.  الا حتمالات2  

 
الفضاء الا حتمالي :   1.2  

 حيث:   P,,B   تعري  الفضاء الاحتمالي: نسمي فضاءا احتماليا الثاثة ية 

: مجموعة  

  B : عشيرة من أأجز اء   

     1P B  بحيث     P  : قياس موجب على   

مصطلحات : 2.2  

  بلمجموعة الأساس ية أأو مجموعة النتائج الممكنة    تدعى  

c 
a b 

c 
a b c a b 
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B عشيرة الأحداث. B تسمى أأحداث ، فبكون              - عناصر 

P يسمى قياس الاحتمال و يحقق:                    -  القياس 

               1≤≤0 P  

   A  قياس احتمال الحدث  AP A فان   B   اذا كان -           

نهما حدثان مبنافيان. BA  فنقول ا  ,BA   بحيث     B   اذا كان -                                                     

AA  A هو الحدث                - الحدث المعاكس للحدث   

  يدعى الحدث المس تحيل .  يدعى الحدث الأكيد و              - الحدث   

A حدث ش به أأكيد.        فنسميه    1AP A بحيث    ذا وجد  حدث            - ا 

A حدث ش به مس تحيل.  فنقول ان    0AP ذا وجد  حدثA بحيث              - ا 

) مثل قياس الطول عند المجموعات المنتهية و القابلة للعد(             

           B   وقوع    A BA فنقول وقوع   ,BA  حيث  ذا وجد       - ا 

 B A او وقوع  BA  حدث معناه وقوع  ,BA   من B   فان   ذا كان   - ا 

  B A  و عد  وقوع   BA  حدث   معناه وقوع        و   

معا                                       B A و BA حدث معناه وقوع         

n حدث و معناه وقوع احد
n

A  مبتالية من الأحداث    فان nA  B  ذا كانت  - ا 

nA  على الأقل  الأحداث  

     INn ، nA n  حدث  و معناه وقوع  كل الأحداث 
n

A   كذلك 

خواص الا حتمال :  2.3  

 ينبج من تعري  الاحتمال الخواص الرئيس ية التالية :
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  0P   أأ . 

   nA  : المتنافية مثنى مثنى     ∑)(
n

nn APAP 


σ- جمعية  أأي     ب.     

       1P  ج.    

و هي كما يلي :   الجمعية ) الجمعية المنتهية (.  د  

 BA,  B, :BA        BPAPBAP ∪  

∈,∀ BA  B  B⊂A 

   

   















APBPABP

BPAP ≤

P متزايد(  (     

                                                  ABAB 


∪  لأن                      

                                      
















.

∪ ABAPBP                             

                                                               ABPAP    ...)*(  

                                     0≥ABP   و بما ان   

                                     BPAP ≤ ذن                                        ا 

     A-BP=AP-BP )  فان   ) ∞<AP   من )*( أأيضا   و من كون   

  1≤AP≤0 A  ،   فا ن     B      A  ه.      بما أأن        

 

   AP1AP    و.                                
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       B∩APBPAPB∪AP  ي.                

   BABBAABA  ذ يمكن اس تغاثل الكبابة     ا 

: و تعني  جمعية الجزئية-σخاصية الـ .    

A B :
n

P ( )nA   
n

nAP  

             nA  















i

n

i
n

n
AA

1

1
∪∪     لأن                       

    مبتالية مبنافية مثنى مثنى ، و بلتالي :        










i

n

i
n AA

1-

1
∪        

  PAP n  















)∪(∪
1

1
i

n

i
n

n
AA  

              ∑
1-

1
∪ 











i

n

i
n AAP  

                                          ( )∑ nAP≤         ni

n

i
n AAA 












1-

1
∪  لكون 

     ∑
1

1
≤∪

n

i

ii

n

i
APAP











     :   iA  B          :ن.  الجمعية الجزئية

     BPAPBAP    و بصفة خاصة                         

   n
n

n
n

APAP lim)∪(  ذن  Bا   مبتالية متزايدة من  nA  ل. الاس تمرار المتزايد 

nn
n

A∪=Alim   مع  

 لنبرر ذلك.  لتكن ) Bn( مبتالية بحيث

                                         11 AB   

122 AAB   



15 

 

233 AAB   

.................. 

                    1 nnn AAB       2n  

  ) Bn( مبنافية مثنى مثنى و هي أأحداث مس تقرة بلنس بة لـ )-(  

                  i

n

i
n BA






1
∪   ناثحظ أأن             

                                                     n
n

n
n

BA


∪∪  اذن:                      

n
P ( )nA



)∪( n
n

BP )(∑ n

n

BP )(lim
1

i

n

i

BP


  

                              )(lim
1

i

n

in
BP


  )(lim n

n
AP   و منه                      

 

  nA B   مبتالية مبناقصة , )(lim)( n
n

n
n

APAP  ك. الاس تمرار المتناقص          

           nn AA ∩lim    مع                

Bn n ، و نس تعمل  متزايدة  مع ( )
nn ةبات ذلك  يكفي اخبيار مبتالية      لا 

. P   ما س بق ) في حالة التزايد( بعتبار 

: ائيةو العش مفهو  التجربة 2.4  

ننا مثال :  اذا خلطنا مجموعة من الكريات في صندوق ثم سحبنا منها كرة عن طريق الصدفة ، فا 

 التالية: العشوائيةجارب . يمكن اعتبار الت أأجرينا تجربة عشوائيةنقول أأننا 

لقاء زهرة نرد.   ا  *       

لقاء قطعة نقد.        *ا 
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لقاء مجموعة من القطع النقدية.        *ا 

لقاء قطعة نقد عدة مرات.        *ا 

  كما يلي :   فبكون النتائج الممكنة لـ 

    .  PF, لقاء قطعة نقد           ا(  ا 

    Face  الوقوع الوجه     F   حيث   

                    Pile   الوقوع الوجه     P             

B =     PFP ,,,)(   2Card  ، اذن                        ناثحظ   أأن     

: ) أأو قطعتي نقد (تينب( القاء قطعة نقد مر   

             PPFPPFFF ,,,,,,,  

B = P )( Card=2=4       و          2  

      { } { }6,.....2,1×6,.....2,1= لقاء زهرة نرد مرتين :                          ج( ا 

           ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ },......6,2,........2,2,1,2,6,1,.......2,1,1,1=  

                                    36=6=Card 2  

ن لكل تجربة مجموعة من النتائج الممكنة    الحدث الابتدائي )الأولي(: 2.2 ا   

 .....,.....,, 321 nwwww  

حدثا ابتدائيا.يدعى كل منها    

ذا حدث واحد منها بعد التجربة فان كل الأحداث الأخرى لن تقع أأي الأحداث الا بتدائية فا 

نى مثنى. مبنافية مث  

: مثال  
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 21, ww    PwFw  21 , لقاء قطعة نقد              ا( ا 

       PPwFPwPFwFFw ,,,,,,, 4321  لقاء قطعة نقد مرتين       ب( ا 

                                                                            

 التي يمكن أأن تكون منتهية ، أأو    عدد الأحداث الابتدائية هو عدد عناصر  

 قابلة للعد أأو لها قدرة المس تمر.  

A  مكونة من عنصرين أأو أأكثر    2.2  الحدث المركب:  كل مجموعة

    .حدثا مركبا  يمكن اعتبارها     

 6,...2,1 لقاء حجر نر د          مثال: عند ا 

  3,2,1A    و    6,5,4A  

A قد وقع.   فاذا أأجرينا التجربة و ظهر بعد ذلك 1 أأو 2 أأو 3 فنقول أأن الحدث 

A قد وقع.  ذا ظهر 4 أأو 2 أأو 2  فنقول  أأن   أأما ا 

:  w  وظهر  w w حدث ابتدائي  ذا كان    و عموما ا 

  Aw A  قد وقع اذا كان   1( فنقول أأن 

    Aw ذا كان A  لم يقع ا    2( و نقول أأن 

 تسمى الحدث الأكيد .  دوما فان  w   و بما ان   

 تسمى الحدث المس تحيل .  فان  ww,   و بلمثل  

فرضية التماةل : 2.7  

ن ابسط الحالات في حساب الاحتمال هي تلك التي تتعلق بتجارب تتص          بعدد  ا 

منته من الأحداث  الابتدائية و تكون الأحداث الا بتدائية متساوية الا حتمال، أأي ان 

: NCard   ) النتائج الممكنة(    
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     NwPwPwP  .......21  

        CtePwP i              Ni 1  خاثصة:    

    NwwwPP ,.........,1 21  فنجد             

                                            { } ( )∑
N

1=i

ii

n
⊕

1=i
N×P=wP=)w∪(P=      

 



CardN

PwPi i

11
:∀ ذن                 ا 

                               

)مركب أأو ابتدائي ( A   و من اجل حدث 

                                           CardAPwPAP i
Awi




)∪(
∈

  

       PA  :     



Card

CardA
AP ذن                  ا 

A هو نس بة عدد الحالات الموافقة لحدوةه على عدد   ونقول أأن احتمال وقوع 

 الحالات الممكنة للتجربة.  

لقاء قطعة نقد متماةلة الوجهين نجد مثال:      عند ا 

                          PF,         /         1 PPFPP  

                            
2

1
 PPFP  و منه                      

الابتدائية، فنجد  عموما يمكن أأن لا يتوفر تماةل في الاحتمالات بين الأحداثعد  التماةل:  2.0

نقد غير منتظمة الوجهين أأن : في قطعة   

  2PPP        و      1PFP   
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0, 21 PP 121   و   PP   مع    

 01  i   ii PwP    و في حجر نرد غير منتظم  الوجوه   

    0Pi        و    



n

i

iP
1

1  مع        

 :        حالات أأخرى لـ 2.9

   . ∞=     واضح أأن     .....,........, 21 nwww  قابلة للعد:           )1 

      
n

nP 0nP,    و    1     مع      nn PwP     فادا وضعنا    

    A P ( )E   :           ∑
∈

A∈
)∪(

Aw

ii
w

i
i

wPwPAP 


 فا ن                

    1
6

22


n
PwP nn


           *INn   مثال:               

,0nP       
 


1 1

22
1

6

n n

n
n

P


 

    ba,  لها قدرة المس تمر : كأن تكون   )2  

0x من هذا المجال .   يمكن اعتباران التجربة تتمثل في اخبيار عشوائي لنقطة

   فنقبل الخاصية :      Adc, ذا كان      و ا 

     AAP .    )  0  ،     )قياس الطول =

 cd   

        abP  .1   و منه            

                                                      
 





11

ab

  أأي              
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     
 
 




 A
AP   ينبج                    

ذن فهو حدث  } ا  }( )
( )

0=
0

=xP 0 
0x هو :    احتمال الحصول على نقطة  

ش به مس تحيل.    

 احتمال الحصول على عدد كسري من المجال  :

  
  

 




 baQ
baQP

,∩
,∩  

   0  

1Q حدث ش  به  مس تحيل .    فان   baQQ ,1    اذا سمينا   

 11 Q=Q    احتمال الحصول على عدد أأصم :     

    1Q ذن حدث ش به أأكيد    ا 

A جزء من هذا اللوح  مثال : يمكن اعتبار التجربة تتم ثل في لعبة رشق لوح معلق في جدار 

لى قياس المسافة في المس توى و نكبب:   بسهم , و نعمم ا 

A B   

الاحتمال الشرطي : 2.10   

ذا علمنا أأن  A قد وقع . ا    0AP A حدث بحيث   فضاء احتمال.   P,,B    حيث 

    ( )
AP,,B    فيمكن عند ئذ  الحصول على فضاء احتمالي جديد  

                                          B B,  
 
 AP

BAP
BPA


  

    11 11  QPQP



21 

 

   BPBPA ≠   و عموما           

1)    0AP  و ناثحظ أأن                                                                

  

2 )   1AP  

3 )   nB B   مبنافية مثنى مثنى  
nnB     

 AP

BAP

BP

n

nA












































∪∩

)∪  

               

 

 AP

BAP n
n 


















.

 

                                             
 

∑ )(

∩
.

n n

nA

n

BP
AP

BAP











  

A قد وقع . AP هو احتمال على   B  و يسمى الاحتمال الشرطي علما أأن    

ذن  ا  6,5,4B    و    4,3,2,1A   مثال: القينا حجر نرد و لدينا  

 
2

1

6

3
BP   و    

3

2

6

4
AP  

  4CardA A  قد وقع ، فيصبح عدد النتائج الممكنة هو    ذا علمنا أأن   ا 

 . 6Card   وذلك بعدما كان هو

)∩(1 بعدما كان  BACard B هو    و يصبح عدد الحالات  الممكنة لـ
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   3CardB   

                           
 
 

 
2

1
≠

∩

4

1
 BP

ACard

BACard
BPA ذن                 ا 

                            
 

CardA

BACard
BPA


   و منه                                 

                                     

 
 
 AP

BAP

Card

CardA
Card

BACard










  

   
A

BPBPA     نصطلح على الكبابة          

  

B A و    نتيـجة:   ينبج من تعري  الاحتمال الشرطي أأن من اجل حدةين  

لدينا  B  من العشيرة  

     
A

BPAPBAP .∩   

               
B

APBP .  

خر علما أأن ول أأن احتمال وقوع حدةين معا هو احتمال وقوع احدهما مضروب في احتمال ال  ونق

 الأول قد وقع.

زرقاء سحبنا كرتين دفعة واحدة )سحب  7كرات خضراء،  2كرة  12وعاء يحتوي على مثال: 

رجاع و دون مراعاة الترتيب(. ما هو احتمال أأن يكونا زرقاوين ؟  دون ا 

حدث ظ هور كرة زرقاء في المرة الأولى               1A   نضع  

2A حدث ظهور كرة زرقاء في المرة الثانية           
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ذن  21  هوحدث ظهور كرتين زرقاوين. ا  AAA   يصبح                 

   
22

7

11

6
.

12

7
.∩

2

12

2

7

1

11

1

6

1

12

1

7

1

2
121 








C

C

C

C

C

C

A
A

PAPAAP  

الاحتمال الكلي:     2.11  

  nAAA تجزئة لـ   ,...., 21 ), فضاء احتمالي . الأحداث  B, )P   قضية: 

.) i

n

1=i
A∪=  ) مبنافية مثنى مثنى ،  

(  فعند ئذ لدينا B B (  حدث B  اذا كان  

   



n

i

iABPBP
1

 

                                            ∑
1

.
n

i i
i A

BPAP









  

البرهان:    

 i

n

i
i

n

i
ABABBB ∩∪∪  ∩∩

11























  

                          ∑
1

∩
n

i

iABPBP


  و من جهة أأخرى                   

                           ii ABPAPBP .  و                                   

 

           ,1 AA         AA 2             2n   حالة خاصة:    

           B  B:           






A
BPAP

A
BPAPBP ..  اذن                   
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 0حمر و  2حمر و زرقاوين و يحتوي الثاني على  3كرات،  2لأول على وعاءين يحتوي ا مثال:

 زرقاء و لهما نفس الأفضلية للسحب . ما هو احتمال سحب كرة حمراء ؟

Hحدث ظهور كرة حمراء    الحل:    نضع

                                            A 1A   سحب كرة من الوعاء الأول   

                                            A 2A   سحب كرة من الوعاء الثاني   

       22
1

.. AHPAP
A

HPAPHP i 






 ذن                                      ا 

          
1

10

1

2

1

5

1

3 .
2

1
.

2

1

C

C

C

C
  

        
5

2

10

2
.

2

1

5

3
.

2

1
  

 

) احتمال السبب (  : Bayes قاعدة بيز  2.12   

B  في الفضاء  B و كان  تجزئة للحدث الأكيد   nAAA ,...., 21   اذا كانت

( فلدينا:    ,( B, )P   

  nj ,.......2,1    :  
 
 BP

BAP

B

A
P

jj
∩








  

                                            
 

   ∑
1

.

.

n

i

ii

j
j

ABPAP

A
BPAP












  
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 

 ∑
1

.

.

n

i i
i

j
j

j

A
BPAP

A
BPAP

B

A
P




























  و منه                     

لقضية السابقة، و يمكن أأن ننظر ا لى و هذا ينبج من تعري  الاحتمال الشرطي، و من ا

الأحداث   
niiA

,1
لى  وقوع    الحدث على أأنها تمثل دور الأس باب التي أأدت ا 

  B .وذلك أأن احدهما فقط يقع 

ذا وقع   هو السبب  هو الاحتمال : jAفان احتمال أأن يكون   Bفا 

 

 ∑
1

.

.

n

i i
i

j
j

j

A
BPAP

A
BPAP

B

A
P




























  

,....,...  )أأحداث غير منتهية(   أأي    21 nAAA   ماثحظة:   يمكن  أأن تكون    

غير منتهية و قابلة للعد و تبقى  n .  أأي يمكن أأن تكون تجزئة لـ 
n

A∪    

 قاعدة بيزصحيحة . 

 

321   تنبج على الترتيب 40%  ،35%  ،25%  من  ,, HHH   مثال : ةاثث أ لات

نتاج هده ال لات رديء.   من ا  %5 و   % 4    ، % نتاج مصنع ما.  نفرض أأن       2ا 

نتاج و وجدناها رديئة .   أأخذنا عينة من هذا  الا   

 1H نتاج ال لة   ما هو احتمال أأن تكون من ا 

: حسب قاعدة بيز نضع الحل  
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         31  i                   iH نتاج iA   السلعة من ا            

B   سحبنا سلعة رديئة            

  . لدينا   :             







B

A
P 1 ذن هو حساب         المقصود ا 

 

      








































3
3

2
2

1
1

1
1

1

....

.

A
BPAP

A
BPAP

A
BPAP

A
BPAP

B
A

P   

 حيث

  35,02 AP               4,03 AP  

04,0
2









A

BP   02,0
3









A

BP  

            
345

125
1 








B

A
P ذن                    ا 

اس تقاثل الأحداث:   2.13  

لا يؤثر في  A ,BA حدثان و كان وقوع  B ذا كان  1( الحدثان المس تقاثن : ا 

ن :  B،  فا    احتمال وقوع 

   BP
A

BP   

B   حدثان مس تقاثن.      فنقو ل أأنA و 

   
 AP

BAP

A
BP

∩
   و بما ان                      

          B.PAPBAP B مس تقاثن  A و   فان:      

. BA   و نرمز لذلك بـ     

 




















                          0,05 P

0,025AP

1

1

A
B
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حداث المرة عندما نلقي قطعة نقد مرتين ، فان كل أأحداث المرة الأولى مس تقلة عن أأ  :1مثال

 الثانية.

 

ة بلمرة رات مرتين مع الا رجاع ، فان الأحداث المتعلقعندما نسحب من صندوق ك:  2مثال 

 الأولى ، مس تقلة من أأحداث المرة الثانية .  

: رمى شخصان في اتجاه لوح واحد معلق في جدار ، و احتمال  3مثال   

صابة الهدف؟ للثاني.    ما احتمال ا 
10

7  للأول و 
10

4   اصابتهما لل هدف هو

              
10

4
1 AP صابة الأول الهدف                 1A ا    نضع

         
10

7
2 AP صابة الثاني الهدف                  2A ا    نضع

 21 AAP  ذن علينا حساب  صابة الهدف ، ا  21  حدث ا  AAA   

       212121 AAPAPAPAAP   

       2121 . APAPAAP  2A  مس تقاثن ينبج ان   1A  و    و بماثحظة ان  

 و بلتالي : 

         212121 . APAPAPAPAAP   

 
50

41

100

82

100

28

10

7

10

4
∪ 21 AAP   أأي                
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ذا كان  الحدثان  لى الفرق بين اس تقاثل حدةين و بين تنافيهما ، فا  ماثحظة:   يجب أأ ن ننتبه ا 

 مبنافيان1  فهما عموما مس تقلين ، لأن وقوع احدهما يدل على أأن ال خر لم يحدث.             

 PF, لقاء قطعة نقد               مثاث: عند ا 

 FA  ,  PB    BA  

   
2

1
 BPAP     ,       0BAP  

     )مس تحيل (         
4

1
.0  BPAPBAP  لكن شرط الاس تقاثل          

,BA  غير مس تقلين.    الأمر الذي يدل على أأن      

مس تقلة  321 ,, AAA   3( اس تقاثل ةاثةة أأحداث:  نقول أأن الأحداث الثاثةة 

ذا تحقق ما يلي :  ا   

     

     

     

       



















321321

3232

3131

2121

..

.

.

.

APAPAPAAAP

APAPAAP

APAPAAP

APAPAAP

 

القينا حجر نرد مرتين   مثال:  

.    نضع :     6,0...........1,1 36      و       

1A ظهور عدد زوجي في المرة الأولى   

ظهور عدد فردي في المرة الثانية  2A  

ظهور مجموع زوجي  3A  

                                                 

 BA 1 
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     
2

1
321  APAPAP  

     
4

1
323121  AAPAAPAAP  

    0321  PAAAP  

     2121 . APAPAAP               21 AA   

       3131 . APAPAPAP           31 AA   

       3232 . APAPAPAP           32 AA   

       
8

1
..0 321321  APAPAPAAAP  و                       

8

1
0    واضح أأن 

مثنى  و لكنها ليست مس تقلة.ناثحظ أأن هذه الأحداث مس تقلة مثنى   

ذا كان :  ذا و فقط ا  نقول أأنها مس تقلة ا  nAAA ......., 21  التعميم : من اجل الأحداث 

 :,.....1 nI    :2CardI      





n

Ii

ii
Ii

APAP  

 فنحصل على عدد من العاثقات هو : 

12.......32  nCCC nn

nnn  

( العشائر المس تقلة :3  

), و لتكن B 1 و B  2 عشيرتين B, )P   تعري  :  ليكن لدينا الفضاء الاحتمالي

 .B جزئيتين من    

ذا تحقق ما يلي : مس تقلتاننقول أأنهما  ا   
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YXYX ⇒∈∀,∈∀ 21 BB  

ذا كان    ال تعـمـيم : نقول أأن العشائر الجزئية  B1 و B  2 من  B مس تقلة  ا 

∈A∀ i B     :,........1 ni     














n

i

ii

n

i
APAP

1
1

 

nAAA   مس تقلة لأن  ......., 21 nAAA مس تقلة فا ن  ......., 21   نتيجة : اذا كانت  

B ( مس تقلة و لكن   iA ) ni ,1 يجعل العشائر الجزئية    
niiA

,1
  اس تقاثل 

B ) مس تقلة  و ينبج ( )
iA ni   فبكون ( ....1  ) B ( )

iA )= ) B ( )
iA ) 

) مس تقلة. )
iA   أأن  

nAAA  مس تقلة   ......., 21 nAAA مس تقلة ، بين أأن  ......., 21 ذا كان     تطبيق: 1(  ا 

 














n

i

ii

n

i
APAP

1
1

1  و أأن                

 الحل: 

 مس تقلة  iA  مس تقلة لكون  iA   أأن

   ii APAP  1   و لدينا                                 

 

 

مرة واحدة على الأقل ؟ 3مرات. ما احتمال ظهور  9( نلقي حجر نرد 2  

حدث ظهور 3 مرة واحدة على الأقل   A 96    نسمي   

        9,........1i  :  i iA هو ظهور 3 خاثل المرة     

  

 














n

i

ii

n

i
APAP

1
1

11

i
i

AA
9

1

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  iA  مس تقلة و كذلك  iA ن    ا 

 
6

1
iAP        ,     

6

5

6

1
1 iAP  

   
99

1

9

1 6

5
11 

















 


ii
i

APAPAP  بلتالي                 

 
 تمارين حول الا حتمالات

 
، عين الأحداث التالية واحتمالاتها :ندرج حجري نرد مبوازنين     : 1تمرين  

 :  ظهور الحدث الأكيد.   

: ظهور 1   الحجر الأول و 3 في الحجر الثاني   1A  

: ظهور الرقمين 1،3 معا.  2A  

: ظهور 1 في احدهما على الأقل. 3A  

: ظهور مجموع = 7. 4A  

8 : ظهور مجموع  5A  

    34 AA      ,  62 AA   , 42 AA       ,    >8 : ظهور مجموع  7A  

 

صناديق ، ما احتمال وجود الرسائل في  2رسائل في  3:  نضع بصفة عشوائية  2تمرين  

 صناديق مختلفة ؟
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 
3

1
AP ,BA بحيث   B .فضاء احتمال  ,( B, )P   تمرين 3 :

. احسب :      
5

1
 BAP  ،  

4

1
BP  

 BAP    ،  BAP   ،  BAP   ،  AP     AA    

   

دة. صفر سحبنا كرتين دفعة واح 4زرق و  2كرات حمر،  3كرة،  12: وعاء يحتوي  4تمرين     

أأن  يكونا من نفس اللون ؟ ما احتمال   

 

صفر . 2خضر و  7زرق و  2حمر و  2كرة منها  20:  وعاء يحتوي  2تمرين   

ذا سحبنا   كرات دفعة واحدة، فما هو احتمال أأن تكون حمراء؟  3ا( ا   

ذا سحبنا  خضر ؟ 2حمراء و  3كرات دفعة واحدة، فما هو احتمال ظهور  2ب( ا   

ذا سحبنا   4حمر و  3خضر و ظهور  3، فما هو احتمال ظهور كرات دفعة واحدة 12ج( ا 

 زرق؟ 

ما ش به أأكيد أأو ش به  ذا كان الحدثA مس تقاث عن نفسه، فبين انه ا    تمرين 2 : ا 

 مس تحيل . 

 

    A B  وذلك ، ,A ,A مس تقاثن ، و كذلك     تمرين 7 : بين أأن الحدةين 

 

،  و أأن BA  ، BA  ، BA BA فبيٌن أأن   ذا كان    تمرين 0 : ا 

.B ( )A B  A   
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     
















21

3

1

2
1321 ..∩∩

AA
A

P
A

A
PAPAAAP  تمرين 9 :  بين  

n حدثا.    لى   ثم عمم العاثقة ا 

كرات دفعة واحدة، مـا  2صفراء سحبنا  3زرقاء،  4حمراء  2كرة،  13: وعاء يحتوي تطبيق

 احتمال أأن تكون حمراء ؟

لقاء قطعة نقد مبوازنة عددا لا نهائي:  10تمرين  هو الحدث ا من     نعتبر التجربة تتمثل في ا 

A عد  ظهور القفا خاثل التجربة.   المرات.  

A حدث ش به مس تحيل .     بيٌن أأن  

: نلقي حجر نرد غير مبوازن بحيث:  11تمرين   

      
21

6
642  PPP    و          

21

1
531  PPP  

 احسب احتمالات الأحداث التالية :

 3,11 A  ,   6,4,32 A   ,    12 AA       ,  21 AA       ,        12 AA   
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 حلــول التمارين

 
 

ندحرج حجري نرد مبوازيين نعين الأحداث : :   1حل التمرين   

  الحدث الأكيد       )1 

                   6,5,4,3,2,11  لقاء حجر واحد نجد           عند ا 

لقاء حجرين                                عند  ا 

              6,6,5,6,........6,2,.....,1,2,6,1,.......,2,1,1,1    

                    36622

1  CardCard    مع            

1A ظهور 1 في الحجر الأول و 3 في الحجر الثاني    )2 

  3,11 A  
 

ظهورالرقمين1 و 3 معا،  )هذه العبارة تعني 1 في الأول و 3 في الثانية  2A )3  

في الأولى(   3في الثانية و  1أأو    

 22 CardA     و بذلك        1,3,3,12 A  

 

ذن 3A ظهور 1 في احدهما على الأقل : الا مكانيات هي ا  )4 

  113 CardA    و بذلك 

                      1,6,1,5,1,4,1,3,1,2,6,1,5,1,4,1,3,1,2,1,1,13 A  
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ظهور مجموع = 7 :  الا مكانيات هي: 4A )2 

 64 CardA   و بذلك             3,4,4,3,2,5,5,2,1,6,6,14 A  

 

) 8 5A ظ هور مجموع  6A  ظهور مجموع    <  0   ) )2 

     55656 1 APAPAPAA   

                 


Card

cardA51  

                        
12

7

36

21

36

15
1   

 

    042  AAP  ومنه  42 AA 42 : ناثحظ أأن   AA    7( تعيين

                                                     

ومنه  262 AAA  62   ناثحظ أأن  :  AA    0( تعيين

 
18

1

36

2
)( 2

242 



card

cardA
APAAP  

 

34  : لدينا AA    9( تعيين

                         2,5,3,4,4,3,5,234  AA  
 

                           
 

9

1

36

434

34 





Card

AACard
AAP  و منه                   

                   

صناديق بصفة عشوائية، لنحسب ما احتمال وجود  2رسائل في  3: نضع  2حل التمرين 

 الرسائل في صناديق مختلفة .
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. )عدد التطبيقات 36Cardذن صناديق ا   2رسائل في  3هو حدث وضع  نضع  

 من مجموعة الرسائل ا لى مجموعة الصناديق(  : 

حدث وجود الرسائل الثاثث في 3 صناديق مختلفة ، ومنه  A  نسمي 

3

6ACardA      و     
3

3

6

6

A
AP   

 

. لدينا :    BA,  B       فضاء احتمال ,( B, )P    حل التمرين 3 :

 ، لنحسب : 
5

1
 BAP     و   

4

1
BP   و   

3

1
AP  

   
3

2

3

1
1  APAP  

      

        APAPPAP

APAPAAPP

AA

















1

 لأن                         

 أأيضا

 

 ينبج أأن

     BABPAPBAP   

             
60

23
 BAPBPAPBAP   ومنه              

 

                         BAP    لنحسب  ال ن  









ABA

BAABA
 

   BAAPBAP  ذن                                             ا 

 ABABA 

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   

15

2

5

1

3

1


 BAPAP

          

   BAP     لنحسب ال ن 

             BAPBPAPBAP   

 

      

20

19

5

1

3

1

4

3

3

1

1





 BAPBPAP

 

 طريقة أأخرى :

                               BAPBAP   

                                         

 
 
    
   

20

19

5

1

4

1
1

1

1

1

1













BAPBP

BAPBP

ABP

BAP

 

صفر، سحبنا كرتين دفعة واحدة بدون  4زرقاء و  2حمر،  3كرة ،  12: وعاء يحتوي  4تمرين 

رجاع و بدون مراعاة الترتيب . لنحسب :  ا 

 . احتمال أأن يكونا من نفس اللون:1

ذن  12حدث سحب كرتين من مجموع  نضع   2) دفعة واحدة ( ا 

12CCard  

A مركب من : A  حدث ظهور كرتين من نفس اللون ، لكن    نضع 

1A ظهور كرتين حمراوين من 3 حمر        
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2A ظهور كرتين زرقاوين من 2 زرقاء                                                      

ظهور كرتين صفراوين من 4 صفر                                                3A            

                i
i

AA

3

1




  أأي             

 لدينا 















2

43

2

52

2

31

CCardA

CCardA

CCardA

 

 

        321 APAPAPAP   

                                     2

12

2

4

2

5

2

3

C

C+C+C
=  

. احتمال ظهور كرتين مختلفبين: 2  

ذن احتمال ظهور كرتين مختلفبين       هذا الحدث هو الحدث المعاكس للذي س بق، ا 

   APAP 1  هو:    

صفراء 2خضراء  و  7زرقاء ،  2كرات حمراء ،  2كرة ،  20: وعاء يحتوي  2حل التمرين    

كرات دفعة واحدة .  لنحسب احتمال أأن تكون حمراء 3( سحبنا 1  

 حدث سحب 3 كرات من 20 كرة دفعة واحدة و نسمي A حدث    نسمي 

كرات   حمراء 3ظهور    

 و منه

 

 

3

5

3

20

CCardA

CCard




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 
3

20

3

6

C

C
AP   

خضراء 2حمراء و  3كرات دفعة واحدة . لنحسب احتمال ظهور  2( سحبنا 2  

حدث ظهور 3 B  حدث سحب 2 كرات من 20 دفعة واحدة و نسمي    نسمي 

خضراء  2حمراء و   

     3

5C مكانيات سحب 3 حمر     عدد ا 

2

7C مكانيات سحب 2 خضر   عدد ا 

                         2

7

3

5 CCB  ذن                                       ا 

 
5

20

2

7

3

5

C

CC
BP


 

12 ، لنحسب احتمال

20CCard   3( سحبنا 12 كرات من 20 كرة دفعة واحدة    ظهور 3 

 خضراء:  

ذن: حدث سحب 12 كرة منها 3 خضراء و 9 بلألوان الأخرى، ا  Aنسمي  

9

15

3

5 CCCardA   

                          
12

20

9

15

3

5

C

CC
AP      و منه                         

زرقاء                           4حمراء و  3( لنحسب ال ن احتمال ظهور 4   

  12

20C ذن   حدث سحب 12 كرة من 20 دفعة واحدة ا   نسمي 

ذن  Bحدث  ظهور 3 حمراء و 4 زرقاء ، ا    نسمي 
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 

12

20

5

9

4

6

3

5

5

9

4

6

3

5

..

..

C

CCC
BP

CCCB





 

ما ش به أأكيد أأو ش   2حل تمرين  ذا كان الحدث مس تقاث عن نفسه ، فلنبين انه ا  به : ا 

 مس تحيل 

        APAPAAPAA .  

   APAP 2⇔   

              01.  APAP  

 

 















1

0

AP

AP

    

ش به مس تحيل.  A A ش به أأكيد أأو  ذن    ا 

 A و   مس تقاثن و كذلك   و   و  A   حل الـتمرين   7 : لنبين أأن  

. Aو ذلك من اجل كل حدث  

      BPAPBAPBA .  لدينا التكافؤ التالي    

                      PAPAPA .  اذن                 

    0  PAP   لدينا                         

      0.  APPAP   من جهة أأخرى                      

             0  

 مس تقاثن. A و    اذن 

         PAPAPA .   كذلك                      



41 

 

   APAP   لدينا                                

       APAPPAP  1..   أأيضا                       

    مس تقاثن A و   ينبج أأن     

BA  BA,  BA, BA فان        حل التمرين 0 : لنبرهن  أأنه  اذا كان   

                   B  A B  B    و ان             

. لدينا : BA   1( نبرهن

                                       BAAPBAPBAP ∩∩   

                                                 BAPAP   

                                      BPAPAP .       BA  لأن

                                                          BPAP  1  

                                                         BPAP .  

                .    BA ذن بلفعل         ا 

 لدينا  BA  2( نبرهن  

       ABPBAP   

    BABPABP   

    ABPBP   

      APBPBP .  

                          APBPAPBP .1.   
.  BA  و منه  

 

BA                                     ( نبرهن أأن 3   BAPBAP  
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 
      
       

      

     
    

    BPAP

BPAP

APBPAP

APBPAP

BPAPBPA

BAPBPAP

BAP















1

.

1

.P1

∩1

∪1

 

.  BA ذن بلفعل    ا 

 

 B  A B  B  4( برهان أأن         

 B    AAA ,,,  A و منه   B هي اصغر عشيرة مولدة بـ   A   لدينا   

 

  ناثحظ أأن    : تعري  اس تقاثل عشيرتين

     ∈X∀  B   YA ,  B  B  YX           ) BA        )من أأجل  

B مس تقلتين   B B  و  A   ناثحظ بذلك أأن

 

لنبين ان : 321 ,, AAA  حل الـتمرين 9 : من أأجل الأحداث  

    
















21

3

1

2
1321 ..∩∩

AA
A

P
A

A
PAPAAAP  

 لدينا 

    321321 ∩∩∩∩ AAAPAAAP   
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   

     213121

21321

∩..

∩.∩

AAAPAAPAP

AAAPAAP




 

 مـهــم :  

nAAA ,...., 21  2( تعميم العاثقة في حالة الأحداث   

INn  :  nAAAP  ......21      نبرهن انه:                                  

                       =        )∩.....∩...∩ 11213121 nn AAAPAAAPAAPAP   

n ، نبرهنها من  n2 الخاصية محققة نفرض صحتها من اجل    بلتراجع :  

1n   اجل 

 11 .......  nn AAAP          

     

   

     

 nn

nn

nnn

nn

n

D

n

AAAP

AAAAPAAAP
A

A
PAP

AAAPAAP

DAPDPADP

AAAP

....∩....

∩...∩∩....∩

∩....∩∩.......∩

.∩

∩∩....∩

11

121213
1

2
1

111

11

11























































 

 و منه 

*∈∀n IN   :   

 nAAP ......1        







11

213121 .....∩
......∩

n

n

AA
A

PAAAPAAPAP  

 

كرات دفعة واحدة.   2صفراء, سحبنا  3زرقاء و  4حمراء،  2كرة،  13: وعاء يحتوي  تطبيق

 ماحتمال أأن تكون حمراء؟

 5,..,1=i       : i iA ظهور كرة حمراء في المرة    الحل:



44 

 












i

i
APAP

5

1
∩)( A  ظهور 2 كرات حمر                                         

         432153214213121 ∩∩∩.∩∩.∩.. AAAAAPAAAAPAAAPAAPAP

  و    
1

11

1

4
213 ∩

C

C
AAAP    و   

1

12

1

5
12

C

C
AAP    و   

1

13

4

6
1

C

C
AP   

 
1

9

1

2
43215 ∩∩∩

C

C
AAAAAP    و   

1

10

1

3
3214 ∩∩

C

C
AAAAP   

              
5

13

5

6

9

2
.

10

3
.

11

4
.

12

5
.

13

5

C

C
AP      بالتالي        
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 . المتغـير العشـوائي الحقـيقي3

 
 

تعري  المتغير العشوائي الحقيقي:           3.1  

) فضاء احتمال و نعتبر ال تطبيق : )P,,B   ل يكن  
                                ( ) ( )

IR
,IR→P,,:X BB  

.   BB 

IR
X .1  بحيث:  

تطبيق قابل للقياس يحقق :   X ذا كان  ا 

( ) BB ∈B.X
IR

∈B∀
1  

.   حقيقيا وائيامبغيرا عش  Xعندئذ  أأي أأن الصورة العكس ية لكل مجموعة بوريلية هي حدث( ، فيسمى)

   

( ) ( ) ( ) ( ){ }P,P,F,P,P,F,F,F=   مثال: نقذف قطعة نقد مرتين، نجد      

هو عدد مرات ظهور الوجه        X نعتبر أأن     
                        ( ) ( )

IR
,IR→,:.X BB  

         ( ) 2=F,F.X             ( ) ( ) 1=F,P.X=P,F.X           ( ) 0=P,P.X  
 و منه :

( ) { }0,1,2=X   
لمس تمر:المتغير العشوائي النقطي و ا  3.2  

 .مبغيرا نقطيايسمى  ،المتغير العشوائي الذي يأأخذ عددا منتهيا أأو قاباث للعد من القيم -

 مبغيرا عشوائيا مس تمرا.المتغير الذي يمكن أأن يأأخذ كل قيم مجال محدود أأو غير محدود فيسمى  -

 وكذلك ارتفاع، : عندما نزن مجموعة من الأش ياء، فان الوزن يمكن أأن يمثل مبغير عشوائي مس تمرمثال

 المياه في سد معين. 
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X  Xالحقيقي عشوائي ال المتغير ليكن لدينا  :   قانون احتمال 3.3

   
IR

IRPX BB ,→,,:   

          BB
IR

B -1

X XPP,  B  كما يلي :  
IR
B   نعرف التابع  PX على العشيرة  

   BB-1X  و هو معرف جيد لأن    

 
IR
B  نتحقق أأ ن PX يمثل احتمال على 

 

 
IR

Bn B م نفصلة مثنى مثنى   nB  : 




























 n
nn

BB 1-

X XPP  

                                                                    
 

  

 n

n

n
n

B

n

B

n

B

X

1-

1-

P

XP

XP






















 

                                       
IR
B  جمعي على 

XP,  هذا يعني أأن 

.X او قانون توزيع X قانون احتمال PX احتمال، يسمى PX  من هذه الدراسة نجد ان 

فيما يلي من الدروس نعتمد على الرموز ال تية :  : مصطلحات  3.4   

       

       

       

       tXXttX

bXabXabaX

bXabXabaX

aXaXaX

























:

:,

:,

:,

1

1

1

1

  

 ...  tXP  ،    bXaPaXP  , ذن أأن نحسب المقادير    فيمكن ا 

                                

  P,,B  2.3 التابع التوزيعي  fonction de répartition  : ليكن X  مبغير عشوائي حقيقي على

. نضع  IRt   من اجل كل 

                                        tXPtFX   

                                              tPX ,  
10 و  F   فنجد 

       abPbaPX ,,,   

      

       1PXPP

0PXPP

1-

X

-1

X








IRIR


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                  

   aFbF

aPbP

XX 

 ,,  

  
XF XP اذن هو قياسا لـ لوبيغ-س  تلجس الموافق للتابع   فيكون

 يمكن التأأكد من أأن :

 تابع متزايد 
XF   ا(  

 مس تمر من اليسار 
XF  ب( 

0)(lim,1)(lim 


tFtF X
X

X
X

 ج(  

: XF  ماثحظة : هناك بعض المراجع ، تعتمد على التعري  ال  تي  لـ   

    tPtXPtF XX ,)(                             
ـالاس تمرار من اليمين. و تبقى كل الخواص السابقة محققة ما عدا خاصية الاس تمرار من اليسار التي تعوض ب  

X هو عدد مرات  ظهور الوجه .  مثال لتابع توزيعي: نلقي نرد ةاثث مرات. ليكن 

 لدينا 
 

PPPFPPPFP

PPFPFFFPFFFPFFF

PPPFPPPFPPPFPFFFPFFFPFFF







876

54321

,,

,,,,

,,,,,,,



  

  
8

1
iP        و       PB   

 

 نعرف
 

     

     

  OX

XXX

XXX

X









8

765

432

1

1

2

3









                                            

    3,2,1,0X   
: X   قانون احتمال

       
8

1
00 8

1   PXPPX
 

 احتمال ظهور الوجه مرة واحدة : 

 

         1
8

3
,,11 765

1   XPPXPPX   
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 احتمال ظهور الوجه مرتين 

         2
8

3
,,22 432

1   XPPXPPX   

      3
8

1
3 1  XPPPX   

  التالي:الجدول  ى فيقانون يعط 

X  قانون احتمال 

 

 

تابع التوزيع: 
XF  

      tPtXPtF XX ,  

           tXP ,1    
       

          

      

      

         1,.....,,3,2,1,0:3

8

7
,.....,,2,1,0:32

2

1

8

4
,,,1,0:21

8

1
0,:10

0,:0

821

1

832

1

8765

1

8

11

0

1





















PPXPtFt

PXPtFt

PXPtFt

PXPtXPtFt

PtXPtFt

X

X

X

X











 

 

X  0 1 2 3 

XP  
8

1
 

8

3
 

8

3
 

8

1
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 مس تمر من اليسار. 
XF   ناثحظ ان 

 تابع توزيعي نقطي.
XF F. يسمى  a نقطة انقطاع لـ    1.2.3( تابع التوزيع المنقطع:  

X هو مبغير نقطي ، و يكون:  نقطي ،وان المتغير العشو ائي 
XP   و نقول أأن

                           1321 ,.....,......,,  nnn xxxxxxX  

ذا: اصطاثحات وضعنا  ا   

                 XiifiPiXP X ,      

X و يمثل ما يلي   f يمثل قانون احتمال    فان
 

 
 








Xi

if

iif

1

,0
 

كون لدينا :و ي  

 
      

 






ti

XX

if

tPtXPtF ,
 

F فان : a نقطة اس تمرار للتابع   ذا كانت    2.2.3( تابع التوزيع المس تمر: ا 

  0 aXP  
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مبغير عشوائي حقيقي مطلق الاس تمرار  X  يصبح مس تمر التوزيع و نقول أأن 
XP F مس تمرا فان  لذلك  

ذا كان  - ا 

بل عندئذ تابع كثافة احتماله هو و يق   

 IRIRf :  
f قاباث للمكاملة بحيث    و يكو ن

                           
 

 








1)2

,0)1

dxxf

IRxxf
 

 و يكون 

 

 

          

b

a

X dttfaFbFbaPbxaP ,  

الة او هي العاثقة المقابلة في الح  

X مبغير عشوائي حقيقي مطلق الاس تمرار ، كثافبه الا حتمالية هي :   مثال :

 

 

 













1,0,0

1,0,2

x

xx

xf
 

 ناثحظ ان : 
 

  1020

,0

0

1

1

0

2

1

0





  


 



xdxxdxdxxf

IRxxf
 

 

   
 










x
x

dttfxF

1

0

2  

1

0

1,0







x

x

x
 

 

 

   أأن:ناثحظ 

   aXxPaxP   

   




x

dttfxF
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                                                0  dttf

b

a

 

 









2

1

3

12

1

3

1
dttfXP

 

   النقطية : بعض التوزيعات الشهيرة .2.3

     1,0X X هنا يأأخذ قيمتين فقط و هما 0 ، 1 أأي   1.2.3( توزيع برنولي : و هو ابسط مثال 

 للتوزيع النقطي 

 .   PAP    نعتبر الحدثA المتعلق بتجربة معينة و احتماله   

  1AX  و   0AX   

X هو  ذن قانون احتمال    ا 

     

     







010

11

fqpAPXP

fpAPXP  

 

ع برنوليقانون توزي      1,0,. 1   kqpkf kk  
 

   ) A    ناثحظ أأن X يمثل عدد مرات وقوع النجاح )عدد مرات وقوع 

:la distribution binomiale ( التوزيع الثنائي 3.2.2  

مبعلق بتجربة معينة، نفرض أأننا كررنا هذه التجربة     PAP   احتمالهA نعتبر نفس شروط توزيع

 .  مرة n برنولي ، أأي أأن هناك حدث

  

 

i ، الأمر الذي يعني :          هو مبغير برنولي في  المرة
iX   حيث 

iXi ,....2,1 نعتبر في كل مرة 

 مبغير عشوائي  

      pAPXPX ii  1/1,0:                           qAPXP i  0 و 

   

هذه التجارب مس تقلة، نعتبر ال ن مبغير عشوائي جديد هو : أأنمن الواضح   





n

i

ni XXXX
1

1 .........  
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في   (Aدد مرات وقوع النجاح )وقوع نجاح عXيمثل  .بلتجربة الكليةالمتغير يتعلق واضح أأن هذا 

 من التكرارات . n التجربة الكلية، و خاثل

 nX n .,.........3,2,1:   
 

ن الحدث  .ا     kXPkfnk  ,,......0 X بحساب     يتعين قانون احتمال

n تكرار.  k مرة خاثل  ، A   يقع عندما يقع الحدث   kX   

0  الباقية القيمة  kn  iX  القيمة    1، و يأأخذ  k من المتغيرات    أأي عندما يأأخذ 

. k

nC   و يتم ذلك بعدد من الطر ق هو

 عموما 

   

nk

qpCkXPkf knkk

n

,.......1,0

 

 

 أأي 

                                          pnX ,B  
P n مرة  ذو احتمال  X ختضع لتوزيع ةنائي بـ   
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  : la loi hypergeometrique ( التوزيع الهندسي الزائد   3.2.3  
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مبتالية هندس ية                                                     وعمجم  

 

هو   X  2.2.3( توزيع بواصون   Poisson  :  قانون احتمال 
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 PX   

n
pn

5
,20    ماثحظة 1 : يكون هذا التقريب مقبول من اجل  
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f  يعرف قانون احتمال . ذن   ا 

  .شخص  2000هذا الدواء لـ  أأعطينا 1‰: احتمال رد فعل ناتج عن الحساس ية ضد دواء معين هو  مثال

 :ما هو احتمال

 ( ان تظهر الحساس ية عند ةاثث أأشخاص 1  

                                   احتمال أأن تظهر الحساس ية عند أأكثر من شخصين                    ( 2

 الحل : 
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      :رة تمبعض التوزيعات المس   .7.3

:Distribution uniforme التوزيع المنتظم    (3.7.1   

 ba, X  يتبع قانون الاحتمال المنتظم على المجال ن الم تغير   هو ابسط مثال للتوزيع المس تمر، و نقول ا 

 العشوائي

ذا كانت      يلي معطاة كما كثافبه الاحتمالية   ا 
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ذا كانت  مس تمر، انه ختضع لتوزيع جاما ا  X Gamma )2.7.3 :  نقول عن مبغير عشوائي حقيقي 

 التوزيع 

 كثافبه الاحتمالية هي :
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تعطى بـ :الاحتمالية  كثافبه مس تمر وهو توزيع  :Distribution normale التوزيع الطبيعي 4.7.3
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ختضع لتوزيع  X أأن أأيضاو نقول 

 و نكبب  صو غلاباثس 
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يمثل فعاث كثافة احتمالية أأي  fيمكن التأأكد أأن 
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 الة خاصة (ح) ي المعياريعالتوزيع الطبي (2.7.3
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ليهنصل  أأن، و يمكن لمتغير الطبيعي المعياريا X*يسمى   :التالي بس تعمال التبديل  ا 
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 .الطبيعي المعياري
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* , aFbF . من الجدول 

 تكبب كما يلي :  الاحتماليةتوزيع مس تمر كثافبه  هو: 2 التوزيع (3.7.2
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2و نكبب                
n
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 بدرجة الحرية  nو تسمى 

 

 
 

 

   تمارين المتغير العشوائي الحقيقي

 

لقائها يساوي  : 1تمرين  .  أألقيناها مرتين، نعتبر أأن 0,7قطعة نقد غير مبوازنة، احتمال ظهور الوجه عند ا 

X  هو عدد مرات ظهور الوجه خاثل هذه التجربة ، عين قانون احتمالX  ثم احسب ،

 2XP ، 1XP . 

 

مبغير عشوائي حقيقي نقطي  حيث    X : 2تمرين   *INX  : نعرف التابع ، 
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 XFمطلق الاس تمرار ثم عين تابع التوزيع  Xيمثل كثافة احتمالية لمتغير عشوائي حقيقي  fتأأكد من أأن

لى أأربعة صناديق )متساوية الاحتمال(،  : 4تمرين  هو عدد الكرات التي تسقط  Xنلقي عشر كرات ا 

 ؟ Xفي الصندوق الأول ، ما هو قانون احتمال 

احسب            3,7  XPXP 

لقاء قطعة نق : 2تمرين  هو عدد مرات  Xد مبوازية و ذلك حتى يظهر الوجه، نعتبر أأن  نس تمر في ا 

لقاء الاثزمة.    عين قانون احتمال   ؟ Xالا 

 ما احتمال أأن لا يظهر الوجه حتى المرة العاشرة ؟ حتى المرة الأل  ؟ 

 . Xهو مجموع الوجهين الظاهرين ، عين قانون احتمال  Xالقينا حجر نرد مرتين ،  : 2تمرين 

هو عدد أأوراق ال س الظاهرة في السحب. عين  Xأأوراق لعب دفعة واحدة ،  2سحبنا  : 7تمرين 

ذا كان السحب يتم مع الا رجاع. X،  عين قانون احتمال Xقانون احتمال   ا 

 

 
 حلول التمارين  

 
  

لقاء قطعة نقد و  1 حل التمرين  0,7: ا حتمال ظهور الوجه عند ا 
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 ب( نحسب :
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لنحسب ال ن    1XP   احتمال ظهور الوجه مرة واحدة على الأقل ، 
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:   لدينا  2حل التمرين    0*,,,*:
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 هو  Xقانون احتمال 
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 لنحسب :
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ناثحظ أأن    :3حل التمرين   0:  xfIRx 
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   :  و هو  توزيع كوشي، و نكبب aX    

 
 

 تابع التوزيع : -
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F يد و مس تمر متزا aX   )توزيع كوشي( 

لى  10تلقى :  4حل التمرين  هو عدد الكرات التي تسقط في  Xصناديق متساوية الا حتمال.  4كرات ا 

 :  Xالصندوق الأول. لنعين  قانون احتمال 
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احتمال السقوط في احد الصناديق هو 
4

1
مرات : توزيع  10، لدينا تكرار نفس التجربة )رمي كرة(  

 ةنائي .

احتمال النجاح هو احتمال السقوط بين الصندوق الاول : 
4
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 . Xو هو قانون احتمال 
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لقاء قطعة نقد ا لى ظهور الوجه.  2حل التمرين  لقاء الاثزمة. لنعين X:  نس تمر في ا  هو عدد مرات الا 
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 اذن 

                                




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
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 ختضع للتوزيع الهندسي. Xأأي  

 : 10لنحسب احتمال ظهور الوجه في المرة  -
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 احتمال عد  ظهور الوجه عدد لا نهائي من المرات: هو حدث ش به مس تحيل  -

 : Xلنعين قانون احتمال  هو مجموع الوجهين الظاهرين، Xرة نرد مرتين، تلقى حج: 2حل التمرين 

 أأ(
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هو عدد أأوراق ال س الظاهرة. لنعين قانون  Xأأوراق لعب دفعة واحدة.  2تسحب : 7حل التمرين 

رجاع . Xاحتمال   سحب دون ا 

 
134 

 

 أ س. 4ورقة لعب و  52لدينا 

ناثحظ أأن   5,4,52HX   ، أأيX ختضع للتوزيع الهندسي الزائد، بلتالي 
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رجاع .  هذا دون ا 

 

احتمال ظهور ال س   5nنكرر التجربة  مع الا رجاع :
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 تبديل المتغير  .0.3 

ذا :شرط تبديل المتغير 3.0.1 مبغير عشوائي حقيقي على الفضاء  X ا  P,,B  وعلمنا توزيعX .

توزيع المتغير العشوائي الجديد  فما هو XT ؟ 
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 أأمثلة : 2.2.4
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  Z كثافة
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ماكون ت: في كل مرحلة  أأكثر أأويمر بمرحلتين  ج(   ، عندئذمبناقصة تماما أأومتزايدة تماما  ا 

مجال على حدى ، ثم نجمع و نحصل كل  و نطبق القاعدة السابقة في  Xمجال تعري  ءنجز 

 . ةعلى الكثافة المطلوب
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ذانعمم العاثقة  أأنيمكن  لىتطلب الأمر  ا   ن مجالين .م أأكثر ا 
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   

0
.22

,
2

1

1

















t
t

e

dt

dx
xftg

t

tx



 

 

0x  مزايدة تماما 

   

0
.22

2

1

2

















t
t

e

dt

dx
xftg

t

tx



  

 

 Tكثافة 

     

 









































00

2
2

1
,0,

2

1
2

1

0
2

1

2

1

2

1

2

1

2

1

2

1

21

t

tet

tg

ttetgtgtg

t

t





 

 

2و هو توزيع  
1
X                       2

1
XT 

 

 :                نتيجة  2
1

2 XN   XX 1,0 
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معرف على   X:  مبغير عشوائي حقيقي نقطيX( اذا كان 3.0.2.1 P,,B  قانون احتماله

   kXPkf ،  XT  بحيث   مبغير عشوائي حقيقي  مبباين tx 1 

     XX

X P
IR

IRP
IR

IRP ,, ,,,, BBB   

 

 :Tقانون احتمال  

            

      lk
kflg

lflxPlxPlTPlg

1

11












 

 

 مثال:







2

1GX . 14نعين قانون احتمال ل  XT                  

     IRkkxpkf

k









 ,

2

1 

  14  xxT  مبباين 

     

 

 
       

 

   
 

    4
1

1
4

1
1

4

44

2

1

11











lk

l

kflTplg

lf

lxplxplTplg

 

 

مبغير عشوائي حقيقي على  Xليكن  الرياضي:ع قالتو  .39. P,,B 

   XP
IR

IRPX ,,,, BB  

تعريفا هو المقدار الذي نرمز له بـ  Xلـ  ع الرياضيقالتو  λE  ، 

4 1 TX
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X مس تمر 

  

Xنقطي 

 

 . أأيضايكون التكامل مطلق التقارب و السلسلة مبقاربة مطلقا  أأنشرط ب و ذلك 

 

ذا ماثحظة :  IRالتوقع الرياضي غير موجود في  أأنلم يتحقق الشرطين فنقول  ا 

 ماثحظتان:

1) X        نقطي   nxxxX ,......., 21 

    
 

 




i

ii

ii
xf

xfx
xfxxE 

مرفقة بلكبل  ixللنقاط   مركز ةقل فهو بمثابة ixf  ذاو خاصة                      ل احتماليةاتموجد  ا 

 

 


















n

i

i

i

x
n

XE

n
xf

&

1

1

 

 

 2 )X        مس تمر 
 

 




dxxf

dxxxf
XE     مركز ةقل قيم x 

 ريمان و الساثسل المتقاربة :من خصائص تكامل 

اجل فمن
21, XXمبغيرين على  P,,B  وIR21,  خطي

     22112211 XEXEXXE   .و بلنس بة للفرق كذلك 

 (: 1) مثال

Xنقطي: 

12 11 10 9 8 7 6 5 4 3 2 k 

36

1

 
36

2

 
36

3

 
36

4

 
36

5

 
36

6

 
36

5

 
36

4

 
36

3

 
36

2

 
36

1

 

 kf

 

 
 

 















k

IR

kkf

dxxxf

XdpXE
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     

           

36

427056422814

7
36

6
86

36

5
95

36

4
104

36

3
113

36

2
122

36

1

12

2






 
k k

kkfkkfXE

 

نرمز لـ :   ترميز: XE     بـ   أأو   أأو  m  

    (:2مثال) 2,X.   عين القيمة المتوسطة XE  . 

 
 

   











 






IRxxxfXE

exf

x

,

2

1
2

2

1



 

 

مبغير عشوائي حقيقي على  X  توقع تابع : 3.9.1 P,,B  و  طبيق قابل للقياس ت 

     
IR

IRP
IR

IRP X

X BBB ,,,, ,   

نعرف توقع  X كما يلي 

X مس تمر 

 

Xنقطي        

 .مطلق التقارب  و  علما انه يجب ان يكون 

 أأمثلة : 1.2

  (:1)مثال 

                      PXXXE  ,2 

  







0

2
2

2

!k

k

k

ek
xE 

 

    


 
0

2

22 2


  dxexxEX xExp   

 :La varianceالتشتت حساب    (2)مثال 

    
   

   















k

kPk

dxxfx

dpxxE




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Xمس تمر 

 

Xنقطي 

 

 

     

 
   

   





















k

kfk

dxxfx

dpX

XEXEXV

2

2

2

2
,

 

 

  :  Ecart type » Déviation standart » عياري الانحراف الم  2.9.3

  نبما أأ   0XV نعرف  XVX     الانحراف المعياري و يدعى 

 )طول، زمن، ...(. Xمن نفس وحدة  Xفبكون 

 :ت طالبين موزعة كما يلي ، وجدنا عاثما أأربعة امبحانات: بعد  مثال

 

 

 

  10
4

201910

10
4

12

4

9

4

1
11

4

1
8

20,19,1,0

12,11,9,8












YE

XE

Y

X

 

 

 
 

 
       

 
       

4

363

4

10201019101100

2

5

4

10

4

10121011109108

2222

2222











YV

XV
 

 ايضا 

526,9
4

363

58,1
2

5





Y

X




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 :  نتائج

aXاذا كان   (1   او مبغير عشوائي حقيقي اكيد( فان قانون  مبغير عشوائي حقيقي ثابت(

 احتماله ، 

   













ak

akk
kxpkf

0

 

    ن : ذا              
k

aaEaaafakfXE 

  :من خطية تكامل لوبيغ ) التوقع ( نجد (2

     

     

  22

22

222

.2

2

2







XE

EXEXE

XXEXEXV

 

نجد                                                22 XEXEXV  

 

 

3 )  0aV           لأن      

022

22





aa

aEaEaV 

 و

      

    

       

      XVaXEXEa

bXabEXEabXabEXEa

bXaEbabXXaE

baXEbaXEbaXV

2222

222222

2222

22

22

2









                 

 
 

 . الشعاع العشوائي و تبديل المتغير4 

 
 

 الشعاع العشوائي : 1.4



78 

 

 تعاري  : 1.1.4

، كل تطبيق قابل للقياس من الفضاء الاحتمالي  X:نسمي شعاعا عشوائيا  1تعري   P,,B لى ا 

الفضاء 






nIR

nIR B,  : بحيث 

IR

n

inIR

BB
1
   تمثل العشيرة البوريلية علىnIR 

 

X  :ليكن الشعاع العشوائي   : 2تعري     




 X

nIR

nX PIRP ,,,, BB 

ن قانون احتمال الشعاع  حتمال صورة لـXPهو Xا   .Xوفق  P: ا 

 

: ليكن الشعاع ماثحظة nXXXX ,....., 21  نعتبر تابع الا سقاط .IRIRn

i : من .

الواضح أأن  XXoX iii     (i .)مس تمر 

ن   مس تمر.  i مبغير عشوائي حقيقي لانiXا 

هوالتابع : iXقانون احتمال  4.2
iXP  حيث  oXX ii

PP  

    




 Xi

nIR
X

n
IRn

X PIRPIRP i ,, ,,,, BBB  

 .iمن المرتبة  Xو يسمى قانون الاحتمال الهامشي لـ 

، نحصل على الثنائية العشوائية 2n:من أأجل  الة خاصةح 21, XXX  

,21او تابع التوزيع المشترك لـ  X: نسمي تابع توزيع تابع التوزيع المشترك 4.3 XX التابع ،F المعرف بـ

: 

           21221121

2

,,,

:

ttPtXtXPttF

IRIRF

X 


 

 : Fبعض خصائص تابع التوزيع المشترك  4.4

 10  F 

 F متزايد على كل محور    ,...'...,,......,' iiii tFtFtt  

 F  مس تمرمن اليسار على كل محور 

  اذا وجدj  بحيثjt  0فانF 
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  اذا كانit:i   1فانF 

,21اذا كان   :Xكثافة  4.4.1 XX  ن معرفة كما fكون مس تمرا و يقبل كثافة يXتابعان مس تمران فا 

 يلي :  IRIRf 2: 

 بحيث  

    
 


1 2

212121 ,,

t t

dxdxxxfttF 

 و تحقق 

 

 .2Xو1Xو يسمى الكثافة المشتركة لـ 

 قوانين الا حتمال الهامش ية : 2.4.4

 فنجد :fكثافة  Xاذا قبل 

  1كثافةX   :   




 22111 , dxxxfxf 

  2كثافةX   :   




 12122 , dxxxfxf 

 : لدينا التابع : 1مثال 

20,10 21  xx 

 عند العكس
 

 

كثافة احتمالية للثنائية العشوائية  fحتى يكون  aلنعين  21, XX : ثم لنحسب الاحتمالات 


















 3

2

1
,

2

3

2

1
,2,

2

1
2121 XXPXXP 

   

  












1,

0,,

2121

21

2

21

dxdxxxf

xxfIRxx

 





0

,
21

21

xax
xxf

             

      122

11211111

,,

,,

22

11

tPtFtF

tPtFXtXPtXPtF

XX

XX




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 الهامش يين . 2fو  1fأأخيرا لنعين 

adxfdxf: تعيين الحل  








 1,0 21
  

  

1

0

2

0

2211 112
2

1
aadxxdxxa 

 بلتالي

     2,01,0, 21 xx 
 عند العكس                               

 

 








0
, 21

21

xx
xxf 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
4

3
,2,

2

1
2

0

221

1

2

1

1

2

221

2

1

121 







 





dxxxdxdxxxfdxXXP 

 1Xكثافة  -

   

 





 


  




0

102

2,

11
11

2

0

12212111

xx
xf

xdxxxdxxxfxf

 

 
 عند العكس
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 2Xكثافة  -

   

 










  




0

20
2

1

2

1
,

21

22

1

0

112112122

xx
xf

xdxxxdxxxfxf

 

 

,21: بدل  ماثحظة XX نس تعمل YXV ,  

 

كرات دفعة واحدة .  2صفراء. سحبنا  7زرقاء و  4حمراء،  2كرة؛   17: صندوق يحتوي  2مثال 

د الكرات الزرق الظاهرة في السحب. ما هو عدYهو عدد الكرات الحمر الظاهرة في السحب وXنضع

هو قانون احتمال الثنائية   YX  ؟ ,

 

: قانون احتمال الحل     YXjYiXPjif ,,,   

               




















































510

40

50

5

17

5

746

j

j

i
jiji    

 

 عند العكس
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                                   Xقانون 

     
 

 5,6,17

5

17

5

116

5

74

5

17

6

,1

HX

ii

jij

i
jifiXPif

ji




































































 

: بنفس الطريقة نجد     Yقانون  5,4,17HY    

       

 : لدينا التكافؤات التالية : ماثحظة

  YX  نقطي  Yنقطي و  Xنقطية  ,

 YX  مس تمر  Yمس تمر و  Xمس تمرة  ,

:  قضية YX ةنائية عشوائية نقطية على  , P,,B   قانون احتمالها jif  عندئذ : ,

 

 البرهان : 

       
       JYjYjYjY

JJjjYIiiIX

jjj

111

,,,



















 

 لدينا

 بلتالي 

        
jj

jifjYiXPiXPif ,,1
 

 

أأيضا نبرهن أأن             
ji

jif
,

1,      

           
ijj i

jifjifjfjifjf 1,,,,, 21

           jYiXjYiXiXiX
jj












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وجدنا ان                         
j

jifif ,1
 

 و لدينا 

 

: يمكن   أأن يمثل قانون احتمال ةنائية عشوائية نقطية  ماثحظة YX بلمصفوفة  ,  jif  مايلي ,

 . Yتمال قانون اح
nx . . . . 

2x 1x X    

    Y 
 12 yf . . . . . . . . 

1y 
. . . . . . . . . 

2y 
. . . . . . . . . . 

. . . . . . . . . . 

 nyf2  nn yxf , . . . . . . . 
ny 

. . . . . . . . . . 

X . . . . . . قانون احتمال  21 xf  11 xf  

 

 نعتبر الحدةين : قانون الاحتمال الشرطي : 2.4

   ji yYBxXA  , 

 لدينا                                

   
 

 

 
 

 
 

  0,
,,

0,

2

2























j

j

ji

i

ji

j

i yf
yf

yxf

yYP

yYxXP

yY
xX

P

BP
BP

BAP
B

AP

 

و نكبب عموما      
 

  0
,

2

2

1 





 jf

jf

jif

j
if 

jYبعتبار أأن  Xقانون الاحتمال الشرطي لـ و يسمى   

iXلما  Yو يكون قانون الاحتمال الشرطي لـ   

 
 

  0,
,

1

1

2 





 if

if

jif
i

j
f 

       
i j jii

jifjifif
,

1,,1
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12و ناثحظ أأن                 







j
i

j
f                 11و 








i
j

if 

ار في حالة اس تمر  - YX  نجد : ,

  
 

  0,
,

2

2

1 





 yf

yf

yxf
y

xf 

  Xو هو قانون الاحتمال الشرطي لـ 

أأيضا                      
 
 

  0,
,

1

1

2 





 xf

xf

yxf
x

y
f 

 :ماثحظة

                           12 







 dy
x

y
f

IR

11       و            







 dx
y

xf
IR

 

 

:  مثال YX  ةنائية عشوائية مس تمرة كثافتها الاحتمالية معرفة بـ : ,

 






 


0

0,10,8
,

xyxxy
yxf 

 Yو Xيطلب حساب الكثافة الثنائية لـ  .1

 Yو Xيطلب حساب الكثافة الشرطية لـ  .2

 

 الحل : 

نعين            yxfxf 21 , 

لدينا     

   
















xy

y

xdyxy

dyyxfxf

0

3

1

4.8

,

  

 

ذن                  ا  





 


0

104 3

1

xx
xf      

 عند العكس

 عند العكس
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ايضا               










1

2

2 148,

x

yx

yyxydxdxyxfyf 

   اذن                       
 






 


0

10,14 2

2

yyy
yf 

 فبكون قوانين الاحتمال الشرطية:

 
  

















0

1,10
1

2
, 2

2

1

yxy
y

x

yf

yxf

y
xf 

 و


















0

0,10
2

2
2

xxy
x

y

x
y

f 

  التوزيع الرياضي: 4.2.1 YX ةنائية عشوائية حقيقية على  , P,,B  

 

ذا وجد كل من  ا  XE  و YE  التوقع فان

لـ  الرياضي YX هو الثنائية  ,

      YEXEyx ,,  

 
 

اذا كانت  - YX نقطية : قانون احتمالها   , jif ن :,  فا 

 
       

        

 





jij ij

y

jii ji

x

jijfjifjjjfYE

jiifjifiiifXE

,

1

,

1

,,

,,

 

اذا كانت  - YX  مس تمرة: ,

د العكسعن  

 عند العكس
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   

    



























dxdyyxxfdxdyyxfx

dxxxfXEx

,,

1

 

   dxdyyxyfy , 

 

: اذا وجد  قضية XE  و YE : فان 

      IRYEXEYXE   ,, 

 

 : التوقع الشرطي .2.4

في حالة   - YX  نقطي  نجد ان : ,

  






























j

i

i
j

jf
iX

YE

j
iif

jY
XE

2

1

 

 في حالة الاس تمرار فان   -

  
 

  dy
x

y
yf

X
YE

dx
y

xfx
Y

XE





















2

1

 

 

 : la covarianceالتغاير )التباين(  .7.4

 YX ةنائية عشوائية حقيقية على  , P,,B  نعرف التغاير بين ، X  وY  بـ 

          







 YEXEYXEYXCovحيث YXYX ,,, 

 و بنشر هذا المقدار نجد  

       YEXEXYEYXCov , 
و ينبج أأن وجود التغاير مرتبط بوجود كل من  XE، YE و XYE. 

ذا كان  YXا   : فان 
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        222, XXVXEXEXXCov  
 ن عشوائيين: اس تقاثل مبغيري .0.4

   
    

 YIR

XIRYXIR

YX

PIR

PIRPIRP

,,

,,,,,, ,2

,

B

BBB  
 

 

X  وY     مس تقاثن    YXYX PPP , 

 

 و يقابل ذلك في الحالة النقطية ما يلي :

     

   21

21

2
,

1
/,

,.,

tYPtXPtYtXPji

jfifjif



















 

 في حالة الاس تمرار :

X  وY    مس تقاثن        yxyfxfyxf ,,., 21 

و ينبج أأن :                             yFxFyxF 21 .,  

 

:                نتائج jf
i

j
f 22 






            و if

j
if 11 





   

 )هذا عند توفر الاس تقاثل (

 

:   مثال    0,0,,   yxeyxf yx 

,21:  نبحث أأولا عن دراسة الاس تقاثل ff      :  لدينا . 

 

 

 

 اذن

   

 





 



0

1 ,

xyx edye

dyyxfxf
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 

 









 

1

0,1

ExpX

xexf x

 

 أأيضا 

 

 

 

ذن  ا 

 

 









 

1

0,2

ExpY

yeyf y

 

ناثحظ أأن          yxxfxfyxf ,., 21  

 YXقاثن و نكبب       مس ت X, Yالأمر الذي يعني أأن  

 نتائج :    

  اذا كانYX ن  فا 

ا(           YEXEXYE      :  أأي أأن 

  0, YXCov    0و 

ب(         YVXVYXV     رغم كون(V  غير)خطي 

ج(              ttt YXYX  . 

YXد(    يمكن التأأكد أأن انعدا        ,     دوما أأنYX 

 

 
 تمارين  حول الشعاع العشوائي

 
قانون احتمال ةنائية عشوائية نقطية : 1التمرين  YX  هو  ,

      3,2,1,0,2,1,0,2,,  jijijifjYiXP  

   

 





 



0

2 ,

yyx edxe

dxyxfxf
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واحسب الاحتمالين  عين قيمة    2,1,2,1  YXPYXP 

و عين كذلك    jfif 21 ثم  ,     XEYEYXE ,,  

 قانون احتمال ةنائية مس تمرة معطى بلكثافة :: 2التمرين 

    20,10,,  yxyxaxyxf 

ثم  aعين        XEXYEYXEYE ,,,    و كذلك   yfxf 21 و  ,

احسب الاحتمالين   
















 1,

2

1
,1,

2

1
YXPYXP 

XYهل   مس تقاثن ؟ ,

 

قانون : 3التمرين  YX  هو: ,

     

     

      01,1,
4

1
0,1,01,1

4

1
1,0,00,0,

4

1
1,0

01,1,
4

1
0,1,01,1







fff

fff

fff

 

XYو أأن 0تأأكد من أأن   غير مس تقلين. ,

 

 4التمرين 

لتكن الثنائية العشوائية المس تمرة  ,X Y  المعرفة على فضاء الاحتمال IP,,A  وليكن تابع التوزيع لهذه ،

 المعرف بـ: الثنائية

 
11 ( 1) ; 0; 0

,
0

x y x ye e e e x y
F x y

ailleurs

         
 


 

أأوجد تابع الكثافة للثنائية  .1 ,X Y . 

 . Yو تابع التوزيع الهامشي لـ  Xأأوجد تابع التوزيع الهامشي لـ  .2

لتكن الثنائية  .3 ,U V  حيث أأن ،X YU e   وV Y X . 
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فة للثنائية أأوجد تابع الكثا               ,U V. 
 2التمرين 

لتكن  YX  كثافة احتمالية المعطاة كما يليةنائية عشوائية ذات  ,

 

 













ailleurs

yx
xy

k

yxf

0

10,

,

 
 

ثم أأوجد تابع التوزيع المشترك  kأأوجد قيمة  .1 yxF YX ,,. 

 ،Yو  Xالهامشي لـ  أأوجد تابع التوزيع .2

بس تخدا  السؤال السابق )تابع التوزيع الهامشي(، أأوجد الكثافة  .3

 .Yو  Xالهامش ية لـ 

 تقاثن؟مس   Yو  Xهل المتغيران العشوائيان  .4

أأحسب  .2 xXYIE /  ثم  XYIEIE /. 

 

 

 : 2التمرين 

 هي: Yو  Xلتكن الكثافة الهامش ية لـ 

 

  







yx
y

ee
yxf

yy

x

0,0,, 

أأحسب   (1 yYXIE /. 

أأحسب   (2 yYXVar / . 

 

 : 07التمرين 

 لتكن YX  ةنائية مبغيرات عشوائية حقيقية ذات كثافة احتمالية معطاة كما يلي: ,

 






 


ailleurs

yxsic
yxf

0

1
,

22
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 .cأأوجد  -1

 غير مس تقاثن. Yو  Xأأةبت أأن المتغيران العشوائيان  -2

أأحسب -3     YYXIEXIEYXVar ///
2

 

 
 حلول التمارين
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 أأيضا 
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لنحسب  XE: 
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0نس تنبج أأن   YX  وYX 0 

 

 أأنواع  التقارب و نظرية النهاية المركزية.2

 
 بعض أأنواع التقارب : 1.2
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نقول ان  nX  تتقارب ش به مؤكدا نحوX : ذا كان ذا و فقط ا   ا 
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    0:0   XXPimlxX n
n

P

n 

 

نقول أأن التقارب بلمتوسط:  2.4.1 nX  تتقارب بلمتوسط نحوX : ذا كان ذا و فقط ا   ا 

 













 











  0

* n

r

n

r

n
INr

M

r

n dpXXXXExX 
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:                  نتيجة      ttXX xnX
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لنثبت أأن    xFxFn
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 القانون الضعي  للأعداد الكبيرة:   3.2

: لتكن  قضية 
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     nn ExVn  ,,1 2 

ن المتتالية  ا  nX   حيث
n

X

n

S
X

n

i

i

n
n


  .Xتتقارب بلاحتمال الى  1

عداد الكبيرةتسمي هذه القضية بـ :  . القانون الضعي  للأ

 

 : نبرهن على ان : البرهان

و      

 

 

   

 









n

n

X
X

n
n

n
XXV

nn

S
VXV

n
n

XE

XP

n
n

nn

n

n
n

2

1
.........

1

1

0lim0

2
2

212

0







































 

 و لدينا من متراجحة  تثبيتش ي  ؛

 

 

 

 

 

 

و منه   
2

2

0





n
XP n  .   نمر الى النهايةn  نجد 

2

2

0








 n

n

n

X
P

n



























99 
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n

nn

nn

,

.
11

.
11

22

B





 

و من القضية السابقة نجد   0lim:0   pXP n
n

 

 

لى التوزيع المعياري( : 4.2  نظرية النهاية المركزية ) التقارب ا 

ليكن  
1nnX  قيقي مس تقلة لها نفس القانون بحيث   مبتالية مبغير عشوائي ح     2nXV    

و     nXE . 

ذا وضعنا    ا 



n

i

in XS
1

و     
 

 n

nn

n
SV

SES
Z


 ، عندئذ تتقارب nZ  لى مبغير بلقانون ا 

 يعي معياري، أأي أأن طب  Zعشوائي حقيقي 

                           1,0NL  ZوZZn 

 سلسلة تمرينات
 : التمرين الأول

nXXXلتكن  ,...,, يتبع القانون الطبيعي  Xمبغيرات عشوائية مس تقلة ولها نفس القانون. حيث أأن  21

 ,0N ، .هو عدد حقيقي موجب معطى  

 

 المعرفة بـ: nTأأةبت أأن المتتالية 
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



n

i

in X
n

T
1

1
 

 نحو النهاية التي س نحددها. 2مبقاربة بلمتوسط من الرتبة 

 

 

 :التمرين الثاني

nXXXلتكن  ,...,,  تمالية معطاة كما يلي:مبغيرات عشوائية لها نفس القانون، ذات كثافة اح 21

  x
exf

 


2
 

 عدد حقيقي موجب معطى. حيث 

 أأدرس التقارب بلاحتمال لمتتالية المتغيرات العشوائية  المعرفة بـ:





n

i

in X
n

T
1

1
 

 

 : التمرين الثالث

nXXXلتكن  ,...,,  ون، ذات كثافة احتمالية معطاة كما يليمبغيرات عشوائية لها نفس القان 21

        xexxf exp 

 عدد حقيقي موجب معطى. حيث 

 أأدرس التقارب بلقانون لمتتالية المتغيرات العشوائية  المعرفة بـ:

 






n

i

X

n
ie

n
T

1

1 
 

 التمرين الرابع

لتكن  nX وائية موجبة ذات كثافة احتمالية مبتالية مبغيرات عش  nx

nf x ne  0من أأجلx . 

  أأةبت أأن المتتالية nX  مبقاربة بلمتوسط(. .m q) .نحو الصفر 

 

 :امسالتمرين الخ

لتكن  nX ئية معرفة على الفضاء مبتالية مبغيرات عشوا IP,,B حيث أأن . nXIE و nXVar 

مبغير عشوائي معرف على  Xموجودان.  IP,,B حيث . XIE  و XVar .موجودان 

 للتقارب بلاحتمال لـ بين أأن الشرط الكافي nX نحوX  لماn  تؤول ا لى هو: 



101 

 

    0lim0lim 


XXVarوXXIE n
n

n
n
 

 

 :سادسالتمرين ال 

لتكن
nXXX ,...,, 21

الاحتمالية  ذو الكثافة Xئي مبغيرات عشوائية مس تقلة و تتبع نفس قانون المتغير العشوا 

 xf:حيث ، 

 

 







 





ailleurs

xe

xf

x

;0

; 

 

هو عدد حقيقي موجب معطى. نعرف المتغير العشوائي  حيث أأن nn XXm ,...,min 1. 

 الكثافة لها. ، ثم أأوجد تابعnmأأوجد تابع التوزيع لـ  .1

 .nmأأحسب الأمل الرياضياتي  لـ  .2

 .تؤول ا لى  n، لما  نحو 1تتقارب بلمتوسط من الرتبة  nmأأةبت أأن المتتالية  .3

 .تؤول ا لى  n، لما  تتقارب بلاحتمال نحو nmأأةبت أأن المتتالية  .4

 الحل

 4التمرين 

.من أأجل اةبات أأن  مبقاربة بلمتوسط ) .m q:نحو الصفر، يجب حساب نهاية ) 

 2 2

0

2

0
0

00

2

2

2
2

2

nx

n

nx nx

nx
nx

IE X x ne dx

x e xe dx

e
x e dx

n n

n








 

 




    

 
   
 









 

 

 2

2

2
lim lim 0n
n n

IE X
n 

  

 وبلتالي يكون
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. .

0
m q

n
n

X

 

 2التمرين 

 لدينا

       
22

n n nVar X X IE X X IE X X    
 

 وبما أأن

    0lim0lim 


XXVarوXXIE n
n

n
n 

 فا ن

 
2

lim 0n
n

IE X X


 
 

 وبلتالي
. .m q

n
n

X X

 

 وبما أأن

 
. . .m q IP

n n
n n

X X X X
 

   
    

  
 

 فا ن
.IP

n
n

X X

 

 

 2التمرين 

 nmا يجاد تابع التوزيع لـ  .1

     

     

     ni

n

i

n

n

i

i

n

i

in

xXIPxXIP

xXIPxXIPxXIP

xXIPxXIPxmIP













 



1

...21

11



 

    nn xFxmIP  1 
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وبلتالي نجد أأن      nn xFxmIP  11 

 هو: nmومنه تابع التوزيع لـ 

      nn xFxmIPxG  11 

 ومنه تابع الكثافة يكون:

          1'
1




n
xFxnfxGxg 

نحسب  xF  و xf: 

       



 



   
x

x x

xx edxedxexF 1 

          








 xx ee

x
xF

x
xf 1 

 وبلتعويض ينبج أأن

           xnnxx neenexg
1

 

 nmحساب الأمل الرياضياتي  لـ  .1

     

   

     

n

dxendxexn

dxexn

dxxendxxxgmIE

xnxn

xn

xn

n

1
























































 

ةبات أأن المتتالية  .2   نحو 1تتقارب بلمتوسط من الرتبة  nmا 

       

nn

IEmIEmIEmIE nnn

11








 

 نجد أأن تؤول ا لى  nوبحساب النهاية لما 
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  0
1

limlim 
 n

mIE
n

n
n

 

 .تؤول ا لى  n، لما تتقارب بلمتوسط نحو  nmومنه 

ةبات أأن المتتالية  .3   تتقارب بلاحتمال نحو nmا 

نطبق متراجحة ماركوف على المتغير الموجب   nn mm 

   
 






n

mIE
mIPmIP n

nn

1



 

 0من أأجل 

 نجد أأن تؤول ا لى  nوبحساب النهاية لما 

  0lim 


n
n

mIP 

 .تؤول ا لى  n، لما تتقارب بلاحتمال نحو  nmومنه 
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