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تَقديـــــر وَ شكــر v

للوصول الأسباب لنا سخر الذي فيه مباركا طيبا كثيرا حمدا ل᧱ه الحمد
الذي المصطفى الحبيب على والسلام والصلاة عليه، نحن ما إلى

للأمة. ونصح الأمانة أدى
وسلم: عليه ال᧱ه صلى بقوله عملا

﴾ ال᧱ه يشَكرُ لمَ اس َّ الن يشَكرُ لمَْ منَْ ﴿
.” والترميذي أحمد ” رواه

قيدوشي للأستاذة إمتناننا وعظيم شكرنا ببالغ نتقدم نمضي أن وقبل
وحيدة.

دروب في شمعة أشعل من كل إلى والعرفان الشكر يل بجز ونخص
لنا. فكره حصيلة من وأعطى المنابر على وقف من كل وإلى عملنا
التكنولوجي. التعليم لأساتذة العليا المدرسة في الـكرام الأساتذة إلى
بدورهم يشعروا أن دون والتوجيهات المساعدات لنا قدموا من إلى

بذلك.
المذكرة. هذه مناقشة بقبولها تشرفنا التي اللجنة أعضاء نشكر كما
والدي على و علي أنعمت التي نعمتك أشكر أن أوزعني ﴿ربي

برحمتك وأدخلني ترضاه صالحا أعمل أن و
الصالحـين﴾ عبادك في





إهداء v

ما و بتوفيقه إلا الغايات بلغنا ما و بتيسيره إلا البدايات سلكنا ما
في الخطوة هذه لثمين وفقنى الذي فالحمد ، بفضله إلا الغايات حققنا

. الدراسية مسيرتي
أنار الذي النور إلى حزني و تعبي في عليه أستند الذي الجدار إلى
و الغالي بذل من أبدا قلبي في نوره ينطفي لا الذي السراج و دربي
حبيبي و عزيزي إلى بذاتي اعتزازي و قوتي منه استمديت و النفيس

العزيز. أبي أكثر و العالم هذا بقدر أحبه الذي
إلى فخري و قوتي مصدر ، الحنونة الصديقة و الأولى الحبيبة إلى
من إليه أخطو انجاز كل في ال᧱ه بعد الفضل لها يرجع التي العظيمة
و بدفئها غمرتني من إلى ، اليوم عليه أنا ما إلى كتبته حرف أول
. أيامي أمان و الثابت ضلعي العزيزة أمي بدعائها احتضنتني

تنير التي الشمعة ،إلى أيامي صفوة و قوتي صانعة و نجاحي ملهمة إلى
نسرين. روحي توأم و صديقتي و أختي دوما يق الطر لي

أخي معين خير لي فكان عضدي به أشد سندا به ال᧱ه رزقني من إلى
. الدين ضياء محمد

و القلب أعمدة ،إلى الأمنيات بنفسي أوحدوا من و الحياة روعة إلى
هداية أختاي حب كل فوق يعلوا حبهم من إلى ، الروح ضمادات

ألاء. و
عينيها تقر أن تمنيت لطالما ’’ جدتي ’’فقيدتي العظيمة الإنسانة إلى
خريجة تراني أن قبل التراب توسدها من إلى ᧼هذا، يوم في برؤيتي

بي. فخرك ينقصه نجاحي و وحودك تنقصها فرجتي ،
ورود ،و الصداقة عطر بل ، النسب علاقة بهم تربطني لم من إلى

يناس. إ ، شاهيناز عبير، ، مروة ، آية صديقاتي المحبة
هوام شروق



إهداء v

♡... نفسي إلى
♡... لدربي نورا وأدامهما ال᧱ه حفظهما يمين الـكر الوالدين إلى

♡... ياء زكر و محمد ، صهيب أشقائي إلى
♡... تسنيم الصغرى قلبي حبيبة أختي إلى

♡... الدراسي المشوار ورفقاء الزملاء الثانية عائلتي إلى
جلابي آية
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مقدمـــــــــة
المعادلات ية نظر في هامة أدوات التكاملية -بيهاري متراجحاتجرونوال تعد
المعادلات حلول على تقديراتوحدود لتقديم عادة تستخدم المتراجحات و التفاضلية
توماسإتشجرونوال ياضيين الر إلى المتراجحات هذه تنسب والتكاملية، التفاضلية
يلي كما هي التكاملية -بيهاري جرونوال لمتراجحة العامة الصيغة . بيهاري وإيمري

: كان إذا d و c و b و a وثوابت g(t) و f(t) دالة لأي
f(t) ≤ a+ b

∫ t

0

f(s)g(s)ds,

إشتقاق يمكن فإنه المعنية، للفترة الأعلى الحد هو T حيث 0 ≤ t ≤ T يكون عندما
المتراجحات هذه تعتبر . المتراجحة هذه بإستخدام f(t) للدالة وتقديرات حدود
التفاضلية، المعادلات دراسة ذلك في بما ياضيات، الر من مختلفة مجالات في مفيدة
ووحدانية وجود لإثبات غالبا تستخدم الدالي والتحليل التكاملية، والمعادلات
تختلف قد تفاضلية ومعادلات مختلفة ياضياتية ر نماذج في وإستقرارالحلول
معالجتها يتم التي والمشكلة السياق على بناءا للمتراجحة الخاص والإستخدام الصيغة
من التكاملية للمتراجحات جديدة تعميمات إنشاء هو المذكرة هذه من الهدف .
هذا عملنا في تطرقنا تطبيقاتها. بعض إلى بالإضافة جرونوال-بيلمان-بيهاري، نوع

فصول: ثلاثة إلى
لاحقا. إستخدامها سيتم التي الأولية المفاهيم بعض قدمنا الأول: الفصل ^

التكاملية للمتراجحات الكلاسيكية النتائج بعض إلى فيه تطرقنا الثاني: الفصل ^

. جرونوال-بيلمان-بيهاري نوع من
المذكورة التكاملية للمتراجحات جديدة تعميمات فيه تناولنا الثالث: الفصل ^

التعميمات لهذه التوضيحية والأمثلة التطبيقات بعض قدمنا ختاما و سابقا،
الجديدة.
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الأول الفصل
\ أولية مفـاهيم [

X

بها سنستعين التي الأساسية والمفاهيم التعاريف أهم حول بالتذكير مذكرتنا نفتتح أن إخترنا
والثالث. الثاني الفصلين في

3



الأول أوليةالفصل مفاهيم
التكاملية المعادلات 1.1

1.1.1 يف تعر
و التكامل، رمز تحت g(x) المجهولة الدالة فيها تظهر معادلة كل هي التكاملية المعادلة

: التكاملية المعادلات نماذج أحد التالية المعادلة تعتبر

g(x) = f(x) +

∫ b(x)

a(x)

k(x, t)g(t)dt (1.1)
. معلومة دوال هي k(x, t) و f(x) أن حيث

. g(x) المجهولة الدالة تعيين يطلب و التكاملية، المعادلة نواة تسمى k(x, t) الدالة و
الهندسية التطبيقات و الـكيميائية و يائية الفيز الدراسات في عادة التكاملية المعادلات تستعمل

. حدية أو بتدائية إ قيم بمسائل مرفوقة لها ياضياتية ر نماذج وضع يمكن التي

1.1.1 مثال
: التالية الإبتدائية القيمة مسألة لنعتبر

g′(x) = 2xg(x); x ≥ 0 (2.1)
: الإبتدائي بالشرط المزودة

g(0) = 1

الشرط إستخدام و المتغيرات فصل خلال من (2.1) المعادلة حل بسهولة يمكن
: أن نجد [0, x] المجال على (2.1) المعادلة لطرفي المباشرة بالمكاملة و أننا إلا ∫الإبتدائي، x

0

g
′
(t)dt =

∫ x

0

2tg(t)dt

: الشكل من السابقة المعادلة تصبح الإبتدائي الشرط يض بتعو
g(x) = 1 +

∫ x

0

2tg(t)dt

b(x) = x ، a(x) = 0 ، g(t) = 2t ، f(x) = 1 فيها (1.1) للمعادلة مشابهة معادلة وهي
.k(x, t) = 2t و
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الأول أوليةالفصل مفاهيم
التكاملية المعادلات أنواع 1.1.1

2.1.1 يف تعر
إشارة تحت المجهولة الدالة ظهرت إذا فقط و إذا خطية أنها التكاملية المعادلة عن نقول

: الشكل من هي و خطي بشكل التكامل
g(x) = f(x) +

∫ b

a

k(x, t)g(t)dt

واحد. المجهولة الدالة درجة لأن خطية تسمى و
عن تختلف المجهولة الدالة درجة كانت إذا خطية غير أنها التكاملية المعادلة عن نقول

....... exp(g) و cos(g) الشكل من بدوال إستبدلت أو الواحد

2.1.1 مثال
: التالية المعادلة فمثلا

g(x) = f(x) +

∫ b

a

k(x, t)g(t)dt

فولتيرا. معادلة تسمى و خطية غير تكاملية معادلة هي

جرونوال نوع من التكاملية المتراجحات 2.1

تزال لا التي و بإسمه سميت التي الشهيرة المتراجحة إثبات من جرونوال تمكن ،1919 عام في
: كالتالي بيانها جاء و الباحثين إهتمام ٺثير

1.2.1 يـة نـظـر
محققة: التالية العلاقة كانت .إذا I = [α, α+h] المجال على ومستمرة موجبة دالة u لتكن

u(t) ≤
∫ h

a

[bu(s) + a]ds, t ∈ I,

موجبان.فإن: ثابتان b و a حيث:
u(t) ≤ ahebh, t ∈ I,
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الأول أوليةالفصل مفاهيم
نضع: الإثبات: ^

w(t) =

∫ t

α

[bu(s) + a]ds

حيث:
u(t) ≤ w(t) ≤ ah+

∫ t

α

bu(s)ds, h = t− α

نجد:
u(t)

ah+
∫ t

α
bu(s)ds

≤ 1

نجد ، التكامل وإدخال b في الأخيرة المتراجحة طرفي بضرب
∫ t

α

(
bu(τ)

ah+
∫ t

α
bu(s)ds

)
dτ ≤

∫ t

α

bdτ

∫حيث: t

α

(
w

′
(τ)

w(τ)

)
dτ ≤

∫ t

α

bdτ

ومنه:
ln

(
w(t)

ah

)
≤ b(t− α)

أي:
w(t) ≤ ahebh

ومنه:
u(t) ≤ ahebh

. المطلوب وهو
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الأول أوليةالفصل مفاهيم
الأولى الرتبة من الخطية التفاضلية المتراجحة 3.1

1.3.1 يـة نـظـر
: حيث v ∈ C1([a,+∞]) و [a,+∞[ المجال على مستمرتان دالتان b و f vلتكن

′
(t) ≤ b(t)v(t) + f(t)

v(a) ≤ v0

فإن:
v(t) ≤ v0e

t∫
a
b(s)ds

+

t∫
a

f(s)e

t∫
s
b(τ)dτ

ds.

: لدينا الإثبات: ^

v
′
(t) ≤ b(s)v(s) + f(s) ⇐⇒ v

′
(t)− b(s)v(s) ≤ f(s)

نجد: e
∫ t
s b(τ)dτ في الطرفين بضرب

v
′
(t)e

∫ t
s b(τ)dτ − b(s)v(s)e

∫ t
s b(τ)dτ ≤ f(s)e

∫ t
s b(τ)dτ

أي:
d

ds

(
v(s)e

∫ t
s b(τ)dτ

)
≤ f(s)e

∫ t
s b(τ)dτds

الطرفين: على التكامل بإدخال ∫و t

a

d

ds

[
v(s)e

∫ t
s b(τ)dτ

]
ds ≤

∫ t

a

f(s)e
∫ t
s b(τ)dτds

نجد:
v(t)− v(a)e

∫ t
a b(τ)dτ ≤

t∫
a

f(s)e

t∫
s
b(τ)dτ

ds

ومنه:
v(t) ≤ v0e

∫ t
a b(τ)dτ +

∫ t

a

f(s)e
∫ t
s b(τ)dτds

. المطلوب وهو
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الأول أوليةالفصل مفاهيم
بيلمان نوع من التكاملية المتراجحات 4.1

متعلقة دالة b فيها تكون التي الحالة في جرونوال نتيجة بتعميم بيلمان قام ،1943 عام في
يلي: كما النتيجة كانت و t بالمتغير

1.4.1 يـة نـظـر
على مستمرتان دالتان b : R → R+ و u : R → R+ لتكن و موجب حقيقي ثابت a ليكن

: التالية العلاقة كانت إذا . [a,+∞[ المجال

u(t) ≤ a+

t∫
t0

b(s)u(s)ds; ∀t ≥ a,

فإن: محققة
u(t) ≤ ae

∫ t
t0

b(s)ds
.

لدينا: الإثبات: ^

u(τ) ≤ a+

∫ τ

a

b(s)u(s)ds; ∀τ ≥ a,

أي:
u(τ) ≤ (a+

∫ τ

a

b(s)u(s)ds)b(τ),

t∫
a

u(τ)b(τ)

a+
∫ τ

a
b(s)u(s)ds

dτ ≤
t∫

a

b(τ)dτ,

+ln(aومنه:
τ∫

a

b(s)u(s)ds)

t

a

≤
t∫

a

b(τ)dτ

ln

a+ τ∫
a

b(s)u(s)ds

− ln(a) ≤
t∫

a

b(τ)dτ

ln


a+

t∫
a

b(s)u(s)ds

a

 ≤
t∫

a

b(τ)dτ
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الأول أوليةالفصل مفاهيم
إذن:

a+

τ∫
a

b(s)u(s)ds ≤ ae

t∫
a

b(τ)dτ

ومنه:
u(t) ≤ ae

t∫
a

b(s)ds

بيلمان متراجحة تعميم 5.1

متعلقة دالة a فيها تكون التي الحالة في الخاصة نظريته بتعميم بيلمان قام ،1958 عام في
يلي: كما النتيجة كانت و t بالمتغير

1.5.1 يـة نـظـر
: كان إذا ، T ∈ J و b ≥ 0 حيث a, b, u ∈ C(J) الدوال لتكن و J = [α, β] ليكن

u(t) ≤ a(t) +

∫ t

a

u(s)b(s)ds,

فإن:
u(t) ≤ a(t) +

∫ t

a

u(s)b(s)e
∫ t
s b(τ)dτds.

لدينا: الإثبات: ^

u(t) ≤ a(t) +

∫ t

a

u(s)b(s)ds,

إذن: ، v(t) = ∫ t

a
u(s)b(s)ds نضع

v
′
(t) = b(t)u(t),

ومنه:
v

′
(t) ≤ b(t)

[
a(t) +

∫ t

a

u(s)b(s)ds

]
بالتالي: و

v
′
(t) ≤ v(t)b(t) + a(t)b(t)

2023− 20249ENSET de Skikda



الأول أوليةالفصل مفاهيم
الشكل: من vوهي

′
(t) ≤ b(t)v(t) + f(t)

v(a) ≤ 0

نجد: 1.3.1 ية النظر حسب
v(t) ≤

∫ t

a

a(s)b(s)e
∫ t
a b(τ)dτds

ومنه:
u(t) ≤ a(t) +

∫ t

a

a(s)b(s)e
∫ t
s b(τ)dτds

. المطلوب وهو

بيهاري نوع من المتراجحات 6.1

1.6.1 يـة نـظـر
و u لتكن .g(u0 ̸= 0) بحيث u0 نقطة يحوي I مجال على وموجبة ومستمرة رتيبة دالة g
إشارتها تغير لا k أن لنفرض ، u(J) ⊂ I بحيث J = [α, β] مجال على مستمرتان دالتان k

كان: إذا ، a ∈ I لتكن ، J على
u(t) ≤ a+

∫ t

α

k(s)g(u(s))ds; t ∈ J, (3.1)
: فإن سالبة k و متناقصة g أو موجبة k و متزايدة g حيث

u(t) ≤ G−1

(
G(a) +

∫ t

α

k(s)ds

)
; α ≤ t ≤ β1, (4.1)

: حيث
G(a) +

∫ t

α

k(s)ds ∈ Dom(G−1)

و
G(u) =

∫ u

u0

dx

g(x)
; u ∈ I, β1 = min(v1, v2),
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الأول أوليةالفصل مفاهيم

مع:
v1 = sup

{
v ∈ J : a+

∫ t

α

k(s)g(u(s))ds ∈ I, α ≤ t ≤ v
}
,

v2 = sup
{
v ∈ J : G(a) +

∫ t

α

k(s)ds ∈ G(I), α ≤ t ≤ v
}
,

في محققة المساواة فإن α ≤ t ≤ β´(< β1) أجل من محققة (3.1) في المساواة كانت إذا
. كذلك t أجل من (4.1)

(4.1) و (3.1) من كل في ≥ بـ ≤ إستبدلنا إذا محققة تبقى النتيجة ذلك، على يادة ز
: ليكن و g > 0 أن أولا لنعتبر الإثبات: ^

v(t) = a+

∫ t

α

k(s)g(u(s))ds; t ∈ J,

تستلزم: (3.1) فإن u(t) ≤ v(t) كون ومن . α ≤ t ≤ β1 أجل من v(t) ∈ I حيث
d

ds
G(v(s)) =

g(u(s))

g(v(s))
k(s) ≤ k(s),

نتحصل α ≤ s ≤ t(< β1) على بالمكاملة . متناقصة g و k ≤ 0 أو متزايدة g و k ≥ 0 إما حيث
على: الحالتين كلتا في

G(v(t)) ≤ G(a) +

∫ t

α

k(s)ds,

كلتا في فإنه ، g > 0 أجل من (Gمع) متزايدة G−1 كون ومن t < v2 فإن ، t < β1 أن بما
نجد: الحالتين

v(t) ≤ G−1(G(a) +

∫ t

α

k(s)ds), (5.1)
. (5.1) نجد (4.1) و (3.1) من وبالتالي

1.6.1 ملاحظة
بعكسها. تعوض أن ينبغي البرهان في المتراجحات إشارات كل ، u(t) ≥ v(t) كان إذا
الدوال أن بسهولة نتحقق ثم .k1 = −k ، g1 = −g نضع ، I على g < 0 أن الآن نعتبر
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الأول أوليةالفصل مفاهيم

و g1 > 0 حيث السابقة ية النظر شروط تحقق u و g1 ، k1
G1(u) =

∫ u

u0

dx

g1(x)

إذن: . G1(u)− = G(u) ، G−1
1 (v) = G−1(−v) ومنه:

u(t) ≤ G−1
1

(
G1(a) +

∫ t

α

k1(s)ds

)
= G−1

(
G(a) +

∫ t

α

k(s)ds

)
.

الزمنية المقاييس 7.1

للدكتوراه أطروحته في [27] هيجلر سيفان قدمها جديدة ية نظر هي الزمنية المقاييس ية نظر
بشكل قام ،حيث المنفصلة والحالة المستمرة الحالة توحيد هو الأساسي وهدفها ،1988 عام
زمني مقياس ذات معادلات تقديم تم يف التعر هذا ومن . ∆ التدرج يف بتعر خاص
إستبدال يتم الأولى الدرجة من معادلة المثال سبيل على التفاضلية، المعادلة شكل نفس لها
بالمعنى المشتق يعادل ∆ التدرج فإن T = R كانت إذا . (u∆) ∆ بالتدرج u′ المشتقة
تصبح T = Z كانت إذا . تفاضلية معادلات الزمني المقياس معادلات وتصبح الكلاسيكي
بهذا الإهتمام زاد ذلك على يادة ز . محدودة فروق معادلات الزمني المقياس معادلات
الظواهر من العديد لتفسير الأخيرة السنوات في كبير بشكل المعادلات من الأخير النوع
الفروق معادلات إلى بالإضافة . الكمبيوتر وعلوم والهندسة الإقتصاد في خاصة المنفصلة،
الممكن من ، Z و R إلى بالإضافة . العلم هذا لتطوير واسع نطاق على المستخدمة المحدودة

الأخرى. الزمنية المقاييس أنواع جميع إستخدام
1.7.1 يف تعر

. R من خالية وغير مغلقة جزئية مجموعة هو T الزمني المقياس

1.7.1 أمثلة
زمنية. مقاييس هي كانتور ومجموعات Z ، [0, 1] ∪ [2, 3] ، [0, 1] ∪ N ، R المجموعات

زمنية. مقاييس Q ، R \Q ، C ،(0,1) المجموعات
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الأول أوليةالفصل مفاهيم
القفز معاملي 8.1

1.8.1 يف تعر
σ : T → T الأمامي القفز عامل يف تعر يتم t ∈ T كل أجل من زمنياً، مقياسًا T ليكن

يلي: كما
σ(t) = inf{s ∈ T : s > t}

2.8.1 يف تعر
ρ : T → T الخلفي القفز عامل يف تعر يتم t ∈ T كل أجل من زمنياً، مقياسًا T ليكن

يلي: كما
ρ(t) = sup{s ∈ T : s < t}

النقاط تصنيف 9.1

. T من نقطة t و زمنياً مقياسًا T ليكن
1.9.1 يف تعر

العبارة كانت إذا ( T يسار على كثيفة نقطة t ) T يمين على كثيفة نقطة هي t أن نقول
. (ρ(t) = t) σ(t) = t : محققة التالية

2.9.1 يف تعر
واحد. آن في اليسار وعلى اليمين على كثيفة كانت إذا كثيفة نقطة هي t أن نقول

3.9.1 يف تعر
كانت إذا ( T يسار على متناثرة نقطة t ) ،T يمين على متناثرة نقطة هي t أن نقول

. (ρ(t) < t) , σ(t) > t : محققة التالية العبارة
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الأول أوليةالفصل مفاهيم
1.9.1 ملاحظة

لدينا t ∈ R كل أجل من ،T = R ليكن
σ(t) = inf{s ∈ T : s > t} = inf(t,∞) = t

ρ(t) = Sup{s ∈ T : s > t} = Sup(t,∞) = t.

كثيفة. R نقاط جميع إذن

زمنية مقاييس إلى تؤدي فرعية مجموعات 10.1

التالية: الفرعية المجموعات إستخراج يمكننا زمني مقياس كل من أنه نلاحظ
1.10.1 يف تعر

التالي: النحو على Tk المجموعة يف تعر يتم زمني، مقياس T ليكن

Tk =

T/]ρ(supT), supT]; supT <∞

T; supT = ∞

2.10.1 يف تعر
التالي: النحو T على المجال يف تعر يتم T من نقطتان b و a ليكن

[a, b]T = {t ∈ T : a ≤ t ≤ b}

الزمنية المقاييس على التدرج 11.1

هيجلر بمعنى المشتق بإسم أيضا المعروف و التدرج يف بتعر نذكر القسم هذا في
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الأول أوليةالفصل مفاهيم
1.11.1 يف تعر

(f)∆(t) ∈ عدد وجد إذا ،t ∈ Tk عند هيجلر بمعنى للمفاضلة قابلة f : T → R الدالة لتكن
يجقق: U يوجد ، ε > 0 كل أجل من بحيث R

|f(σ(t))− f(s)− f∆(t)(σ(t)− s) ≤ ε|σ(t)− s|,

فإن t ∈ T كل عند هيجلر بمفهوم للمفاضلة قابلة f كانت إذا s ∈ U كل أجل من
.Tk على f الدلة مشتق يسمى (f)∆(t) : Tk → R

1.11.1 يـة نـظـر
: t ∈ T و دالة f : T → R لتكن ([16])

t عند هيجلر بمفهوم للمفاضلة قابة f فإن t عند مستمرة f كانت إذا −1

بمفهوم للمفاضلة قابة f فإن اليمين على متناثرة نقطة t و t عند مستمرة f كانت إذا −2

: ذلك على يادة ز . t عند هيجلر
f∆(t) =

f(σ(t))− f(t)

µ(t)

t عند هيجلر بمفهوم للمفاضلة قابة تكون f فإن اليمين على متناثرة نقطة t كانت إذا −3

: كان إذا وفقط إذا
lim
s→t

f(t)− f(s)

t− s

: ذلك على يادة ز ووحيد موجود
f∆(t) = lim

s→t

f(t)− f(s)

t− s

إذن: t عند للمفاضلة قابلة f كانت إذا −4

f(σ(t)) = f(t) + µ(t)f∆(t)
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الأول أوليةالفصل مفاهيم
1.11.1 ملاحظة

بمفهوم للمفاضلة قابلة f : R → R الدالة تكون ية النظر من (iii) وفقا T = R كان إذا
: كان إذا فقط و إذا t ∈ R عند هيجلر

f ′(t) = lim
x→0

f(t)− f(s)

t− s

f∆ = f ′(t) ذلك: على يادة ز موجودة
للمفاضلة قابلة f : Z → R الدالة السابقة ية النظر من (ii) لـ وفقا T = Z كان إذا

: لدينا عندئذ t ∈ R عند هيجلر بمفهوم
f∆ =

f(σ(t))− f(t)

σ(t)− t
=
f(t+ 1)− f(t)

1
= f(t+ 1)− f(t) = ∆f(t)

المشتق خصائص 1.11.1
([16] 1.20 ية (نظر :2.11.1 يـة نـظـر

، t ∈ Tk عند هيجلر بمفهوم للمفاضلة قابلتان دالتان f, g : T → R كان إذا
: حيث هيجلر بمفهوم للمفاضلة قابلة f + g (1)

(f + g)∆(t) = f∆(t) + g∆(t)

: لدينا α ∈ R كل أجل من و ، t عند هيجلر بمفهوم للمفاضلة قابلة αf كانت إذا (2)
(αf)∆(t) = αf∆(t)

: لدينا ، t عند هيجلر بمفهوم للمفاضلة قابلة دوال g و f لتكن (3)
(fg)∆(t) = f∆(t)g(t) + f(σ(t))g∆(t)

= f(t)g∆(t) = f∆(t)g(σ(t))

يكون عندئذ ، t عند هيجلر بمفهوم للمفاضلة قابلة f
g
فإن , g(t)g(σ(t)) ̸= 0 كانت إذا (4)

)لدينا:
f

g

)∆

(t) =
f∆(t)g(t)− f(t)g∆(t)

g(t)g(σ(t))
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الأول أوليةالفصل مفاهيم
2.11.1 يف تعر

التالية: الشروط فيها تحققت إذا Crd الصنف من تسمى f : T→R بـ معرفة f دالة كل
. T يمين على كثيفة نقطة كل عند مستمرة f -1

. T يسار على كثيفة نقطة لكل منتهية و موجودة lim
s→t

f(s) النهاية -2

2.11.1 ملاحظة
. Crd(T) أو Crd بالرمز Crd الصنف من الدوال جميع مجموعة إلى نرمز

3.11.1 ملاحظة
بالرمز هيجلر بمفهوم للمفاضلة والقابلة Crd الصنف من الدوال جميع مجموعة إلى نرمز

. C1
rd(T) أو C1

rd

3.11.1 يف تعر
التالية: الشروط فيها تحققت إذا CCrd الصنف من تسمى T1×T2 على معرفة f دالة كل

.s في يمينها على مستمرة f -1
.t في يمينها على مستمرة f -2

. قصوى أو اليمين على كثيفة نقاط هما (s, t) حيث (s, t) ∈ T1 × T2 على مستمرة f -3
تقترب عندما موجودة f(α, β) النهاية وكانت اليسار إلى كثيفة نقاط t و s كانت إذا -4
.{(α, β) : α ∈ [a, s] ∩ T1, β ∈ [c, t] ∩ T2} المنطقة من مسار أي عبر (s, t) من (α, β)

4.11.1 يف تعر
f∆2 و f∆1 الجزئية مشتقاتها توجد التي CCrd الدوال كل مجموعة إلى CC1

rd بـ نرمز
.CCrd إلى وتنتمي
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الزمنية المقاييس على التكاملات حساب 12.1

1.12.1 يف تعر
كل أجل من F∆(L) = f(L) وتحقق f : Tk→R لـ الأصلية الدالة هي F : T→R الدالة

.L ∈ Tk

1.12.1 يـة نـظـر
ونكتب: F : T→R أصلية دالة تقبل f : Tk→R المتقطعة الفترات على مستمرة دالة ∫كل r

s

f(t)∆t = F (r)− F (s)

.r, s ∈ T كل أجل من
لدينا: T = R أجل من فرضية1: ^∫ b

a

f(t)∆t =

∫ a

b

f(t)dt.

يلي: كما هي بالتجزئة التكامل صيغة فرضية2: ^

∫ b

a

fσ(t)g∆(t)∆t = [(fg)(t)]t=b
t=a −

∫ b

a

f∆(t)g(t)∆t,

∫ b

a

f(t)g∆(t)∆t = [(fg)(t)]t=b
t=a −

∫ b

a

f∆(t)gσ(t)∆t.
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2.12.1 يف تعر

للمسألة: كحل الأسية الدالة نعرف ، ثابتة نقطة t0 ∈ T و p ∈ R لتكن
y∆(t) = p(t)y(t), y(t0) = 1,

كالتالي:
y(t) = exp

(∫ t

t0

ξµ(t)(p(τ))∆τ

)
,

بحيث:
ξµ(τ)(p(τ)) =

1

µ(τ)
log(1 + µ(τ)p(τ)),

يق: طر عن بتمثيلها مانقوم غالبا
ep(t, t0) = exp

(∫ t

t0

ξµ(t)(p(τ))∆τ

)
.

1.12.1 ملاحظة
. ep(σ(t), t0) = (1 + µ(t)p(t))ep(t, t0) أن: الواضح من

2.12.1 ملاحظة
: بواسطة الأسية الدالة تعطى T = R أجل من

ep(t, t0) = exp

(∫ t

t0

p(τ)dτ

)
,

مستمرة. دالة p : Rk→R و t0 < t ، t, t0 ∈ Z حيث
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الأول أوليةالفصل مفاهيم
2.12.1 يـة نـظـر

t > a ، t ∈ Tk أجل من (t, t) على مستمرة ، L : Tk × T→R و b ∈ T ، a ∈ Tk ليكن
محيطية منطقة U يوجد ، ε > 0 كل أجل من نفرض [a, σ(t)] في ومستمرة L∆(t, .) و

: حيث τ ∈ [a, σ(t)] عن مستقلة (t) لـ
|L(σ(t), τ)− L(s, τ)− L∆(t, τ)(σ(t)− s)| ≤ ε|σ(t)− s|, ∀s ∈ U

: على نحصل الأول للمتغير بالنسبة f ل الأولى المشتقة تمثل f∆ حيث
g(t) =

∫ t

a

L(t, τ)∆τ =⇒ g∆(t) =

∫ t

a

L∆(t, τ)∆τ + L(σ(t), τ),

h(t) =

∫ t

a

L(t, τ)∆τ =⇒ g∆(t) =

∫ t

a

L∆(t, τ)∆τ + L(σ(t), τ),

التوطئات بعض 13.1

1.13.1 توطئة
: كان إذا ، a ∈ R+ و u, b ∈ Crd أن لنفرض

u∆(t) ≤ a(t)u(t) + b(t), t ≥ t0, t ∈ Tk

: إذن
u(t) ≤ u(t0)ea(t, t0) +

∫ t

t0

ea(t, σ(s))b(s)∆s, t ≥ t0, t ∈ Tk

[22] :2.13.1 توطئة
محققة: التالية المتراجحة ، b ≤ 0 و a ≤ 0 ليكن

(a+ b)λ ≤ 2λ− 1(aλ + bλ); λ ≤ 1

و
(a+ b)λ ≤ aλ + bλ; 0 ≤ λ ≤ 1
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الثاني الفصل -2-1

النوع من التكاملية المتراجحات [

\ جرونوال-بيلمان-بيهاري

X

هذا مقارنة هي الخطية غير التفاضلية المعادلات نظام لدراسة إستخداما الطرق أكثر بين من
يقة بطر المقدمة الحلول تقدير الصعب من الواقع في أنه إلا ، الأولى الدرجة من بمعادلة النظام
عند فائدة أكثر الصريحة التقديرات تكون التطبيقات من العديد في . صريح بشكل المقارنة
التكاملية المتراجحات إستخدام دراسة أن إتضح . الأنظمة هذه مثل حلول سلوك دراسة
في التكاملية المتراجحة إدخال يعد الأسباب لهذه ، المعروفة غير للدوال واضحة حدودا يعطي
و جرونوال متراجحة جذبت لقد ، يا ضرور أمرا التفاضلية المعادلات حلول خصائص دراسة
العديد ظهرت و ، ياضيات الر علماء من العديد إنتباه ياضيات الر في أساسية أداة تعتبر التي
متراجحة إسم تحمل عمومية أكثر متراجحة 1943 بيلمان قدم فقد المتراجحة لهذه التعميمات من
هذا في نتناول سوف . الأخيرة هذه بتعميم بيهاري قام 1956 عام في و ، -بيلمان جرونوال
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الثاني جرونوال-بيلمان-بيهاريالفصل نوع من التكاملية المتراجحات
الشهيرة جرونوال بمتراجحة المتعلقة الكلاسيكية النتائج بعض إلى الإستناد خلال من الفصل
البعد في الأخيرة بهذه المتعلقة النتائج بعض سنذكر ثم ، الأول البعد في التعميمات بعض
على الثاني البعد في بيهاري و بيلمان ، بجرونوال ٺتعلق جديدة تعميمات يعطينا مما الثاني

. الزمنية المقاييس

البعد في جرونوال نوع من الشهيرة التكاملية المتراجحات بعض 1.2
الأول

: يلي كما بيانها جاء الباحثين فضول ٺثير تزال لا تكاملية متباينة جرنوال قدم ، 1919 عام في
[15] :1.1.2 يـة نـظـر

العلاقة كانت إذا ، موجبان ثابتان b و a و I = [α;α+ h] على مستمرة دالة u(t) لتكن
: التالية

0 ≤ u(t) ≤
∫ t

α

[bu(s) + a]ds, t ∈ I,

: فإن محققة
0 ≤ u(t) ≤ ah exp(bh), t ∈ I,

ٺتعلق دالة b فيها تكون التي الحالة في جرونوال ية نظر بتعمبم بيلمان قام ، 1943 عام في
: يلي كما النتيجة كانت و t بالمتغير

[4] :2.1.2 يـة نـظـر
كانت إذا c ≥ 0 و I = [α, β] ⊂ R : على موجبتان و مستمرتان دالتان f و u لتكن

: محققة التالية العلاقة
u(t) ≤ c+

∫ t

α

f(s)u(s)ds, t ∈ I

: فإن
u(t) ≤ c exp

(∫ t

α

f(s)ds

)
, t ∈ I
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و جرونوال قدمها التي تلك من عمومية أكثر متراجحة وجود بيهاري أثبت ، 1956 عام في

يلي: كما بيانها جاء بيلمان
[7] :3.1.2 يـة نـظـر

مستمرة و متزايدة دالة ω و [0,+∞[ المجال على وموجبتان مستمرتان دالتان u fو لتكن
. تماما موجب ثابت c و x > 0 كل أجل من ، ω(x) > 0 تحقق [0,+∞[ على

التالية: العلاقة كانت إذا
u(t) ≤ c+

∫ t

t0

f(s)w(u(s))ds, t ≥ 0

: فإن
u(t) ≤ G−1

(
G(c) +

∫ t

t0

f(s)ds

)
, 0 ≤ t ≤ T

: التالية التكاملية للمعادلة حل هو G حيث
G(t) =

∫ t

t0

1

w(s)
ds, t > t0 > 0

: يكون بحيث T إختيار يتم ، G لـ العكسية الدالة هي G−1

{
G(c) +

∫ t

t0

f(s)ds

}
∈ DomG−1, 0 ≤ t ≤ T

جاء و خطية غير الصورة في 1.1.2 ية النظر من مختلفة نسخة يانج أو أظهر ، 1957 عام في
: كالآتي نصها

[26] :4.1.2 يـة نـظـر
. تماما موجب ثابت u0 ليكن و R+ على تماما موجبتين و مستمرتين دالتين g و u لتكن

: محققة التالية المتراجحة كانت إذا
u2(t) ≤ u20 + 2

∫ t

0

g(s)u(s)ds

: فإن
u(t) ≤ u0 +

∫ t

0

g(s)ds
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: التالي النحو على ( 2.1.2 ية (النظر الخاصة نظريته بتعميم بيلمان قام ،1958 عام في

[5] :5.1.2 يـة نـظـر
مستمرة دالة n(t) لتكن و I = [α, β] على تماما موجبتين و مستمرتين دالتين g و u لتكن

: محققة التالية المتراجحة كانت إذا . I على معرفة متزايدة و تماما موجبة و
u(t) ≤ n(t) +

∫ t

α

g(s)u(s)ds, t ∈ I

: فإن
u(t) ≤ n(t) exp

(∫ t

α

g(s)ds

)
, t ∈ I

التالية: ية النظر في بيانها بيلمان من عمومية أكثر متراجحة وجود يتز جولو ،أثبت 1969 عام في
[14] :6.1.2 يـة نـظـر

التالية المتراحجة كانت إذا . I = [α, β] على موجبة و مستمرة دوال h و f ، g ، u لتكن
: محققة

u(t) ≤ f(t) + g(t)

∫ t

α

h(s)u(s)ds, t ∈ I

: فإن
u(t) ≤ f(t) + g(t)

∫ t

α

h(s)f(s) exp
(∫ t

s

h(σ)g(σ)d(σ)

)
ds, t ∈ I.

[3] :7.1.2 يـة نـظـر
بحيث I = [α, β] على ، للمكاملة القابلة ريمان دوال g و f مستمرتين دالتين h و u لتكن

: محققة التالية العلاقة كانت إذا . I = [α, β] على موجبتان h و g
u(t) ≤ f(t) + g(t)

∫ t

α

h(s)u(s)ds, t ∈ I

: فإن
u(t) ≤ f(t) + g(t)

∫ t

α

f(s)h(s) exp
(∫ t

s

h(σ)g(σ)d(σ)

)
ds, t ∈ I
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: التالي النحو على 3.1.2 ية النظر بتعميم جيوري قام كذلك

[16] :8.1.2 يـة نـظـر
دوال α و g ، f لتكن و I = [t0,+∞[ على موجبتان و مستمرتان دالتان β و u لتكن
لنفرض ، متناقصة و موجبة α و متزايدة و تماما موجبة g ، موجبة f حيث للمفاضلة قابلة

: لدينا أنه
u(t) ≤ f(t) + α(t)

∫ t

t0

β(s)g(u(s))ds

كان إذا
f ′(t)

{
1

g(η(t))
− 1

}
≤ 0,

: فإن η(t) موجبة و مستمرة دالة كل أجل من I على
u(t) ≤ G−1

{
G(f(t0)) +

∫ t

t0

[α(s)β(s) + f ′(s)] ds

}
,

: التالية التكاملية للمعادلة حل هو G حيث
G(t) =

∫ t

t0

1

g(s)
ds, t > t0 > 0

و ، G لـ العكسية الدالة هي G−1

{
G(f(t0)) +

∫ t

t0

[α(s)β(s) + f ′(s)] ds

}
∈ DomG−1.

التالية: ية النظر خلال من المقدمة و 5.1.2 ية للنظر إمتدادا كوزولابوف و مارتينيواد قدم
[21] :9.1.2 يـة نـظـر

: كان إذا ، 0 < p < 1 و I = [α, β] على موجبة و مستمرة دوال b و a و u لتكن
u(t) ≤ a(t) +

∫ t

α

b(s)up(s)ds, t ∈ I

: فإن
u(t) ≤ a(t) + up0

(∫ t

α

b
1
q (s)ds

)q
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: حيث x− a− bxp = 0 للمعادلة الموجب الوحيد الجذر هو u0 و q = 1− p : حيث
a =

∫ β

α

a(t)dt b =

∫ β

α

(∫ β

α

b
1
q (s)ds

)q

dt

كالآتي: هو و جرونوال لمتراجحة خطي غير إطار في آخر شكلا بيروف أعطى
[32] :10.1.2 يـة نـظـر

: التالية المتراجحة كانت إذا ، موجبة و مستمرة دوال b و a ، u لتكن
u(t) ≤ c+

∫ t

t0

[a(s)u(s) + b(s)up(s)]ds, t ≥ t0,

: فإن p ≥ و0 c ≥ 0 كل أجل من محققة
u(t) ≤

{
c1−p exp

[
(1− p)

∫ t

t0

a(s)ds

]
+(1− p)

∫ t

t0

b(s) exp
[
(1− p)

∫ t

s

a(τ)dτ

]
ds

} 1
1−p

,

: 0 ≤ p < 1 أجل من
u(t) ≤ c exp

(∫ t

t0

[a(s) + b(s)]ds

)
,

: p > 1 و p = 1 أجل من
u(t) ≤

{
c exp

[
(1− p)

∫ t

t0

a(s)ds

]
−c−1(p− 1)

∫ t

t0

b(s) exp
[
(1− p)

∫ t

t0

a(τ)dτ

]
ds

} 1
1−p

,

: التالي الشرط c يحقق أن يجب ، p > 1 حالة في
c <

{
exp

[
(1− p)

∫ t0+h

t0

a(s)ds

]} 1
p−1
{
(p− 1)

∫ t0+h

t0

b(s)ds

}− 1
p−1

,

. h > 0 حيث t ∈ [t0, t0 + h] كل أجل من
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: التالية ية النظر في بيانها بيرون لمتراجحة مماثلة متراجحة باتشبات ناقش كما

[29] :11.1.2 يـة نـظـر
و متزايدة ، مستمرة دالة c ليكن . تماما موجبة و مستمرة دوال h و g ، b ، u لتكن

: محققة التالية المتراجحة كانت إذا . R+ على تماما موجبة
up(t) ≤ cp(t) + b(t)

∫ t

0

[g(s)up(s) + h(s)u(s)] ds,

فإن:
u(t) ≤ c(t)

{
1 + b(t)

∫ t

0

(g(s) + h(s)c(s)1−p)

× exp
(∫ t

s

b(σ)

[
g(σ) +

h(σ)

p

]
dσ

)
ds

} 1
p

.

كيزان- و يوة بوكر قبل من كذلك ، مونغ و جيونغ العالم قبل من 11.1.2 ية النظر تعميم تم
: يلي فيما التعميمات هاته بيان و ، لاكود

[18] :12.1.2 يـة نـظـر
: محققة التالية المتراجحة كانت إذا . 11.1.2 ية النظر فرضيات من إنطلاقا

up(t) ≤ cp(t) + b(t)

∫ t

0

[g(s)uq(s) + h(s)ur(s)] ds,

فإن:
u(t) ≤ c(t)

{
1 + b(t)

∫ t

0

[
g(s)cq−p(s) + h(s)cr−p(s)

]
× exp

(∫ t

s

b(σ)

[
q

p
g(σ) +

r

p
cr−p(σ)h(σ)

]
dσ

)
ds

} 1
p

, (1.2)
.p ̸= 0 و 0 ≤ r ≤ p ، 0 ≤ q ≤ p ، تماما موجبة و متزايدة دالة هي c(t) حيث

[27 ، 23 ، 12 ، 9 ، 3 ، 1] المراجع أنظر أكثر تفاصيل أجل من
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الثاني جرونوال-بيلمان-بيهاريالفصل نوع من التكاملية المتراجحات
في النواة ذات جرونوال نوع من التكاملية المتراجحات بعض 2.2

الأول البعد

جرونوال-بيلمان متراجحة عن مختلفة صيغة ميتكالف و تشو من كل قدم ، 1967 عام في
بيانها و ( g(s) = k(t, s) : (بمعنى tبالبارامتر gمتعلقة الدالة الحالة هذه في ( 5.1.2 ية (النظر

: يلي كما
[11] :1.2.2 يـة نـظـر

و مستمرة دالة k(t, s) و I = [α, β] : على موجبتين و مستمرتين دالتين f و u لتكن
: كان إذا . ∆ : α ≤ s ≤ t ≤ β حيث ∆ المثلث على موجبة
u(t) ≤ f(t) +

∫ t

0

H(t, s)f(s)ds

فإن:
u(t) ≤ f(t) +

∫ t

0

k(t, s)u(s)ds, t ∈ I

حيث:
H(t, s) =

∞∑
i=1

ki(t, s), (t, s) ∈ ∆,

. الحل نواة هي
. السابقة ية للنظر أخرى صيغة ستيوارت و نوربيري أظهر ، 1987 عام في

[24] :2.2.2 يـة نـظـر
من t إلى بالنسبة متزايدة k(t, s) بحيث 1.2.2 ية النظر في كما المعرفة k(t, s) و u لتكن

. s ∈ I كل أجل
: محققة التالية المتراجحة كانت إذا -1

u(t) ≤ c+

∫ t

α

k(t, s)u(s)ds, t ∈ I, c ≥ 0

: فإن
u(t) ≤ c exp

(∫ t

α

k(t, s)ds

)
, t ∈ I
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الثاني جرونوال-بيلمان-بيهاريالفصل نوع من التكاملية المتراجحات

: حيث t قيم كل أجل من . I على متزايدة و موجبة و مستمرة دالة n(t) لتكن -2
: محققة التالية المتراجحة كانت إذا . t ∈ I

u(t) ≤ n(t) +

∫ t

α

k(t, s)u(s)ds, t ∈ I,

فإن:
u(t) ≤ n(t) exp

(∫ t

α

k(t, s)ds

)
, t ∈ I,

: التالي النحو على السابقة ية النظر نتائج بتعميم قام باتشبات
[29] :3.2.2 يـة نـظـر

I = [α, β] حيث I على متزايدة و موجبة و مستمرة fدوال و r ، q ، p ، u لتكن
α ≤ أجل من موجبتان و مستمرتان دالتان ∂

∂s
k(t, s) الجزئية مشتقتها و k(t, s) ولتكن

: محققة التالية المتراجحة كانت إذا .s ≤ t ≤ ∞

u(t) ≤ p(t) + q(t)

∫ t

0

k(t, s) [r(s)u(s) + f(s)] ds,

: فإن
u(t) ≤ p(t) + q(t)

(∫ t

α

B(σ)

(
exp

∫ t

σ

A(τ)dτ

)
dσ

)
: حيث

A(t) = k(t, t)r(t)q(t) +

∫ t

0

∂

∂t
k(t, s)r(s)q(s)ds

و
B(t) = k(t, t) [r(t)p(t) + f(t)] +

∫ t

0

∂

∂t
k(t, s)× [r(s)p(s) + f(s)] ds

[29] :4.2.2 يـة نـظـر
∂

∂s
k(t, s) الجزئية مشتقتها و k(t, s) لتكن و محققة 3.2.2 ية النظر فرضيات أن لنفرض

التالية المتراجحة كانت إذا . 0 ≤ s ≤ t ≤ ∞ : أجل من تماما موجبة و مستمرة دوال
محققة:

up(t) ≤ a(t) + b(t)

∫ t

0

k(t, s)[g(s)up(s) + h(s)u(s)]ds
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فإن:
u(t) ≤

{
a(t) + b(t)

∫ t

0

A(σ)

(
exp

∫ t

σ

B(τ)dτ

)
dσ

} 1
p

حيث:
A(t) = k(t, t)

{
g(t)a(t) + h(t)

[
a(t)

p
+
p− 1

p

]}
+

∫ t

0

∂

∂s
k(t, s)

{
g(s)a(s) + h(s)

[
a(s)

p
+
p− 1

p

]}
ds

و
B(t) = k(t, t)b(t)

[
g(t) +

h(t)

p

]
+

∫ t

0

∂

∂s
k(t, s)b(s)×

[
g(s) +

h(s)

p

]
ds

التالية: ية النظر في يعطى بيانها الزمنية المقاييس على ميتكالف و تشو ية نظر بتعميم يوة بوكر قام
[10] :5.2.2 يـة نـظـر

t ∈ T أجل من ومتزايدة a(t) > 0 ، hi(t)(i = 1, n) ∈ Crd و b(t) ، a(t) ، u(t) لتكن
.i = 1, ...n ، p ≥ pi > 0 بحيث p1, p2, ..., pn تماما موجبة حقيقية أعداد متتالية توجد ،
من L△(t, s) ≥ 0 و L(t, s) ≥ 0 مع 2.12.1 ية النظر في كما معرفة L(t, .) كانت إذا

: التالية المتراجحة كانت إذا .s ≤ t و t, s ∈ T أجل
up(t) ≤ a(t) + b(t)

∫ t

t0

L(t, s)
i=n∑
i=1

hi(s)u
pi(s)∆s, t ∈ Tk

فإن: محققة
up(t) ≤

(
a(t) + b(t)

∫ t

t0

eB(t, σ(s))A(s)∆s

) 1
p

, t ∈ Tk

أي:
A(t) = L(σ(t), t)

i=n∑
i=1

hi(t)

[
pi
p
K

pi−p

p a(t) +
p− pi
p

K
pi
p

]

+

∫ t

t0

L∆(t, s)
i=n∑
i=1

hi(s)

[
pi
p
K

pi−p

p a(t) +
p− pi
p

K
pi
p ∆s

]
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و
B(t) = b(t)L(σ(t), t)

(
i=n∑
i=1

hi(t)
pi
p
K

pi−p

p

)
+

∫ t

t0

b(s)L∆(t, s)
i=n∑
i=1

hi(s)
pi
p
K

pi−p

p ∆s

، 23 ، 18 ، 12 ، 11 ، 10 ، 6 ، 1 ] والمقالات: الـكتب راجع التفاصيل من لمزيد
[ 29 ، 24

الثاني البعد في جرونوال نوع من التكاملية المتراجحات بعض 3.2

ووندروف متراجحة باسم المعروفة المتغيرين ذات للدوال جرونوال لمتراجحة المناظرة المتراجحة
التالية: ية النظر بواسطة معطاة وهي

[2] :1.3.2 يـة نـظـر
a(x) ، x, y ∈ R+ أجل من معرفتان ومستمرتان موجبتان دالتان c(x, y) ، u(x, y) ليكن
: محققة التالية المتراجحة كانت إذا . R+ على ومستمرتان تماما موجبتان دالتان b(y) ،

u(x, y) ≤ a(x) + b(y) +

∫ x

0

∫ y

0

c(t, s)u(t, s)dtds

فإن:
u(x, y) ≤ E(x, y) exp

(∫ x

0

∫ y

0

c(t, s)dtds

)

حيث:
E(x, y) =

[a(x) + b(0)][a(0) + b(y)]

a(0) + b(0)
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: التالي النحو على ووندروف عليها حصل التي 1.3.2 ية النظر بتعميم ناريموف قام

[25] :2.3.2 يـة نـظـر
على ومعرفة وموجبة مستمرة دوال c(x, y) و b(x, y) ، a(x, y) ، u(x, y) لتكن

محققة: التالية المتراجحة كانت إذا . D = [0, x0]× [0, y0]

u(x, y) ≤ a(x, y) + b(x, y)

∫ x

0

∫ y

0

c(t, s)u(t, s)dtds

فإن:
u(x, y) ≤ {a(x, y)

+ b(x, y)

∫ x

0

∫ y

0

[
exp

(∫ x

τ

∫ y

η

c(t, s)b(t, s)dtds

)
a(τ, η)c(τ, η)

]
dτdη

}

المتغيرين ذات الدوال سياق في بيهاري ية لنظر المناظرة ية النظر وسيميونوف بينوف أنشأ كما
: كالتالي

[1] :3.3.2 يـة نـظـر
φ ∈ C([0,∞), [0,∞)) و c ≥ 0 ليكن و ، a, b ≤ ∞ بحيث J = [0, b] و I = [0, a] ليكن
كانت إذا .u, f ∈ C(I × J, [0,∞)) و r > 0 أجل من φ(r) > 0 وتحقق متزايدة دالة

محققة: التالية المتراجحة
u(x, y) ≤ c+

∫ x

0

∫ y

0

f(t, s)φ(u(t, s))dtds , (x, y) ∈ I × J

فإن:
u(x, y) ≤ ϕ−1

[
ϕ(c) +

∫ x

0

∫ y

0

f(t, s)dtds

]
حيث: ، (x, y) ∈ [0, x1]× [0, y1] كل أجل من

ϕ(r) =

∫ r

1

1

φ(s)
, r > 0

: التالية يقة بالطر اختياره يتم (x1, y1) ∈ I × J و ϕ لـ العكسية الدالة هو ϕ−1

{
ϕ(c) +

∫ x

0

∫ y

0

f(t, s)dtds

}
∈ Dom(ϕ−1)
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الثاني جرونوال-بيلمان-بيهاريالفصل نوع من التكاملية المتراجحات
والتي التالية ية النظر بواسطة تعطى الثاني البعد في النواة ذات بيهاري ية لنظر المناظرة المتراجحة

باتشبات: وضعها
[19] :4.3.2 يـة نـظـر

ليكن ، R+ على ومعرفة مستمرة و موجبة دوال q(x, y) و p(x, y) ، ψ(x, y) لتكن
موجبة دوال D1D2K(x, y, s, t) و D2K(x, y, s, t) ، D1K(x, y, s, t) ، K(x, y, s, t)

موجبة دالة w(u) و 0 ≤ t ≤ y < ∞ و 0 ≤ s ≤ x < ∞ كل أجل من ومستمرة
كانت إذا يعية. وتوز تجميعية أنها نفرض ذلك على يادة ز ، R+ على متزايدة و مستمرة و

محققة: التالية العلاقة
ψr(x, y) ≤ p(x, y) + q(x, y) +

∫ x

0

∫ y

0

K(x, y, s, t)w(ψ(s, t))dtds

فإن: r ≥ 1 و x, y ∈ R+ كل أجل من
ψ(x, y) ≤

{
p(x, y) + q(x, y)G−1

(
G

(∫ x

0

∫ y

0

A(σ, τ)dτdσ

)
+

∫ x

0

∫ y

0

B(σ, τ)dτdσ

)} 1
r

حيث: 0 ≤ y ≤ y2 ، 0 ≤ x ≤ x2 كل أجل من
A(x, y) = K(x, y, x, y)w

(
1

r
K

1−r
r

)
w(p(x, y)) +K(x, y, x, y)w

(
r − 1

r
K

1
r

)
+ w

(
1

r
K

1−r
r

)∫ y

0

D2K(x, y, x, t)w(p(x, t))dt

+ w

(
r − 1

r
K

1
r

)∫ y

0

D2K(x, y, x, t)dt

+ w

(
1

r
K

1−r
r

)∫ x

0

D1K(x, y, s, y)w(p(s, y))dt

+ w

(
r − 1

r
K

1
r

)∫ x

0

D1K(x, y, s, y)dt

+ w

(
1

r
K

1−r
r

)∫ x

0

∫ y

0

D1D2K(x, y, s, t)w(p(s, t))dtds

+ w

(
1

r
K

1−r
r

)∫ x

0

∫ y

0

D1D2K(x, y, s, t)dtds
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الثاني جرونوال-بيلمان-بيهاريالفصل نوع من التكاملية المتراجحات

و
B(x, y) = K(x, y, x, y)w

(
1

r
K

1−r
r

)
w(q(x, y))

+ w

(
1

r
K

1−r
r

)∫ y

0

D2K(x, y, x, t)w(q(x, t))dt

+ w

(
1

r
K

1−r
r

)∫ x

0

D1K(x, y, s, y)w(q(s, y))dt

+ w

(
1

r
K

1−r
r

)∫ x

0

∫ y

0

D1D2K(x, y, s, t)w(q(s, t))dtds

بحيث: اختيارهم يتم و x2, y2 ∈ R+ و G لـ العكسية الدالة هو G−1

G

(∫ x

0

∫ y

0

A(σ, τ)dτdσ

)
+

∫ x

0

∫ y

0

B(σ, τ)dτdσ ∈ Dom(G−1)

كالتالي: وهي الزمنية القياسات في 1.3.2 ية للنظر تعميم وطورس فريرة أنشأ كما
[13] :5.3.2 يـة نـظـر

متزايدة دالة a(t1, t2) بحيث f(t1, t2) ∈ C(T̄1 × T̄2,R+
0 ) و a(t1, t2) ، u(t1, t2) ليكن

: محققة التالية المتراجحة كانت إذا . متغيراتها لجميع بالنسبة
u(t1, t2) ≤ a(t1, t2) +

∫ t1

a1

∫ t2

a2

f(s1, s2)u(s1, s2)∆1s1∆2s2

فإن: ، (a1, a2), (t1, t2) ∈ T̄1 × T̄2 أجل من
u(t1, t2) ≤ a(t1, t2)e

∫ t2
a2

f(t1,s2)∆s2(t1, a1), (t1, t2) ∈ T̄1 × T̄2

T̄1 = [a1,∞)
∩

T1, T̄2 = [a2,∞)
∩

T2 و زمنيان مقياسان هما T2 ، T1 بحيث:
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الثاني جرونوال-بيلمان-بيهاريالفصل نوع من التكاملية المتراجحات
وجاء الزمنية المقاييس على المتغيرين ذات للدوال التالية التكاملية المتراجحة أنشأ باتشبات

: التالية يات النظر في بيانها
[31] :6.3.2 يـة نـظـر

K∆2(x, y, s, t), ، K∆1(x, y, s, t) ، K(x, y, s, t) ، u, f ∈ Crd(Ω,R+) ليكن
محققة: التالية المتراجحة كانت إذا . موجبة ثابت c و K∆1∆2(x,y,s,t) ∈ Crd(Ω,R+) و

u(x, y) ≤ c+

∫ x

x0

∫ y

y0

f(s, t)

[
u(s, t) +

∫ s

s0

∫ t

t0

K(s, t, τ, ξ)u(τ, ξ)∆ξ∆τ

]
∆t∆s,

نجد: (x, y) ∈ Ω أجل من
u(x, y) ≤ c

[
1 +

∫ x

x0

∫ y

y0

f(s, t)e∫ t
t0
[f(τ,ξ)+A(τ,ξ)]∆ξ∆τ (x, x0)∆t∆s

]
حيث:

A(x, y) = K(x, y, σ(x), σ(y)) +

∫ x

x0

K∆1(x, y, τ.σ(y))∆τ

+

∫ y

y0

K∆2(x, y, σ(x), ξ)∆ξ +

∫ x

x0

∫ y

y0

K∆1∆2(x, y, τ.ξ)∆ξ∆τ

زمنيان. مقياسان هما T2 ، T1 حيث ، (x, y) ∈ Ω = T1 × T2 أجل من
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الثالث الفصل
نوع من التكاملية للمتراجحات جديدة تعميمات [

\ تطبيقـاتها و ووندروف-بيهاري

X

التالية: التكاملية المتراجحات لحل مسبق تقدير إعطاء هو العمل هذا من الهدف
up(t, s) ≤ a(t, s) + b(t, s)

∫ t

t0

∫ s

s0

f(τ, η, ur(τ, η))∆η∆τ, (t, s) ∈ Ω̄

up(t, s) ≤ a(t, s) + b(t, s)

∫ t

t0

∫ s

s0

K(t, s, τ, η)w(ur(τ, η))∆η∆τ, (t, s, τ, η) ∈ Ω̄× Ω̄

و
φ(u(t, s)) ≤ a(t, s) + b(t, s)

∫ t

t0

∫ s

s0

f(τ, η)w(u(τ, η))∆η∆τ, (t, s) ∈ Ω̄

. معينة شروطا تستوفي أن يجب r و p ، K ، φ ، w ، f حيث

36



الثالث تطبيقاتهاالفصل و ووندروف-بيهاري نوع من التكاملية المتراجحات
المراجع في عليها الحصول تم التي النتائج تعميمات تمثل عليها الحصول تم التي النتائج أن نذكر

.[30،19،1] التالية
الزمنية. المقاييس جداء Ω̄ = T1 × T2 و زمنيان مقياسان هما T2 ، T1 يأتي مما كل في

ووندروف-بيهاري نوع من التكاملية المتراجحات 1.3

1.1.3 يـة نـظـر
(t, s) ∈ Ω̄ أجل من ومعرفة موجبة دوال f(t, s) و b(t, s) ، a(t, s) ، u(t, s) ليكن
موجبة دالة w(x) و (t, s) ∈ Ω̄ أجل من . اليمين على كثيفة نقطة كل عند مستمرة
أجل من متزايدة b(t, s) و a(t, s) أن نفرض x ∈ R+ أجل من مستمرة و ومتزايدة

: محققة التالية المتراجحة كانت إذا . (t, s) ∈ Ω̄

u(t, s) ≤ a(t, s) + b(t, s)

∫ t

t0

∫ s

s0

f(τ, η)w(u(τ, η))∆η∆τ, (t, s) ∈ Ω̄ (1.3)
لدينا: يكون فإنه

u(t, s) ≤ G−1

[
G(a(t, s)) + b(t, s)

∫ t

t0

∫ s

s0

f(τ, η)∆η∆τ

]
,

بحيث G للدالة العكسية الدالة هو G−1 بحيث s0 < s ≤ s1 و t0 < t ≤ t1 كل أجل من
تحقق: تقابلية متزايدة دالة هي G

G∆τ (u(τ, η)) =
u∆τ (τ, η)

w(u(τ, η))
, (τ, η) ∈ Ω̄ (2.3)

: بحيث اختيارهما يتم s1 و t1
{
G(a(t, s)) + b(t, s)

∫ t

t0

∫ s

s0

f(τ, η)∆η∆τ
}
∈ Dom(G−1)

(1.3) للعلاقة وفقا s0 < s̄1 ≤ s1 و t0 < t̄1 ≤ t1 مع s̄1 ∈ T̃2 ، t̄1 ∈ T̃1 نضع الإثبات: ^

لدينا:
u(t, s) ≤ a(t̄1, s̄1) + b(t̄1, s̄1)

∫ t

t0

∫ s

s0

f(τ, η)w(u(τ, η))∆η∆τ, (3.3)
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الثالث تطبيقاتهاالفصل و ووندروف-بيهاري نوع من التكاملية المتراجحات
كالتالي: z(t, s) الدالة نعرف s0 < s ≤ s̄1. و t0 < t ≤ t̄1 كل أجل من

z(t, s) = a(t̄1, s̄1) + b(t̄1, s̄1)

∫ t

t0

∫ s

s0

f(τ, η)w(u(τ, η))∆η∆τ (4.3)
إذن:

z(t0, s) = z(t, s0) = a(t̄1s̄1) (5.3)
و

u(t, s) ≤ z(t, s). (6.3)
: نجد t للمتغير بالنسبة (4.3) المعادلة على ∆ الإشتقاق بإدخال

z∆t(t, s) = b(t̄1, s̄1)

∫ s

s0

f(τ, η)w(u(τ, η))∆η (7.3)
نجد: (7.3) في (6.3) نعوض

z∆t(t, s) ≤ b(t̄1, s̄1)

∫ s

s0

f(τ, η)w(z(τ, η))∆η (8.3)
تضمن: (8.3) المعادلة فإن ، s لـ بالنسبة متزايدة z(t, s) الدالة لأن نظرا

z∆t(t, s) ≤ b(t̄1, s̄1)w(z(t, s))

∫ s

s0

f(τ, η)∆η (9.3)
على فنحصل w(z(t, s)) الموجبة الدالة على (9.3) المعادلة طرفي لنقسم

z∆t(t, s)

w(z(t, s))
≤ b(t̄1, s̄1)

∫ s

s0

f(τ, η)∆η (10.3)
ونستخدم τ لـ بالنسبة الناتجة المتراجحة من الطرفين بمكاملة ونقوم (10.3) في τ بـ t نعوض

نجد ، (5.3) و (2.3) المساواة
G(z(t, s)) ≤ G(a(t̄1, s̄1)) + b(t̄1, s̄1)

∫ t

t0

∫ s

s0

f(τ, η)∆η∆τ. (11.3)
: على نحصل (11.3) في s = s̄1 و t = t̄1 نأخذ عندما

G(z(t̄1, s̄1)) ≤ G(a(t̄1, s̄1)) + b(t̄1, s̄1)

∫ t̄1

t0

∫ s̄1

s0

f(τ, η)∆η∆τ. (12.3)
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الثالث تطبيقاتهاالفصل و ووندروف-بيهاري نوع من التكاملية المتراجحات
فإن كيفي بشكل تختار s1 و t1 ذلك إلى بالإضافة s0 < s1 ≤ s1 و t0 < t1 ≤ t1 أن بما

: تعطي (12.3) المعادلة
G(z(t, s)) ≤ G(a(t, s)) + b(t, s)

∫ t

t0

∫ s

s0

f(τ, η)∆η∆τ, (13.3)
s0 < s1 ≤ s1 و t0 < t1 ≤ t1 كل أجل من

نجد (6.3) المتراجحة وبإستخدام (13.3) طرفي على G−1 بتطبيق
u(t, s) ≤ G−1

(
G(a(t, s)) + b(t, s)

∫ t

t0

∫ s

s0

f(τ, η)∆η∆τ

)
.

. المطلوب وهو
1.1.3 ملاحظة

، b(t, s) = 1 ، a(t, s) = c اخترنا إذا ، 2.3.2 ية النظر تصبح 1.1.3 ية النظر
و t0 = s0 = 0 : حالة في 4.3.2 ية النظر تصبح . Ω̄ = R × R و t0 = s0 = 0

. Ω̄ = R× R

2.1.3 يـة نـظـر
عند مستمرة (t, s) ∈ Ω̄ على ومعرفة موجبة دوال b(t, s) و a(t, s) ، u(t, s) أن نفرض

ولتكن: (t, s) ∈ Ω̄ أجل من اليمين على كثيفة نقطة كل
Ω̄ على اليمين على كثيفة نقطة كل عند ومستمرة موجبة دالة f : Ω̄ × R+ −→ R+

تحقق R+ على ومستمرة
0 ≤ f(t, s, x)− f(t, s, y) ≤ h(t, s, y)w(x− y),

ومستمرة موجبة دالة f : Ω̄× R+ −→ R+ حيث x ≥ y ≥ 0 , (t, s) ∈ Ω̄ كل أجل من
w ∈ C(R+,R+) و R+ على ومستمرة Ω̄ على اليمين على كثيفة نقطة كل عند
محققة: التالية العلاقة كانت إذا K > 0 و التالية المتراجحة وتحقق متزايدة دالة

up(t, s) ≤ a(t, s) + b(t, s)

∫ t

t0

∫ s

s0

f(τ, η, ur(τ, η))∆η∆τ , (t, s) ∈ Ω̃,

فإن
u(t, s) ≤

{[
a(t, s) + b(t, s)G−1

(
G(A(t, s)) +

∫ t

t0

∫ s

s0

B(τ, η)∆η∆τ

)]} 1
p
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الثالث تطبيقاتهاالفصل و ووندروف-بيهاري نوع من التكاملية المتراجحات

حيث
A(t, s) =

∫ t

t0

∫ s

s0

f

(
τ, η,

r

p

(
K

r−p
p a(t, s) +

p− r

r
K

r
p

))
∆η∆τ. (14.3)

و
B(t, s) = h

(
t, s,

r

p

(
K

r−p
p a(t, s) +

p− r

r
)K

r
p

))
w(
r

p
(K

r−p
p b(t, s)), (15.3)

حيث (2.3) العلاقة تحقق وتقابلية متزايدة دالة G و 0 ≤ r ≤ p و p ̸= 0 أجل من
: لدينا ذلك إلى بالإضافة . G لـ العكسية الدالة هي G−1

{
G(A(t, s)) +

∫ t

t0

∫ s

s0

B(τ, η)∆η∆τ

}
∈ Dom(G−1),

يلي: كما معرفة دالة z(t, s) لتكن الإثبات: ^

z(t, s) =

∫ t

t0

∫ s

s0

f(τ, η, ur(τ, η))∆η∆τ, (t, s) ∈ Ω̄,

منه: و
up(t, s) ≤ a(t, s) + b(t, s)z(t, s) (16.3)

بالتالي: و
ur(t, s) = (up(t, s))r ≤ (a(t, s) + b(t, s)z(t, s))

r
p

نجد: 3.13.1 التوطئة بإستعمال و
ur(t, s) ≤ r

p
K

r−p
p (a(t, s) + b(t, s)z(t, s)) +

p− r

p
K

r
p , K > 0 (17.3)

التالي: الشكل على بكتابتها لنا تسمح w و f على الموضوعة الفرضيات
f(τ, η, ur(τ, η)) ≤ f(τ, η,

r

p
K

r−p
p (a(t, s) + b(t, s)z(t, s)) +

p− r

r
K

r
p )

≤ h

(
τ, η,

r

p

(
K

r−p
p a(t, s) +

p− r

r
K

r
p

))
w(
r

p
K

r−p
p b(t, s))w(z(t, s))

+ f(τ, η,
r

p

(
K

r−p
p a(t, s) +

p− r

r
K

r
p

)
) (18.3)

نجد: (18.3) المتراجحة طرفي على هيجلر حسب η و τ لـ بالنسبة المزدوج التكامل بإدخال

2023− 202440ENSET-Skikda



الثالث تطبيقاتهاالفصل و ووندروف-بيهاري نوع من التكاملية المتراجحات

∫ t

t0

∫ s

s0

f(τ, η, ur(τ, η)) ≤
∫ t

t0

∫ s

s0

f(τ, η,
r

p
K

r−p
p (a(t, s) + b(t, s)z(t, s)) +

p− r

r
K

r
p )∆η∆τ

≤
∫ t

t0

∫ s

s0

h

(
τ, η,

r

p

(
K

r−p
p (a(t, s) +

p− r

r
K

r
p

))
×w(r

p
K

r−p
p b(t, s))w(

r

p
K

r−p
p z(t, s))∆η∆τ (19.3)

: نجد (19.3) في (15.3) (14.3)و بتعويض
z(t, s) ≤ A(t, s) +

∫ t

t0

∫ s

s0

B(τ, η)w(z(τ, η))∆η∆τ (20.3)
على نحصل 1.1.3 ية النظر بإستعمال و منه و (1.3) لـ مشابهة (20.3) أن نلاحظ

: التالية المتراجحة
z(t, s) ≤ G−1

(
G(A(t, s)) +

∫ t

t0

∫ s

s0

B(τ, η)∆η∆τ

) (21.3)
. المطلوب على نحصل (16.3) و (21.3) المتراجحتين من

3.1.3 يـة نـظـر
و مستمرة دالة φ(x) لتكن و 2.1.3 ية النظر في كما معرفة دوال f و b ، a ، u ليكن
: التالية المتراجحة كانت إذا . x > 0 كل أجل من ، φ(x) > 0 بحيث متزايدة و موجبة
φ(u(t, s)) ≤ a(t, s) + b(t, s)

∫ t

t0

∫ s

s0

f(τ, η)w(u(τ, η)))∆η∆τ, (t, s) ∈ Ω̄, (22.3)
: فإن محققة

u(t, s) ≤ φ−1

[
ϕ−1

[
ϕ(a(t, s)) + b(t, s)

∫ t

t0

∫ s

s0

f(τ, η)∆η∆τ

]]
. (23.3)

: التالية التفاضلية المعادلة تحقق بمتغيرين الدالة هي ϕ حيث
ϕ∆r =

u∆τ (τ, s)

w(φ−1(u(τ, s)))
, (t, s) ∈ Ω̄, (24.3)
: حيث ϕ لـ العكسية الدالة هي ϕ−1 و

{
ϕ(a(t, s)) + b(t, s)

∫ t

t0

∫ s

s0

f(τ, η)∆η∆τ
}
∈ Dom(ϕ−1) (25.3)
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الثالث تطبيقاتهاالفصل و ووندروف-بيهاري نوع من التكاملية المتراجحات
التالي: بالشكل معرفة دالة z(t, s) لتكن الإثبات: ^

z(t, s) = a(t, s) + b(t, s)

∫ t

t0

∫ s

s0

f(τ, η)w (u(τ, η))∆η∆τ (26.3)
إذن:

φ(u(t, s)) ≤ z(t, s) (27.3)
كذلك:

µ(t, s) ≤ φ−1(z(t, s)) (28.3)
نجد: (22.3) و (28.3) المتراجحتين من

z(t, s) ≤ a(t, s) + b(t, s)

∫ t

t0

∫ s

s0

f(τ, η)w(φ−1(z(t, s)))∆η∆τ (29.3)
نجد: (29.3) المتراجحة على 2.1.3 ية النظر بتطبيق

z(t, s) ≤ ϕ−1

[
ϕ(a(t, s)) + b(t, s)

∫ t

t0

∫ s

s0

f(τ, η)∆η∆τ

]
. (30.3)

المطلوب. على نحصل (27.3) و (30.3) المتراجحتين من
4.1.3 يـة نـظـر

عند مستمرة ، (t, s) ∈ Ω̄ أجل من موجبة دوال b(t, s) و u(t, s) ، a(t, s) لتكن
، k∆η(t, s, τ, η) ، k(t, s, τ, η) ، (t, s) ∈ Ω̄ كل أجل من اليمين على كثيفة نقطة كل
اليمين على كثيفة نقطة كل عند ومستمرة موجبة دوال k∆η∆τ (t, s, τ, η) ،k∆τ (t, s, τ, η)

كل أجل من ومستمرة متزايدة ، موجبة دالة w(x) ، (t, s, τ, η) ∈ Ω̄× Ω̄ كل أجل من
. 0 < k ، و(1.14) (1.13) تحقق ، 0 < x كل أجل من 0 < w(x)� حيث x ∈ R+

محققة: التالية المتراجحة كانت إذا
up(t, s) ≤ a(t, s) + b(t, s)

∫ t

t0

∫ s

s0

k(t, s, τ, η)w (ur(τ, η))∆η∆τ, (31.3)
: فإن (t, s, τ, η) ∈ Ω̄× Ω̄ كل أجل من و

u(t, s) ≤
{
a(t, s) + b(t, s)

[
G−1

(
G(c(t, s)) +

∫ t

t0

∫ s

s0

D(τ, η)∆η∆τ

)]} 1
p

,

(32.3)
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الثالث تطبيقاتهاالفصل و ووندروف-بيهاري نوع من التكاملية المتراجحات

حيث:
c(t, s) =

∫ t

t0

∫ s

s0

A(τ, η)∆η∆τ, (33.3)
A(t, s) = w

(
r

p
K

r−p
p

)∫ t

t0

∫ s

s0

K∆η∆τ (t, s, τ, η)w(a(τ, η))∆η∆τ

+ w

p− r

p
K

r

p

∫ t

t0

∫ s

s0

K∆η∆τ (t, s, τ, η)∆η∆τ

+ w

(
r

p
K

r−p
p

)∫ t

t0

K∆τ (t, s, τ, σ(s))w(a(τ, s))∆τ

+ w

(
p− r

p
K

r
p

)∫ t

t0

K∆τ (t, s, τ, σ(s))∆τ

+ w

(
r

p
K

r−p
r

)∫ t

t0

K∆η(t, s, σ(t), η)w(a(t, η))∆η

+ w

(
p− r

p
K

r
p

)∫ t

t0

K∆η(t, s, σ(t), η)∆η

+ w

(
p− r

p
K

r
p

)
K(t, s, σ(t), σ(s))

+ w

(
r

p
K

r−p
p

)
K(t, s, σ(t), σ(s))w(a(t, s)), (34.3)

D(t, s) = w

(
r

p
K

r−p
p

)∫ t

t0

∫ s

s0

K∆η∆τ (t, s, τ, η)w(b(τ, η))∆η∆τ

+ w

(
r

p
K

r−p
p

)∫ t

t0

K∆τ (t, s, τ, σ(s)), w(b(τ, s))∆τ.

+ w

(
r

p
K

r−p
p

)∫ t

t0

K∆η(t, s, σ(t), η)w(b(t, η))ση

+ w

(
r

p
K

r−p
p

)
K(t, s, σ(t), σ(s))w(b(t, s)) (35.3)

المتراجحة وتحقق ومتزايدة تقابلية دالة هي G حيث .0 ⩽ r ⩽ p و p ̸= 0 كل أجل من
تحقق: .G لـ العكسية الدالة هي G−1 حيث (2.3){

G(A(t, s)) + b(t, s)

∫ t

t0

∫ s

s0

B(τ, η)∆η∆τ

}
∈ Dom

(
G−1

)
بـ: معرفة دالة z(t, s) لتكن الإثبات: ^

z(t, s) =

∫ t

t0

∫ s

s0

K(t, s, τ, η)w(u(τ, η))∆η∆τ (36.3)
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: كذلك لدينا

up(t, s) ≤ a(t, s) + b(t, s)z(t, s) (37.3)
ذلك: على يادة ز

ur(t, s) ≤ (a(t, s) + b(t, s)z(t, s))
r
p (38.3)

نجد: 3.13.1 التوطئة بإستخدام
ur(t, s) ≤ r

p
K

r−p
p (a(t, s) + b(t, s)z(t, s)) +

p− r

p
K

r
p , K > 0 (39.3)

نجد: (36.3) المتراجحة طرفي على هيلجر حسب s و t لـ بالنسبة المزدوج الإشتقاق بإدخال
z∆t∆s(t, s) =

∫ t

t0

∫ s

s0

K∆η∆τ (t, s, τ, η)w (ur(τ, η))∆η∆τ

+

∫ t

t0

K∆τ (t, s, τ, σ(s))w (ur(τ, s))∆τ

+

∫ s

s0

K∆η(t, s, σ(t), η)w (ur(t, η))∆η

+K(t, s, σ(t), σ(s))w (ur(t, s)) (40.3)
نجد: خصائصها باستخدام و (38.3) المتراجحة على w بتطبيق

w (ur(t, s)) ≤ w

(
r

p
K

r−p
p

)
(w(a(t, s)) + w(b(t, s))w(z(t, s))) + w

(
p− r

p
K

r
p

)
,

(41.3)
تزايد ومن (35.3) و (34.3) المتراجحتين وبإستخدام (41.3) (40.3)في بتعويض

على: نحصل w(u)و z(t, s) الدالتين
z∆t∆t(t, s) ≤ A(t, s) +D(t, s)w(z(t, s)) (42.3)

نجد: (42.3) المتراجحة طرفي على s, t لـ بالنسبة المزدوج التكامل بإدخال
z(t, s) ≤

∫ t

t0

∫ s

s0

A(τ, η)∆η∆τ +

∫ t

t0

∫ s

s0

D(τ, η)w(z(τ, η))∆η∆τ, (43.3)
نضع:

c(t, s) =

∫ t

t0

∫ s

s0

A(τ, η)∆η∆τ
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التالي: بالشكل (43.3) كتابة إعادة يمكن الحالة هذه في

z(t, s) ≤ c(t, s) +

∫ t

t0

∫ s

s0

D(τ, η)w(z(τ, η))∆η∆τ (44.3)
مشابهة (44.3) المتراجحة تصبح ، b(t, s) = 1 ، a(t, s) = c(t, s) ، f(t, s) = D(t, s) بأخذ

.(1.3) للمتراجحة
المطلوبة. النتيجة على نحصل 1.1.3 ية نظر بإستخدام

2.1.3 ملاحظة
r = 1 ، Ω̃ = R×R حالة: في 4.3.2 ية النظر من خاصة حالة هي 4.1.3 ية النظر
من (b2) على نحصل b(x, y) = 1 و p = 1 أخدنا إذا ذلك على يادة ز ، t0 = s0 = 0 و

. 3.3.2 ية النظر

تطبيقات 2.3

الجزئية: التفاضلية المعادلات على تطبيقاتها خلال من السابقة النتائج بعض بتوضيح سنقوم
1.2.3 مثال

زمنيان: مقياسان هما T2 و T1 بحيث Ω = T1×T2 على التالية الدينامكية المعادلة نعتبر
u(x, y)2 ≤ a(x, y) +

∫ x

x0

∫ y

y0

f(τ, η, u(τ, η))∆η∆τ (45.3)
تحقق: a ∈ Crd(Ω,R) و f(τ, η, u(τ, η)) ∈ Crd(Ω× R,R) حيث:
|f(τ, η, x)− f(τ, η, y)| ≤ h(τ, η, y)(x− y), (46.3)

إذن: ، h ∈ Crd(Ω× R,R+) حيث:
||u(t, s) ≤

{[
|a(t, s)|+ A(t, s)e

∫ s
x0

B(τ,η)∆η
(t, t0)

]}1/2

, (47.3)
حيث:

A(t, s) =

∫ s

x0

∫ t

y0

f
(
τ, η,

1

2
√
k

(
|a(τ, η)|+ 1

2
k

))
∆η∆τ, (2.138)

B(t, s) =
1

4k
|h
(
τ, η,

1

2
√
k
(|a(τ, η)|+ 1

2
k)
)
|, (2.139)
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الإثبات: ^

يحقق: (45.3) المعادلة حل
|u(x, y)|2 ≤ |a(x, y)|+

∫ x

x0

∫ y

y0

|f(τ, η, u(τ, η))|∆η∆τ (48.3)
على: نتحصل (48.3) في (46.3) المعادلة يض بتعو

|u(x, y)|2 ≤ |a(x, y)|+
∫ x

x0

∫ y

y0

1

4K

∣∣∣∣h(τ, η, 1

2
√
K

(|u(τ, η)|+1

2
K)
)∣∣∣∣|u(τ, η)|∆η∆τ (2.141)

b(t, s) = 1 ، r = 1 ، p = 2 نأخد أن يكفي مستوفاة (2.33) ية النظر فرضيات أن واضح
(47.3) التقدير على نحصل وبالتالي w(x) = |x| و

2.2.3 مثال
مقياسان هما T2 و T1 ، Ω = T̃1× T̃2 على المعرفة التالية التفاضلية الجزئية المعادلة نعتبر

: زمنيان
(u(t, s))∆t∆s = F (t, s, u(t, s)), ∀(t, s) ∈ Ω (49.3)

: التالية الابتدائية الشروط تحقق التي و
u(t, s0) = α(t), u(t0, s) = β(s), u(t0, s) = c (50.3)

و Ω̄ على اليمين على كثيفة نقطة كل على مستمر F = T̃1 × T̃2 × R → R حيث
نقطة كل على مستمرة دوال هما β : T̃2 → R و α : T̃1 → R و R على مستمرة

: أن نفرض ، حقيقي ثابت c و الترتيب على T̃2 و T̃1 على اليمين على كثيفة
|F (t, s, u)| ≤ f(t, s)w(|u|)

|α(t) + β(s)− c| ≤ a(t, s) (51.3)
f(t, s) ، (t, s) ∈ Ω̄ متغيراتها. لكل بالنسبة متزايدة و موجبة دالة هي a(t, s) حيث
بحيث ، (t, s) ∈ Ω̄ على اليمين على كثيفة نقطة كل على ومستمرة موجبة دالة هي
،0 < w(x) تحقق x ∈ R+ كل أجل من ومتزايدة مستمرة دالة w و Ω̄ = T̃1 × T̃2

: لدينا و 0 < x كل أجل من
|u(t, s)| ≤ G−1

[
G

(
a(t, s) + b(t, s)

∫ t

t0

∫ s

s0

f(τ, η)

)
∆η∆τ

]
.
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: يحقق (50.3) - (49.3) المعادلات حل الإثبات: ^

u(t, s) = α(t) + β(s)− c+

∫ s

x0

∫ t

y0

F (τ, η, u(τ, η))∆η∆τ, (52.3)
على: نتحصل (51.3) في (52.3) المعادلة يض بتعو

|u(t, s)| = a(t, s) +

∫ s

x0

∫ t

y0

f(τ, η)w(|u(τ, η)|)∆η∆τ,

. المطلوب التقدير على العثور بسهولة يمكننا 1.1.3 ية النظر بتطبيق
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خاتمة

- -جرونوال بيلمان نوع من التكاملية المتراجحات موضوع إن
الجد من الـكثير ويتطلب يطول فيه والبحث جدا شاسع ببهاري
جاهدين حاولنا فيض من غيض إلا المذكرة هذه وما والصبر،
جديدة تعميمات دراسة وهو ألا المنشود الهدف إلى الوصول
فإن ، -ببهاري -جرونووال بيلمان نوع من التكاملية للمتراجحات
والشيطان، أنفسنا من فذلك أخطأنا وإن تعالى ال᧱ه فمن أصبنا
المتواضع العمل هذا على يطلع ومن ينفعنا أن تعالى ال᧱ه من فنرجو

التوفيق. ولي وال᧱ه فضله من يزيدنا وأن
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ملاحق

هاكونغ توماس
جرونوال

( Thomas Hakon Gronwal (بالفرنسية: جرونوال هاكونغ توماس
سويدي. ياضيات ر عالم (1932 ماي 09 -1877 جانفي 16)
درجة على وحصل أوبسالا وجامعة الجامعية ستو᧼هولم كلية في درس
كبيرا جزءا كرس أنه من الرغم على 1898 عام أوبسالا في الدكتورا
النطاق أن إلا ياضيات الر في البحث غير أخرى لأنشطة حياته من
الكلاسيكي التحليل في خاص بشكل واسع جرونوال درسه الذي
والحساب المجسمة الدوال ية ،ونظر والتكاملية التفاضلية والمعادلات
خاص بشكل يعرف ،و عميقة مساهمات له كانت موضوع كل في ،

. جرونوال) ية (نظر بإسمه سميت التي ية بالنظر

تاريخية لمحة

ارنست ريتشارد
بيلمان

( Richard Ernest Bellman (بالفرنسية: بيلمان إرنست ريتشارد
1984م. أوت 29 في ولد أمريكي، ياضياتي ر عالم

درجة على وحصل ويسكونسن جامعة من الماجيستار درجة على حصل
ياضيات الر في مهمة مساهمات قدم 1947 عام ياضيات الر في الدكتوراه
هاميلتون معادلة بيلمان)، (متراجحة بإسمه سميت التي المتراجحة أهمها ،
مارس1984م 19 في توفي . فور بيلمان خوارزمية ، -بيلمان جاكوبي -

عاما. والستين الأربعة يناهز عمر عن

تاريخية لمحة



(Imre Bihari (بالفرنسية: بيهاري إيمري
المتراجحات في بأبحاثه مشهور ، مجري ياضيات ر عالم (1989-1915)
هذا في كبيرة إسهامات وقدم ، بودابست جامعة في درس التكاملية
وتطبيقها التكاملية المتراجحات ية نظر تطوير : إنجازاته أبرز ومن . المجال
فهم في مساهمات قدم كما . والهندسة ياء الفيز مثل متعددة مجالات في

. ياضي الر والتحليل الدوال
الحديث التاريخ في ياضيات الر علماء أهم من يعتبر

تاريخية لمحة



ملخص
بيلمان جرونوال- نوع من التكاملية المتراجحات بعض إلى تطرقنا ثم ، الأولية المفاهيم بعض تناولنا المذكرة هذه في
بعض قدمنا وأخيرا وبيهاري، ووندروف بمتراجحات الخاصة الجديدة التعميمات بعض إلى مرورا ، -بيهاري

الجديدة. التعميمات لهذه التطبيقات

المفتاحية الكلمات
زمنية. مقاييس ، جديدة تعميمات ، بيهاري ،متراجحة بيلمان ،متراجحة حرونوال تكاملية،متراجحة متراجحات

Résumé
Dans cette note,nous avons abordé quelques concepts de base,puis nous

avons traité de quelques inégalités intégrales classique du type

Gronwall-Bellman-Bihari,en passant par de nouvelles généralisations,et

enfin,nous avons présenté quelques applications de ces nouvelles

généralisations

Les mots clés
inégalités intégrales,inégalités de Gronwell,inégalités de

Bellman,inégalités de Bihari,nouvelles généralisations,échelles de temps

Abstract
In this note,we discussed some basic concepts,then addressed some classical

integral inqualities of the Gronwall-Bellman-Bihari type,followed by some

new generalizations,and finally,we presented some applications of these

new generalizations.

key words
integral inequalities,Gronwell inequalities,Bellman inequalities,Bihari inequal-

ities,new generalizations,time scales.


	مقدمة
	مفاهيم أولية
	المعادلات التكاملية
	أنواع المعادلات التكاملية 

	المتراجحات التكاملية من نوع جرونوال
	 المتراجحة التفاضلية الخطية من الرتبة الأولى
	المتراجحات التكاملية من نوع بيلمان
	 تعميم متراجحة بيلمان 
	 المتراجحات من نوع بيهاري
	المقاييس الزمنية
	 معاملي القفز 
	 تصنيف النقاط 
	 مجموعات فرعية تؤدي إلى مقاييس زمنية
	 التدرج على المقاييس الزمنية
	 خصائص المشتق 

	 حساب التكاملات على المقاييس الزمنية 
	 بعض التوطئات 

	المتراجحات التكاملية من النوع جرونوال-بيلمان-بيهاري
	بعض المتراجحات التكاملية الشهيرة من نوع جرونوال في البعد الأول
	بعض المتراجحات التكاملية من نوع جرونوال ذات النواة في البعد الأول
	 بعض المتراجحات التكاملية من نوع جرونوال في البعد الثاني 

	 تعميمات جديدة للمتراجحات التكاملية من نوع ووندروف-بيهاري و تطبيقاتها 
	 المتراجحات التكاملية من نوع ووندروف-بيهاري 
	تطبيقات

	خاتمة
	قائمة المراجــع

