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Résume

La théorie des distributions s’est développée a partir des notions de convergence
forte et faible. Par ailleurs, les distributions permettent une dérivation autant de fois
qu’on le souhaite, ce qui n’est évidemment pas le cas pour les fonctions ordinaires. Au
sens des distributions, la dérivabilité s’étend méme aux fonctions discontinues, qui
deviennent ainsi indéfiniment dérivables.

On présente dans ce mémoire une introduction a la théorie des distributions. Ce
travail a été divisé en quatre chapitres dont le premier est consacré a 1’étude des espaces
des fonctions différentiables et de 1’espace des fonctions tests. Le deuxieme chapitre
présente les notions essentielles et fondamentales de cette théorie. Dans le troisieme,
nous abordons la transformation de Laplace appliquée aux fonctions et aux distributions.
Enfin, le dernier chapitre expose quelques applications dont la résolution s’effectue a

l'aide des distributions.



Abstract

The theory of distributions has developed from the notions of strong and weak
convergence. Moreover, distributions allow differentiation as many times as desired,
which is obviously not the case for ordinary functions. In the sense of distributions,
differentiability even extends to discontinuous functions, which thus become infinitely
differentiable.

This dissertation presents an introduction to the theory of distributions. The work
is divided into four chapters. The first chapter is devoted to the study of spaces of
differentiable functions and the space of test functions. The second chapter presents
the essential and fundamental concepts of this theory. In the third chapter, we discuss
the Laplace transform applied to functions and distributions. Finally, the last chapter

presents some applications whose solutions are obtained using distributions.
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NOTATIONS

[ ]
B

e Co(O))

e C%(O))

o C

[ee]

0

()

Entier naturel, dimension de 'espace de travail.
Espace euclidien muni de sa norme usuelle notée |-|.
Multi-indice, & = (a1, ap, ..., a,) € N™.
Longueur dew, |a| = a1 +ap + - - - + oy, a! = aq!. .. ay!, et pour
x € R":x =xy' . oapn
Un ouvert régulier de IR".

L’adhérence de Q).

. a|‘x‘u
Dérivée d’ordre o, D* (1) = :
0%1x10% x5 ...0% Xy,

N

Espace des fonctions de classe C* a support compact sur ().
Espace des distributions sur ().
Espace des fonctions tests a support inclus dans le compact

K deQ.

Presque partout.
Espace des fonctions continues sur () tendant vers 0 a l'infini.
Espace des fonctions indéfiniment contintiment différentiables

sur ).

Espace des fonctions indéfiniment dérivables a support compact

inclus dans Q).
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Notations

L*(R)

Espace de Lebesgue standard sur () d’exposant p.
Espace des fonctions intégrables sur tout compact de Q).

Espace des fonctions intégrables au sens de Lebesgue sur IR,
LY(R) = {f:]R—HE‘/ |f(x)|dx<oo}.

Espace des fonctions carrément intégrables sur IR,

L*(R) = {f:IR—HC‘/ |f(x)]*dx < oo}.
Espace des distributions a support compact sur ().

L’ensemble de tous les sous-ensembles de IR, Symboliquement:

P(R) = {A|A C R}.

Six = (x1,x,...,%,) € R", onnote: |x| = \/x%—i—x%—i—---—l—x%.

Six,y € R", onnote:

Produit scalaire : x -y = x1y1 + - - - + XuYn,

Multiplication scalaire : ax = (axq,...,ax,) pour & € R.

Poura, € N",onnote: « < Bsia; < ; pour touti € IN*, et:

(5) = = - 11 5)



INTRODUCTION

La théorie des distributions fut construite par le mathématicien L. Schwartz entre
1944 et 1950 et lui valut la médaille Fields en 1950[6]. Comme la plupart de grandes dé-
couvertes scientifiques, la théorie de distributions est construite sur des bases provenant
de travaux effectués par de nombreux chercheurs : Heaviside en 1893, Wiener en 1925,
Dirac en 1926-27, Hadamard en 1932, Bochner en 1932, Leray en 1934, Sobolev en 1936
[3], Carleman en 1944, etc.

L’objectif a été de généraliser la notion de fonction, afin de donner un sens mathé-
matique correct a des objets manipulés par les physiciens et les ingénieurs. La théorie
des distributions est importante aussi bien en mathématiques que dans plusieurs disci-
plines scientifiques. Elle s’est révélée étre une nécessité pour le progres de plusieurs
théories en physique et en ingénierie ot1 beaucoup de problemes discontinus conduisent
naturellement, entre autres, a des équations différentielles dont les solutions sont des
distributions plutét que des fonctions ordinaires [1, 7]. La théorie assure un certain
nombre d’opérations indispensables auxquelles les fonctions ne se prétent pas toujours
et a apporté les outils mathématiques dont les physiciens et les ingénieurs avaient
tant besoin [4]. L'exemple le plus célébre de distribution est I'impulsion de Dirac, in-
dispensable aussi bien pour la formulation de la mécanique quantique qu’en analyse
harmonique et en traitement du signal [4]. Elle s’est révélée en particulier étre un moyen
efficace pour mieux comprendre le produit de convolution et la transformée de laplace
qui sont des instruments puissants de calcul en traitement du signal.

Par ailleurs un autre point important qu’apporte la théorie des distributions sur
celle des fonctions provient de ce que les distributions sont dérivables autant de fois
que 'on veut, ce qui n’est évidemment pas le cas des fonctions. Au sens des distribu-
tions, la dérivabilité s’étend méme a des fonctions discontinues, qui sont indéfiniment

dérivables[5]. L'approche utilisée par Schwartz est basée sur la dualité dans les espaces
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topologiques. Il s’agit 1a d"un concept abstrait, profond et apparemment sans relation
avec la physique. Une telle théorie nécessite donc un bagage mathématique assez
poussé en analyse fonctionnelle, notamment sur la notion de convergence forte qui
détermine une topologie adéquate dans des espaces de fonctions régulieres ou de con-
vergence faible dans les espaces duaux de distributions [2].En physique, on rencontre
souvent des problémes faisant intervenir des ondes ou des vibrations ou encore des
oscillations.

Les théories des distributions, ainsi que la transformations de Laplace, trouvent
des applications dans de nombreux domaines :

Physique: Modélisation des ondes, vibrations, acoustique et analyse des signaux.
Ingénierie: Conception de filtres électroniques, analyse de circuits et traitement des
données.

Traitement d’images et médecine : Techniques comme I'IRM ou le scanner.
Mathématiques pures: Résolution d’équations fonctionnelles et théorie spectrale.

Les distributions permettent d’étendre les concepts de dérivabilité aux fonctions
discontinues, ce qui les rend précieuses pour décrire des phénomenes réels. Associées
a des notions d’analyse fonctionnelle avancées, elles forment une base solide pour de
nombreuses innovations en sciences et en technologie [7, 1],[9].

L’objectif de cette thése est de proposer une introduction claire et progressive a
la théorie des distributions, en explorant ses fondements mathématiques, ses outils
principaux, et ses applications pratiques. Le travail est structuré en quatre chapitres :
Chapitre 1: Préliminaires Ce chapitre expose les notions fondamentales de I’analyse
fonctionnelle et des espaces de fonctions, qui constituent les bases nécessaires pour
aborder la théorie des distributions.

Chapitre 2 : Les distributions Nous définissons rigoureusement les distributions, en
expliquant leur construction et leurs propriétés fondamentales. Ce chapitre met en
lumiere les concepts de dérivée forte et de dérivée faible, ainsi que les opérations élé-
mentaires telles que la convolution et la régularisation.

Chapitre 3 : La transformée de Laplace Outil essentiel en mathématiques appliquées,
est explorée sous le prisme des distributions. Nous montrons comment cette transfor-
mée permet de résoudre des équations différentielles et intégrales, méme dans des cas

ol les solutions classiques ne sont pas définies.
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Chapitre 4 : Applications Enfin, ce chapitre illustre la puissance de la théorie des dis-
tributions a travers des applications pratiques. Nous examinons des exemples issus de
la physique (les équations des ondes), ainsi nous étudions la dérivée de la fonction In
au sens des distributions , et comme un exemple de mathématique prenant la fonction
de green et la valeur principale .

En nous engageant dans cette exploration, nous espérons offrir au lecteur une these
accessible et rigoureuse a la théorie des distributions, tout en soulignant sa pertinence

pour résoudre des problemes complexes et modernes.
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PRELIMINAIRE

1.1 ESPACES DES FONCTIONS DIFFERENTIABLES

1.1.1 Les espaces C* (Q)

Définition 1.1. [8] Soit Q) un ouvert de R". On désignera par C° (Q) (resp C1 (Q0))
’espace des fonctions continues (resp.continment dif frentiables) sur () a valeurs com-

plexes puis, pour k € IN, k > 2 on pose:

ck(Q) = {u c Q) : g—;‘ ccl(), i= 1,...,n}.

C’est I’espace des fonctions K fois contiennent différentiables sur (2 a valeurs dans C .

On notera enfin :

Cc*(Q)= () C Q).
keIN
I’espace des fonctions indéfiniment différentiables sur () .

1.1.2 les espaces C5(Q))
Définition 1.2. [8]

1) Pour k € N U {+oo} désigne 'ensemble des u € C¥ (Q) tels que supp (u) est un

compact contenu dans () .

2) Si K est un compact de Q, Cf (K) désigne I’ensemble des éléments u de Cf (K)

tels que supp (u) C K.
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1.2 Formule de Leibniz

Définition 1.3. [8] soitk > 1 etu,v € C¥(Q). Alors pour « € IN" tel que || < kona:

*(u-v) =Y ( : ) oPu - 9% Py,

p<a \ P

1.3 ESPACES DES FONCTIONS TESTS

1.3.1 support d'une fonction

Définition 1.4. [4] on définit le support d"une fonction f : R"” — K par :

supp(f) = adh {x € R", f(x) # 0}

c’est-a-dire I'adhérence de I'ensemble des x € R" tels que f(x) est non identique-
ment nulle. Autrement dit, c’est le plus petit ensemble fermé en dehors duquel f est

identiquement nulle.

Exemple 1.1. [4] Soit x = (x1,...,%,) € R" etr = ||x|| = /x} + - - - + x2. On définit la

fonction :

1
exp | — si|r| <1,
1—1r2

0 si|r] > 1.

Ona:
supp (f) = {x € R" : ||x|]| <1}, qui correspond a la boule de centre 0 et de rayon 1.

Propriétés 1.1. [8] On peut facilement vérifier les propriétés suivantes :
(i) supp(f) =@« f = 0dans Q.
(i) supp (u.v) C supp (u) Nsupp (v).

(iii) supp (gj) Csupp(u); j=1,..,n si uecCQ).
]
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1.3.2 Espace des fonctions test D(Q))

Définition 1.5. [4] Soit () un ouvert non vide de R”, on appelle espace des fonctions

test et on note D (Q)) I'ensemble :

D (Q) ={f(x) € C* (Q),supp f compact} .

1.3.3 la convergence des espaces des fonctions test

Définition 1.6. [4] On dit qu’une suite de fonction (¢;) € D converge dans D vers une

fonction ¢ € Dsi:

(i) tous les supports des (@) sont contenus dans un méme compact K.

(7)

(ii) pour toutj € N, la suite des dérivées ((pk > converge uniformément vers (q)(j)> sur

K.

Exemple 1.2. soit ¢ € D (R), étudions la convergence dans D (IR) des suites suivantes:

1 1 1 /x

Pu () = 9 (), 10 (x) = 9 (nx), b =20 () ,Yn =1,
Solution de I’exemple :

soit ¢ € D(RR), il existe a > 0 tel que supp (¢) C K = [—a,q].

1. étudions la convergence simple de la suite (¢,) dans D (R) .

e étudions la convergence simple de (¢,) sur R .

soit x fixé dans Ron a :

lim ¢,(x) = lim lgo(x) = 0.

n——+oo n——+oo 1

autrement dit (¢,) converge simplement vers ¢ = 0.

e Remarquons que supp () = supp () .

ona:
1) supp (¢n) C K.
2) supp () =0 C K.

3) soitae € N,ona:

lim sup |[D*y,(x) — D*P(x)| = lim lsup |IDp(x)| = 0.

n——+4o0 xeK n—-+oo n xeK
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d’apres 1,2 et 3 nous concluons que (¢,,) converge dans D (R) vers la fonction nulle
p =0.

2. étudions la convergence de la suite (77,) dans D(RR).

e étudions la convergence simple de la suite (17,,) .

soit x fixé dans R, on pose : M = sup |¢(y)| ona:

yeER
M posioo
0< lim |g.(x)] < = Z=*% o,
n——4oo n

donc (77,) converge simplement vers 7 = 0.

e Ona:

1) Supp(in) C [—E E] cK.

n'n
2) Supp(p) =0 C K.

3) soita €« Nona:

lim sup |D%,(x) — D*(x)| = lim n*"'sup |D*¢(nx)| = +oo, Va > 1.

n— 400 ek n——+oo xeK

De 14, nous concluons que () ne convergent pas dans D(R) .
3. étudions la convergence de la suite (6,) dans D(R) .
e étudions la convergence simple de la suite (6,) .

soit x fixé dans IR, on pose :

.1 /x .1 X .1
dim o () = (im ) o (tim 3) = 000 im £ =0
Ainsi (6,,) converge simplement vers 0 .

e nous avons : supp(6,) C [—an,an|, Si ¢ non nulle, il existe xg € R* tel que ¢(xg) # 0

Nous remarquons que :
1
On(nxo) = —¢(x0) # 0.

donc nxy € supp (6,) quelle soit n et 'ensemble des points nxy n’existe pas, donc
supp(60,) est non borné, donc il n’est pas compact .

par conséquent, on en déduit que la suite (6,,) ne converge pas dans D (R) .

Exemple 1.3. soit ¢ € D(R), posons pour nn € IN :

VerR:(pn(x):(p(x+n_1i_1) — ().
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alors ¢, — 0 dans D(Q). en effet, si supp (¢) C [—M, M], alors pour tout n € IN :
supp (¢n) C [-M —1, M + 1], puis par le théoréme des accroissement finis, pour tout

ke N:

1 1
(K) ) oWy < LoD
‘fp <x+1+n> ¢ (x)‘_n+1||<l? leo = 0.

1.3.4 Les suites régularisantes

Définition 1.7. [3] soit (@) une suite de D(IR"), on appelle une suite régularisante
définie par :

P - R" — R,
X — @r(x) = k"¢ (kx).
Les éléments de la suite régularisante associée a ¢ :

(i) Ona:(¢r) >0, ¢ € C*(R").
(i) Ona: supp (¢x) C B (0,%) .

(iii) Pour toutk € IN* : / or(x)dx = 1.
RV[

Comment construire une suite régularisante :
Soit € D (R"), non-négative et non identique a zéro . On a supp (¢) C B (0,a) avec
a > 0. On définit :

On remarque que supp (o) C B(0,a) et:

/]R” Po(x)dx =1,Vx : Po(x) > 0.

On pose :

avece; >0et lim ¢;=0.0Ona:
]+

1) V]GN,([)] > 0.

2) @j(x)dx = 1 Yo <£> dax.

R” g’}? R” gj

x
En effectuant le changement de variable y = ooon trouve que : /
j

@j(x)dx = 1.

n
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3) supp (¢;) C B (0,¢ja) avec lim &; = 0.

j—+oo

il suffit de poser r; = ¢;a dans la définition. Ainsi, la suite est régularisante .

1.3.5 Produit de convolution

Définition 1.8. [4] On définit le produit de convolution (quand il existe) de deux fonc-

tions f et g par :

Fr)@ = [ fg-nar= [ fa-ngndvxer

On dit aussi que f * g est la convolée de f et g .
e Le produit de convolution est commutatif c’est grace a notre observation :
Sif * g existe , le produit g * f existe aussi et f * g = ¢ * f. On fait, en utilisant le changement

de variable u = x — t donc:

(Fre9) ()= [ fing(e—tjar= [ gulf (v - wydu = (g+f) (x)

e Le produit de convolution est distributif par rapport a I’addition, nous remarquons
que:
Sif x g etf xhexistent, alors f * (ag + Bh) existe aussi eton a:
fr(ag+ph) =a(f+g)+p(f*h).
Cela résulte de la linéarité de I'intégrale.
Proposition 1.1. [4] soit f, ¢ € L' (R) alors :

(i) f * g existe presque partout, f x ¢ € L' (R).

@) [[f +glly < Iflly-lIgll: -
(iii) (f+g)*h=fx(gxh) oit heL (R).
Preuve.

(i) En effectuant le changement de variables : u = t, v = x — t, dont le jacobien est égal a 1, on

obtient immédiatement :

[ [ ponste =i = [ ipian- [ go)1do < 4o

(o) —o0

+oo
pour tout f, ¢ € L' (R) . Des lors, la fonction f(t)g(x — t)dx existe presque partout et

fxg €LY (R), en vertu du théoréme de Fubini.
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(ii)) Ona:
e
IFegh = [ 1¢g) (@)ldx,

—|—oo +oo
< [ ] T1lg (- b arx,
_|_

= [ Tir@lau [Tzl
= Il gl -

D’apres ce qui précede.

(iii)) Ona:
+oo
(f*xg)(x) = /oo f(t)g (x —t)dt, x € R.
Donc .
((Fxg)sm )= [ () () hy-dv yeR,
_-&?Ooo +oo
= [ Trwg = nn(y - dx,
et
+o0
(g-h)(z) = /OO g(s)h(z—s)ds, z € R,

“+o00
(Fxgem) )= [ ) (g 21) (g =),
/ g(s)h (y —r —s)drds.

En posant r = t, et s = x — t, on obtient le résultat cherché.

Proposition 1.2. soit f , ¢ € L? (R) Alors, la fonction f * g existe et on a :

[ 8leo < [Ifll2- g2

Preuve. Soit f,g € L? (R). L'inégalité de Schwarz entraine que :

4

P () = \/+°°f

< [T |dt/°°|<x>|2dt,

= Ifllz - ligllz-

Donc f * g est bien définie et ||f * gl < |If]l> - [Ig]]> -

Remarque 1.1. Nous avons montré dans la proposition précédente, que si f,g € L! (R)
alors f x ¢ € L' (R) . par contre, si f , ¢ € L?(R), alors f * ¢ existe mais peut ne pas

appartenir a L2(IR).
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Exemple 1.4. Considérons la fonction définie par :

1 1 3
avec - <ua< -

PO e 2

Montrons que f € L?>(R).Ona:

2, 1
@R = [
1

y . T 1 3 .
cette mtegrale converge S1 20 > 1, c’est-a-dire a0 > 5 Donc, pour 5 <ua < i’ on a bien,

f € L2(R) Et ceci constitue un contre-exemple a la remarque précédente.



CHAPTER

LES DISTRIBUTIONS

2.1 Définition fonctionnelle

Définition 2.1. [3] (Dual Topologique) Soit E un espace vectoriel topologique. On
appelle Dual Topologique de E qu’on note E’, ’espace des formes linéaires continues

sur E.

Définition 2.2. [8] (D’une distribution) Soit () un ouvert de R”. Une distribution 7
sur () est une forme linéaire de C* () dans K tell que :

pour tout compact K € Q) il existe Cxc > O etk € IN tell que::

KT, @)l < Cic ) sup|9“p(x)].
la| <k x€K
pour tout ¢ € C§°(K)
Remarque 2.1. [8] On a une équivalence entre les quatre propriétés suivantes :

(i) 7 est une distribution sur () .

(ii) 7 est une forme linéaire sur C;°(Q)) telle que pour tout compact K de (), la

restriction de 7 a C;°(Q)) est continue.

(iii) 7 est une forme linéaire continue sur C3°((2) .
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(iv) Pour toute suite (¢;) de C{°(Q)) telle que :
a) il existe KC compact de Q) tel que : supp (¢;) C K,Vj € N.
b) (¢;) — 0dans C§°(K), alors : lim (7, ¢;) = 0.
J—+00

Preuve. [8]

(i) < (ii) Eneffet |[(T, @) || < Cx Y sup |[0"¢(x)| exprime la continuité de la restriction
|la| <k x€K

CS(K) deT.
(ii) < (iv) Ensuite comme Ci°(K) est métrisable, la continuité est équivalente a la continuité
sur les suites d’oit .

Enfin (ii) et (iii) sont équivalentes en vertu de la topologie mise sur C°(Q2) .

Exemple 2.1. Soit f : R" — K(R ou C) une fonction localement intégrable. Montrons
que f engendre une distribution dans K.

On définit la distribution associée 7 par :
(Tro) = [ fx
pour tout ¢ € P(R). On vérifie ensuite deux propriétés fondamentales :
1. Linéarité :
Soient &, B € R (ouC) et 1, ¢ € P(R):
(Tr, a1+ Bg2) = [ f(x) (ag1(x) + Ba(x)) dx
(x/]Rf x) ¢1(x dx—l—,B/Rf(x)goz(x)dx
= a(Ts, 1)+ B(Ts, ¢2).

Donc 7} est une forme linéaire.

2. Continuité :

Considérons une suite (¢ )ren de fonctions test telles que :
¢x — ¢ dans P(R).
Par définition de la convergence dans P(R) :
Vi €N, 11m sup ]q)k (x) — ¢ (x)] = 0.

® xek

pour tout compact K C R. Montrons que :
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En effet :

4

(T 0= )| = | [ F0) (gu) = 9001
< [ U] loe() = pl)] dx.

Puisque le support de ¢, — ¢ est contenu dans un compact [, b], et f est localement

intégrable :

b
[(Tr, ¢ — @)| < sup |§0k(X)—g0(x)|/a £ (x)| dx.

x€[a,b]

Or, comme ¢; — ¢ uniformément sur [a, b] :

lim sup |gx(x) — p(x)| = 0.

k=0 ve[a,b]

Donc:

Ce qui montre la continuité de 7¢. Ainsi, f engendre bien une distribution sur R.

2.2 L’ordre d’une distribution

Définition 2.3. [8] Soit k un entier, une distribution 7 sur () est dite d’ordre inférieur

ou égal a k si pour tout compact K de (1 il existe Cxc > 0 telle que :

(T, ¢)| < Cx sup sup [0“¢(x)].

|a|<k xeK
pour tout ¢ € C§°(K). L'ensemble de ces distributions est noté D’ ©(Q).
On pose : D'F)(Q) = U D'0(Q). Cest l'espace des distributions d’ordre fini.

Exemple 2.2. On consi];eéﬂje la distribution de Dirac ¢ définie par :
(0, 9) = (0).
pour toute fonction test ¢ € C3°(R). Ona:
(6, @) = [9(0)]-

Or, on sait que :

|9(0)| < sup |g(x)].

xek
Donc, la distribution § ne dépend que des valeurs de ¢ (pas de ses dérivées). Donc ¢ est

une distribution d’ordre 0.

Résumant dans ce tableaux :
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Distribution | Ordre

) 0
5 1
s() n

2.3 Exemples des distributions

2.3.1 Distributions régulieres

Les Fonctions localement intégrables :

Définition 2.4. [4] Une fonction mesurable f : R” — K(R ou C) est dite localement

sommable (ou localement intégrable) si, pour tout compact £ C R", ona:

/K F(x)| dx < +o0.

Autrement dit, la fonction est intégrable sur tout compact de R".

Exemple 2.3. Soit la fonction f : R — R définie par f(x) = x2. La distribution associée

Tr est donnée par :
Ti(g) = [ Fo(x)dx, Vg e D(R).

Propriétés 2.1. Soient deux fonctions f,¢ € L} (R) telles que :

loc
f(x) =g(x)  (ppsurR).
Alors, les distributions associées a ces fonctions sont égales :
T =T
Preuve. Pour toute fonction test ¢ € D(R), ona:

(Tr) = [ f@) o) dx = [ g(x) (x)dx = (T, ).

car la différence f(x) — g(x) est nulle presque partout, et donc son intégrale contre toute

fonction test est nulle :
() = gx)) g(x)dx = .
Ainsi, on conclut que :

=Ty
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Théoreme 2.1. [3] Soit f une fonction localement intégrable. Alors, la distribution associée T

est nulle si et seulement si f(x) =0 (p.p).
Tr=0 & f(x) =0 (p.p)

Définition 2.5. Une distribution 7 est dite réguliere si elle est associée a une fonction

localement intégrable f.

Notation 2.1. Lorsque le contexte ne préte a aucune confusion, il est trés souvent plus
simple de noter 7 tout simplement f. En revanche, la notation f(x), tolérée pour une
fonction f, 'est beaucoup moins pour la distribution 7, car elle laisse a tort croire qu'il

est possible de connaitre la valeur d"une distribution en un point précis x.

Exemple 2.4. [4] C’est ainsi que nous définissons la distribution (réguliere) constante C
par:

C, :/C xdx:C/ x)dx.

(Co) = [ Colx) L o)

pour toute fonction d’essai ¢, En particulier, C = 0 définit la distribution réguliére nulle.

2.3.2 distributions non-réguliéres

1. La distribution de Dirac

Définition 2.6. [8] Soit x¢ € (). La forme linéaire :
Ox, : D(QY) = R.

définie par :
{0, ) = ¢(x0), Vo € D(Q).

est une distribution d’ordre 0.

En effet, soient K un compact de Q et ¢ € D (). Alors :

[ (0x0, )| = |@(x0)| < sup ()]

Ainsi, la caractérisation d’une distribution est satisfaite avec Cxc = 1 et N = 0. Par suite,

Jy, est une distribution d’ordre inférieur ou égal a 0.
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2. La distribution "Valeur principale"

1
Définition 2.7. [8] La fonction f(x) = p n’est pas localement intégrable sur IR. Cepen-

dant, on peut quand méme lui associer une distribution appelée valeur principale de

1 , notée V, 1 , définie comme suit :
X P\ x

<v,, (1) ,(p> = lim P 1 ve e D(R).

X e—0 |x‘>g X

1
Ainsi, V), (x) est une distribution sur R d’ordre 1.

2.4 Autres exemples

2.4.1 Mesures de Radon

Définition 2.8. [9] Soit 1 une mesure de Radon sur Q). La forme linéaire :
¢ €CT(Q) — /Q(pdy.
est une distribution d’ordre 0 sur Q).

Théoréme 2.2. Soit T € D'(Q)) une distribution d’ordre 0. Alors, il existe une mesure de

Radon p sur () telle que :

Vo € C(Q), (T, 9) = /prdu-

Preuve. On admettra ce théoreme. La démonstration se base sur le fait que les mesures de

Radon positives sur Q) s’identifient aux formes linéaires positives sur Co(Q)) via :

Fe(Q) —s /Qfdy.

C’est le théoreme de représentation de Riesz[2].

2.4.2 Distributions positives

Définition 2.9. On dit qu'une distribution 7 € D’(Q)) est positive lorsque :

Voely(Q), 920 = (T,¢9) 20.
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Montrons que toute distribution positive est d’ordre 0 . En effet, soit K un compact de

0, etsoit X' € C§°(QY) telle que :
X=1sur L, 0< X <1.
Si ¢ € C5°(Q) telle que supp(¢) C K et @ réelle, alors les fonctions :

P+ (x) = X(x) sup [p(y)] £ ().
yek

appartiennent a C3°(Q)) et sont positives. Par conséquent :

(T, ¢+) = 0.
D’ou :
(T, @) < (T, X)|-sup|¢(x)| = Cx sup [¢(x)].
xe xek
Ainsi, T est de I'ordre 0.

2.4.3 Distribution d’ordre infini

Définition 2.10. [8] On considere la forme linéaire 7 sur C§°(IR) définie par :
(T, 0) =3 ¢V ().
=0

ott pU/) désigne la dérivée j-ieme de ¢.
Soit £ C R un compact. Alors il existe N' € N* tel que K C [-N, N]. Pour toute
¢ €CP(R),ona:

N N ,

(T, o) < Y oV ()| < 1 sup o ()]

j=0 j=0 xe€R
Donc T est bien une distribution.
Supposons qu’elle soit d’ordre fini. Alors il existerait k € IN et une constante C > 0 tels
que pour toute ¢ € C§°(R) :

k .
(T, o)l < CYsup|pl(x).
j=0 xe€R

Considérons une fonction 1y € C§°(R) telle que :

1 sifx| <

7

o(x) =

0 si|x|>

N =] =
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et 0 < ¢p(x) < 1. Posons alors :

xk+1

(x) = m%(x)-
Par la formule de Leibniz, on a :
D (0) = 1.
Définissons ensuite :

o(x) =9 (Alx = (k+1))).

ou A > 1 est un parametre destiné a tendre vers +oco. On a alors :
1
supp(¢) C {x eER: |x—(k+1)] < ﬁ}
En particulier : ¢\)(j) = 0sij#k+1et:
q0(k+1) (k+ 1) — Ak+1 w(kJrl) (O) _ /\k+1.

D’autre part, pour tout j < ket toutx € R:

o (x)| < A sup [0 (v)|.

yeR

Si I'inégalité supposée valable pour une distribution d’ordre fini s’appliquait a ¢, on

aurait :

k
A< C YA sup [pU) ()]
j=0  yeR

Ce qui est absurde lorsque A — +0c0. On conclut donc que 7 n’est pas d’ordre fini.

2.5 Support d'une distribution

Définition 2.11. [8] Soient 7 une distribution définie sur un ouvert () C R" et w un
ouvert tel que w C ().
On dit que la distribution 7 est nulle sur w si, pour toute fonction test ¢ € D(w). C'est

a dire que ¢ est de classe C* a support compact dans w, on a:
(T,9) =0,Yp € D(w).

Lemme 2.1. [8] Si une distribution T € D'(Q) est nulle sur chaque ouvert d’une famille

{wi}ic;, alors T est nulle sur w = | J w;.
icl
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Preuve. [8] Soit ¢ € D(w). Alors il existe un compact K C | w tel que supp(¢) = K.
iel

Comme K est compact, on peut extraire du recouvrement {w;}, ., un sous-recouvrement fini

{witic J:

Soit {Xi};cj une partition de I'unité relative a {cw; },.,, c'est-a-dire x; € D(w;) pour tout i € |

et :

Y xi(x) =1, Vx e K.

ic]
Alors, pour tout x € K, ona:

p(x) =Y xi(x) o(x).

ic]

Chaque x;¢ € D(w;), et comme T est nulle sur chaque w;, on a :

<T, XI(P> =0.

Par linéarité de l'action de T :

(T, ¢) = <T,in(p> =Y (T.xip) = 0.

ie] ie]

Ainsi, T est nulle sur w.

Définition 2.12. Soit {w;}
Alors :

i1 la famille de tous les ouverts de () sur lesquels 7 est nulle.

w=Jw.

icl
est le plus grand ouvert de () sur lequel 7 est nulle. Par définition, le support de 7 est

le complémentaire de w dans () :
supp(7) = Q\ w.
Remarquons que supp(7) est un fermé.
Propriétés 2.2. [8]
(1) xo € supp(T) < VV,, voisinage de xo, ¢ € D(Vy,) tel que::

(T, ¢) #0.

(2) supp(T) C F & T =0sur F-.



21 LES DISTRIBUTIONS

(3) Siune distribution 7 est donnée par une fonction continue f ; 7 = [f], alors :
supp(7’) = supp(f).
(4) Si T et S sont deux distributions, alors :

supp(T + S) C supp(T) + supp(S).
Proposition 2.1. [8] Soit ¢ € D(Q)) tel que :

supp(T) Nsupp(¢) = @.

alors :

(T 9) =0
Preuve. supp (@) C (supp(T))° qui est ouvert, alors :
Vx € supp(p), IVx C (supp(T)), ou est un voisinage ouvert de x.

d'oit xy(y), ¢ € D(Vy) par suite (T, (xy,)¢) = 0 et comme :

supp(p) = UV C (supp(T)),
xesupp(9)
est compact, il existe un recouvrement finie {V; }; tel que :
supp(@) = J Vi C (supp(T))".
iel

soit {x;} une partition de I'unité associée a {Vi}iej alors ¢ = ingo et:
i€l

(T, 9) =) AT, xip) = 0.

iel

2.6 Distributions a support compact

Définition 2.13. [8] Le sous-ensemble des distributions a support compact dans () se

note par £'(Q)), c’est un sous-espace vectoriel de D'(Q2).

Proposition 2.2. Toute distribution a support compact s’identifie a une forme linéaire continue

sur C*(Q)).
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Preuve. 1) Soient T € £'(Q) et ¢ € C®(Q). Il existe p € D(Q) telle que P = 1 sur un

2)

2.7

2.71

ouvert U contenant supp(T ), c’est-a-dire supp(T) C U C Q. Alors, P € D(Q) car:

supp () C supp(y).

On définit une forme linéaire T sur C*(QY) par :

(T, @) = (T, pg).

T est continue. En effet, si une suite (¢p) converge dans C*(Q)) vers ¢, alors pour tout
compact IC C Qyet tout « € IN", ona:
D*¢, — D"¢.

uniformément sur K. En particulier, D* (Y ¢,) — D* () uniformément sur

K Nsupp(T), ce qui signifie la convergence de (P, ) vers (p¢) dans D(Q). Par suite:

lim (7, ¢p) = im (T, 9g,) = (T, @) = (T, ).

p—roo

Soit T une forme linéaire continue sur C®(Q)) et soit T sa restriction @ D(Q)). Comme
D(Q) est dense dans C*(Q), alors T € D'(Q)). Montrons que le support de T est
compact.

Soit (KCp)) une suite croissante de compacts telle que :

Q=] K,
peN

Posons wy, = O\ ICp. Si supp(T') n’est pas compact, alors pour tout p, la restriction de

T a D(wy) n'est pas nulle. Il existe donc ¢, € D(wp) telle que :

(T, 9p) #0.

Or, la suite (¢,) tend vers 0 dans D(QY) et donc dans C*(QY) , tandis que (T, ¢,) ne

tend pas vers 0, ce qui est une contradiction.

Opérations sur les distributions

Addition

Soient 77 et T, € D'(R?). La forme linéaire 7; + 7, définie par :

Vo € D(RP), (Ti + T2, @) = (Ti, @) + (T2, ¢).
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est bien une distribution.

Preuve. Soit I = [w, B] un intervalle, et soient (c1,c2) € (R* )% et p1,p2 € N tels que les

propriétés de continuité de Tq et T s’écrivent :

p e D(R): [Ti(p)| < c1||pl

(@) < e |

Supposons par exemple que p1 < py, et notons m = py. En appliquant récursivement la

formule des accroissements finis, on montre que :

max ‘(p(pl) < (B —a)" P max ‘go(m)‘ .

ce qui revient d :

< (B—a)"

(]

ot o)

et donc :

(i + T2 @), = KT ) + (T2, 9)l,

< [T ol + (T2 9)l,
_te H(P(Pz) N
e (B=a)" P |lo®||_+exfem]

(1 B0 ver) o]

Ainsi, T1 + T satisfait bien la propriété de continuité d'une distribution de degré m, et appartient

donc a D'(R).

A\

IN

o H(Pm)

IN

2.7.2 Transposition

Définition 2.14. [10] Soit f une fonction localement sommable. On note f la fonction

définie par :

appelée transposée de f. La distribution associée a j?vérifie :
(Tr9) = [ f(=x) p(x)dx = [ fy) p(—v) dy = (T;, @)
ot ¢(x) = ¢(—x).

Définition 2.15. [10] (La transposée d’une distribution)

La transposée d’une distribution 7, notée T, est la distribution définie par :

(T, 9) =(T.9).

pour toute fonction test ¢.
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Remarque 2.2. Ceci permet de définir des distributions paires et impaires, comme

pour les fonctions usuelles.

2.7.3 Multiplication par une constante

Soient T € D/(RP)et A € C.Ona:
Vo € DRP), (AT, @) = MT, ) = (T, A¢).

(cette derniére égalité découle de la linéarité des distributions).

2.7.4 Translation

Définition 2.16. [4] Soit f une fonction sommable sur R et 7 la distribution qui lui est
associée. On souhaite déterminer la distribution associée a f(x —a) otta € R est une

constante. Par définition:
(Taf)(x) = f(x —a).
Alors, pour tout ¢ € D(R) :

(Taf, @) = ::of(x—a)(p(x) dx.

En posant y = x — a, on obtient :

(o) = [ fely+aydy

= :of W) (Tap)(y) dy,

= (f, Tao) .

De maniére générale, pour une distribution 7 € D’(IR) et une constante z € R :
(1T, 9) =T, Tag) -
c’est-a-dire explicitement :
(T(x—a),¢(x)) = (T (x), p(x +a)).
Exemple 2.5. Pour tout ¢ € D(R),ona:
(Tad, 9) = (6, Tap) = 9(a) = (da, @) -

Dot :

Tad = 6,.
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2.7.5 Multiplication des distributions

Définition 2.17. [4] Le produit de deux distributions arbitraires n’est pas toujours défini.
Par exemple, si une distribution est définie par une fonction localement sommable f(x),
le produit f?(x) n’est pas forcément sommable.

Par exemple, la fonction :

1

1
est localement sommable sur tout intervalle ne contenant pas 0, mais f(x) = ] n’est

pas localement sommable a 1’origine.
Dans ce qui suit, nous allons définir le produit d"une distribution 7" par une fonction g

de classe C*.

Supposons tout d’abord que cette distribution soit associée a une fonction localement

sommable f(x). Alors, pour tout ¢ € D(R) :

—+o0
(8f,9) = [ _ s()f()g(x)dx = (f,g9).

ot g¢ € D(R) car le produit d"une fonction C* et d’une fonction a support compact et

infiniment dérivable reste dans D.

Définition 2.18. [4] Le produit d’une distribution quelconque 7 par une fonction g de

classe C* est défini par :

(T, ¢) =(T,89), V¢ € D(R).

Ce produit ¢7 définit une distribution. En effet, soient ¢1, 9o € D(R) etw, f € C,

ona:
(8T, a1+ Be2) = (§T, 1) + BT, 92) -

Donc g7 est linéaire.
Pour la continuité : Si ¢ — ¢ dans D(IR), alors g¢xy — g¢ dans D(IR). Par continuité
de7,ona:

lim (&7, ) = lim (T, ggx) = (T, 8¢) = (8T, ¢)

Ainsi, g7 est bien une distribution.

Lemme 2.2. [4] Soit g une fonction indéfiniment dérivable. Alors :
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Preuve. Pour tout ¢ € D(R) :

(80, 9) = (6,89) = (0)p(0) = g(0)(5, ) = (£(0)J, p).

D’ont le résultat :

2.8 Dérivation des distributions

Définition 2.19. [4] Soit f une fonction de classe C'.En intégrant par parties, on :

“+o0
(9= [ @) e dy=—(f¢), Vg e D,
car ¢(£o0) = 0. On est ainsi conduit a la définition générale suivante :

Définition 2.20. [4] On appelle dérivée 7' d’une distribution 7, la fonctionnelle définie

par:
(T, ¢)=—(T,¢"), Vo € D.

Proposition 2.3. [4] Toute distribution admet des dérivées d'ordre quelconque qui sont aussi

des distributions.

Preuve. Soient T une distribution et ¢ € D. Par définition :

(T 9)=—(T.9")  (T"9) ==(T"9") =(T.9").
et en général :
<T<;'>,q,> = (~1)/ <T,(,,<j>>,
Or, comme ¢ € C*, toutes ses dérivées ¢/, ¢, ..., @U) existent.

e Montrons que TY) est une distribution :

Linéarité : Soient ¢1, 92 € Detwa,f € C. Ona:

(70,01 ) = (T0.) (7.0,

()

Continuité : Soit une suite (@) convergeant vers ¢ dans D. Alors, la suite ((pk ) converge

uniformément vers qo(f ), et donc :

(T, 9) = (1) (T, 9/").
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converge vers :
(—1) <T,(,,<f>> - <7—(j)’q)>.
Ce qui prouve la continuité et donc que T V) est bien une distribution.

Exemple 2.6. [4] (Dérivée de la distribution de Dirac) On a:

(0, 0) =—(6,¢') = —¢'(0).

De fagon générale :

<Mm%¢>::(—nm¢W0m);nelN.

Exemple 2.7. [4] (La fonction de Heaviside)
Soit H la fonction de Heaviside sur R définie par :

1 six>0,

H(x) =

0 six<O.
et détermine une distribution notée H. Au sens des fonctions, la dérivée de H(x)
n’existe pas au point x = 0. Mais au sens des distributions, on a pour ¢ € D :

+oo

(H,9) = ~(H¢) == [ ¢/(x)ax = (0) = (6,9}, Yo € D(R),

car ¢(400) = 0. Par conséquent, H = ¢, donc la distribution H a pour dérivée la
distribution de Dirac. Remarquons qu’il n’est pas nécessaire de préciser la valeur de

H(x) pour x = 0, qui est un ensemble de mesure nulle . Par réitérations, on obtient :
Hm) = 5 m e N.

Exemple 2.8. (La fonction signe)

Soit la fonction signe sur IR définie par :

_ x|
sgn(x) = o
c’est-a-dire :
1 si x>0,
sgn(x) = 0 si x=0,

-1 si x<0.
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On peut aussi écrire cette fonction a ’aide de la fonction de Heaviside H(x) :
sgn(x) = H(x) — H(—x).

Calculons maintenant sa dérivée au sens des distributions :

(s0) = ().

+o0 ,
= [TE ) ax,

—o X

Or, puisque ¢ € D(R),ona:
p(+00) = g(~0) =0.
Il reste alors :

(sgn’,¢) = —(=9(0) — 9(0)),
= 2¢(0),
=2(,9).

Ainsi, on obtient au sens des distributions :
4 son(x) = 26(x)
dx 8 N ’

2 N ) . . . Co, . . !
Théoréme 2.3. La dérivation est une opération linéaire continue dans D (Q)) dans le sens

suivant :

D*(af + bg) = aD*f + bD%g, Vf,g € D (Q) et a,b € C,Va € N".

Sifi — f dans D' (Q) alors D — D*f dans D (Q) , Va € N".
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Preuve. Soit ¢ € D(Q) pourf,g € D'(Q),a,b € Cetw € N":

—1)1*l{af + bg, D*¢),

—1)(af, D*¢) + (—1)"!(bg, D" g),
—1)(f,aD%p) + (—1)"/(g,bD" ),
—1)I*l(f, D*(ag)) + (—1)1*(g, D*(bg)),
D°f,ap) + (Dg, bg),

aD’f, ¢) + (bD"g, ),

aD*f + bD"g, ¢).

(D*(af +bg),9) =

(
(
(
= (
{
{
{

C'est a dire que D*, Yo € N, est une opération linéaire sur D (C0) .

Montrons que si :
fe — f dans D' (Q) alors, D*f, — D% dansD (Q), Ya € N".

En effet puisque f, — f dans D' (Q)) alors, Yo € D(Q)), ona lf, ¢) — (f,¢) , quand ,

k — +oco, On sait que si ¢ € D(Q)) alors, D¢ € D(Q)),Va € IN", par suite :

{fr, D*¢) — (f,D*¢@), k — o0 donc, (D%, ¢) — (D*f, ¢),k — 400, c’est a dire que
D%, — D*f, Ya € N" , au sens de D' (C2).

2.9 Convergence des distributions

Définition 2.21. [4] On dit qu'une suite de distributions {7;} converge dans D' vers
une distribution 7 si pour tout ¢ € D, la suite numérique (7, ¢) converge dans C vers

le nombre (7T, ¢).

Définition 2.22. [4] On dit qu'une série de distributions Z7}< converge dans D' et
a pour somme la distribution 7, si pour tout ¢ € D, la série numérique ) (T, ¢)
converge dans C et pour somme le nombre (7, ¢). Il s’agit de la convergence simple

(dans I'espace des distributions D).

Notation 2.2. [4] On écrit parfois T o, T (resp.y. T D, T) pour dire que (7) (resp.
Y. Tx) converge dans D vers 7T .

Exemple 2.9. [4] Montrons que : & L, 0. Eneffet,ona (0k, ¢) = @(k) et puisque ¢ est
a support borné, alors:

lim (ég, ¢) = lim ¢(k) = 0.

k—o0 k—o0
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Proposition 2.4. [4] Soit (fr(x)) une suite de fonctions localement sommables et supposons
qu’elle converge uniformément vers une fonction f(x). Alors la fonction f(x) est localement
sommable et la suite des distributions (f}) associées aux fonctions fi(x) converge vers la

distribution f associée a f(x).
Preuve. Ona:

[(fir @) = (fr9)] =

oo
= /_oo | fe(x) = f(x)| |@(x)] dx,
+o0
< saplfel) = flol- (/_oo \fp(x)|dx>.

Comme :

k—o00 xelR

lim <sup |fr(x) — f (x)|> =0 (convergence uniforme).

+00
et que / |@(x)| est finie (¢ est a support borné), alors (fy, @) converge vers (f, ). La

fonction f(x) est évidemment localement sommable; il suffit de remarquer que :

J U @ldx < [ 1flax+ [ A - f()]dx.

ot IC est un compact

Proposition 2.5. [4] Soit (fi.(x)) une suite de fonctions localement sommables. Supposons que

(1) la suite (fr(x)) converge simplement presque partout vers une fonction f(x).
(ii) il existe une fonction localement sommable g (x) telle que : | fi.(x)] < g(x) .
Alors la fonction f(x) est localement sommable, et la suite des distributions ( fi) associées aux

fonctions fi(x) converge vers la distribution f associée a f(x).

Preuve. Les hypotheses du théoreme de convergence dominée de Lebesgue étant satisfaites, la

fonction f(x) est localement sommable et pour toute fonction ¢ € D,ona :

lim (o 9) = fim [ fi(x)glwx,

k—o0 J—

+o0
:/‘nmmmww%

—00 k—oo

“+oo
= [ f@ex,

= (f,9)

d’ou le résultat .



31 LES DISTRIBUTIONS

Proposition 2.6. (a) Si une suite de distributions (7Ty) converge vers une distribution T,

. . . 2 . ! !
alors les distributions dérivées (T, ) convergent vers T .

(b) Toute série de distributions convergente, est dérivable terme a terme.
Preuve. Il suffit de démontrer :

(a) Ona:
lim (7, ) = — im (Ti, ¢') = ~(T,¢') = (T, ).

dou :

hm’TJ T

k—o0

ink
Exemple 2.10. [4] La suite de fonctions f(x) = _sn;{ x,

Fx) = lim fi(x) =0

= . . P 4 . .
Etudions la convergence de la suite dérivée f, (x) = coskx. Au sens classique, la suite

k € IN*, converge vers

( f]i(x)) diverge. Au sens des distributions, la suite ( fli) converge vers 0, en vertu de la

proposition précédente. En effet, soit ¢ € T avec supp(¢) = [a,b]. On a:

+o0

(fo @) =—fop)=— Ii sinkx - @ (x)dx.

sup |¢'(x) ¢ (x)|.

X€E[a,b]

- sup
x€E[a,b]

oo <7 ([ loinkelar) - .

et par conséquent klim ( f,i, @) = 0.
—00

Définition 2.23. [4] On dit qu’une suite de fonctions localement sommables ( f;) con-
verge dans L' vers f si klim / |fx — fldx = 0. On dit aussi que (fx) converge en
—00

moyenne vers f.

Proposition 2.7. [4] Soit (fi) une suite de fonctions localement sommables. Si cette suite

converge dans L' vers f, alors elle converge dans D’ vers f.

Preuve. Soit ¢ € D avec supp(¢) C [a,b] CR.Ona:

—+o0
= fo)l = | [ (=) @ox)dx],
b

< [ 1A - f@)ds- sup fo()].

x€[a,b]

D’out le résultat.
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2.10 Convolution des distributions

Définition 2.24. [4] Soient f et ¢ deux fonctions de L;(R) . On a, pour tout ¢ € D :

+o00 foo oo
(Frg9)= [ (Fre)medx= [ [ " f(t)glx—Ho(xatdx.

En posant u = t, v = x — t, on obtient :

(fxg @)= /:)0 J:Of(u)g(v)(p(u + v)dudo.

ce qui nous conduit a écrire cette expression sous la forme :

(frg ) =(f@geu+0)), gD,

ol f ® g est le produit tensoriel de f et g. Cette expression fait intervenir la fonction
(u,v) — ¢P(u,v) = ¢(u+v), (u,v € R).

a laquelle il s’agit d’appliquer le produit f ® g. Or si ¢ € D, la fonction ¢ est indéfini-
ment dérivable mais n’appartient pas a D(IR) car son support n’est pas borné. En effet,
sisupp (¢) = [a,b] , alors (1,v) € supp (¢) si et seulement si u + v € supp (¢)
etsupp (¢) = (u,v) e R:a <u-+v <b,cest-a-dire une bande de R délimitée par les
droites d’équations u +v =aetu +v = b.

Soient S et 7 deux distributions. S’inspirant de ce qui vient d’étre fait, on va définir
le produit de convolution de S et 7 et essayer de trouver des conditions d’existence
de ce produit. La difficulté vient du fait que ¢ n’appartient pas a D(IR) et celle-ci sera
surmontée moyennant 'utilisation d"une extension de S ® 7 (voir ci-dessous) a I'espace

de ces fonctions 1 (espace plus large que D) .

Définition 2.25. [4] On définit le produit de convolution (quand il existe) de deux

distributions S et 7 par:
(S*T,9) =(Sx@Ty, ¢(x+y)), Vo € D.

Ot Sx @ Ty est le produit tensoriel de S et 7.
Pour que cette définition ait un sens, il faut que S * 7 existe. Onasi ¢ € D(R), alors

P € C®°(R) et supp (¢) n’est pas borné.
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Supposons que supp () Nsupp (Sx ® Ty) soit borné. On définit une extension de

S * T al’espace des fonctions i , en posant :
(S*T,¢) = (Sx@ Ty, ) = (Sx @ Ty, app).

avec & € D valant 1 sur un voisinage de supp (¢) Nsupp (Sx @ Ty).
D’apreés la proposition : sup(Sy ® 7y) = supp(S) x supp(7) . On arrive ainsi a la

condition suffisante suivante :

Le produit de convolution S 7 aura un sens si supp () Nsupp(S) x supp(7T)
est borné

Cette condition est satisfaite par exemple lorsque :

(i) supp(S) ou supp(7 ) est borné : En effet, supposons par exemple supp(S) borné,
alors pour tout (x,y) € supp () Nsupp(S) x supp(7 ), ona x € supp(S), y €
supp(7) et x +y € supp(¢). Donc x et x + y sont bornés.

Comme y = (x +y) — x, on en déduit que y est aussi borné. Méme raisonnement

pour le cas ot supp (7) est borné.

(i) supp(S) et supp(7) sont bornés d'un méme coté : En effet, supposons que
supp(S) et supp(T) soient bornés a gauche, c’est-a-dire: supp(S) C [c1, +o0o[ et
supp(7) C [c2, +o0].

Pour tout (x,y) € supp (¢) N (supp(S) X supp(7T)),onax > cyety > ca.
Comme x + y € supp(¢) , alors il existe une constante c telle que : x +y < c¢. Des
lors,ci <x<c—y<c—cpetcy <y <c—x <c—cj. Donc x et y sont bornés.

Méme raisonnement pour le cas ott supp(S) et supp(7 ) sont bornés a droite.
Proposition 2.8. [4] (Commutativité) : Soit S, T € D'. Si S x T existe, alors :
SxT =TxS.
Preuve. En effet, pour tout ¢ € D,
(S*T,¢9) =

d’ou le résultat .
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Proposition 2.9. [4] (Distributivité par rapport a l'addition) : Soit S, T;, T, € D’ . Si
S * Tq et S x Ty existent, alors :

Sx(Thi+T)=8«xT1+Sx*T.

Preuve. En effet, il suffit d'utiliser la distributivité du produit tensoriel[4] et la linéarité des

distributions.

Proposition 2.10. [4] (Associativité) : Soit R,S,T € D' . Ona:
(R«S)«T =Rx*(S*T).

si deux au moins de ces distributions sont a supports bornés ou si toutes ces distributions ont

leurs supports bornés d'un méme coté.

Preuve. En effet, pour tout ¢ € D,

(Rx8)*T,9) = (R*8)x® Tz, ¢(x+12)),

= (R*S8)x (T2 p(x +2))),
(Rx @ Sy, (Tz, p(x +y +2))),
(Rx ® 8y, Tz, 9(x +y +2)).

On montre de méme que,
(R+(S*T),¢) =(Re®Sy, Tz, p(x +y + 2)).
d’oit le résultat
Remarque 2.3. [4] Il faut bien noter qu’en général (R« S) « T # R* (S T).

Proposition 2.11. [4] (Support d’une convolution) : Soit S, T € D' et supposons que
S« T existe. Alors :

supp(S =« T) C supp(S) + supp(T).

Preuve. En effet, posons F = supp(S) + supp(T ). L'ensemble F est un fermé puisque
supp(S) et supp(T) sont des fermés et supp () N (supp(S) x supp(T)) est borné, (x,y) =
p(x +y). Soit ¢ € D telle que : supp(p) C F°¢ et montrons que (S «T,¢) = 0. Par
définition, (ST, @) = (Sx @ Ty, ¢(x +y)). Onale support d’un produit tensoriel :

Sx ® Ty = supp(Sx) x supp(Ty)
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et que (x,y) € supp(p) siet seulement six +y € supp(¢),supp(p) = {(x,y) : x +y € supp(¢p)}.
Six € supp(S) ety € supp(T), alors x +y € supp(S) + supp(T) . Or supp(¢) N F =0,

on en déduit que :
supp () 0 (supp (Sx) @ supp (Ty)) =
Doit, (Sx @ Ty, (x +y)) = 0, c’est-a-dire que (S * T, @) = 0 et la démonstration est

compleéte.

Proposition 2.12. [4](Dérivation d'une convolution ) soit S,T € D'. Si ST existe ,

alors:

(S*T) =8 *T=8+T.

et plus généralement

D*(S*xT)=D*SxT =S«D"T.
ou D* désigne une dérivation d’ordre « .

Preuve. En effet , pour tout ¢ € Dona:

(S+T),¢) = <3*T¢>

= (5@ Ty ¢ (x+y)),
Gﬁwﬁf(X+WH

(S, —(Ty, ¢ (x +1))),

(Sx ATy, 9(x+y))),

(S

(S*T, (p>

d’oit (S * 7')/ — S« T . En tenant compte de la commutativité, on obtient aussi (S * 7')/ =

S"« T, d'oi le résultat .

Proposition 2.13. [4] (Continuité de la convolution ) Soient (Sy) et (Ty) deux familles de
distributions dépendantes d'un parametre « telles que : ig Sy =S, l1m To = T (A fini ou non).
Posons : P(x,y) = ¢(x+y), ¢ € D et supposons que supp(Sy ) et supp(Ty) soient con-
tenus dans deux ensembles fermés fixes A et B tels que : supp(¢) N (A x B) soit borné.
Alors,

Hm (Syx 7o) =S T.
a—A

Cas particulier : soient Ty, T des distributions comme ci-dessus et S une distribution quel-

conque. Si l'une des conditions suivantes est vérifiée:
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(i) supp(Ty) est contenu dans un ensemble fermé fixe.

(ii) supp(S) est borné.

(iii) supp(Ty) et supp(S) sont contenus dans le demi-espace x > 0. Alors :

lim (S * Ty)
a—A

=Sx*T.

Proposition 2.14. [4] (Régularisation des distributions) Soient T une distribution et f

une fonction de classe C* . Si T * f existe, alors c’est une fonction de classe C*°, donnée par :

T f(t) =

Preuve. Soit o € D.Ona:

(T =f, )=

(Te, f(t = x))

.Ona:

=gq(t), t e R.

(T & £(£),9(x + 1),
(Tor (£(0), 9(x + 1),
(T [ f0p(c+ a),

; . g(t+h)—g(t)

=1
g (1) lim

h
(To, f(E+h—x) -

(To, f(t = X))

= lim
h—0

= lim(7,

h—0

et on montre , que g (t) =

on obtient finalement l'expression g*(t) =

; :
flt+h=x)—flt=x),

h

(Tx, f (t — x)). On procede de méme pour les dérivées successives et

(7},fk(t —x)) d’oit le résultat .

Remarque 2.4. [4] Dans la proposition précédente , si f € D et T € D' alors le produit

de convolution 7 * f existe car supp(f) estborné. De méme,si f € £ =C¥etT € £

alors supp(T ) estborné et T x f existe.



CHAPTER

TRANSFORMEE DE LAPLACE

3.1 Transformée de Laplace des fonction

Définition 3.1. [4] Soit f : R — (ou C), une fonction localement sommable. On
appelle transformée de Laplace de f(x) la fonction notée £ {f(x)} ou F(p) de la variable

complexe p = ¢ + iw définie par :

L{F()} =F(p) = [ () exp(—pr)ix.

La fonction f est appelée original de F et, F 'image de f.

Les notations de la transformée de Laplace sont tres variées. Citons a titre d’exemple :
F(p) = L{F(x)} , LU)p) . f, f(x)  F(p), f(x) DE(p).

Remarque 3.1. [4]

a) Il faut noter que F(p) n’existe pas toujours. Pour s’en convaincre, il suffit de
choisir I'exemple f (x) = exp(x?) Pour cette fonction l'intégrale ci-dessus n’est pas

définie.

b) Les valeurs de f pour x < 0, n’interviennent pas dans la définition ci-dessus. Une
fonction f telle que: f =0 pour x < 0 est dite causale. Evidemment, on peut

rendre une fonction causale en la multipliant par la fonction de Heaviside.
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¢)Si f: R — R(ou C) est une fonction localement sommable, on définit la

transformée de Laplace bilatérale par:

LU} =F(p) = [ f(x)exp(—px)dx.
Notons que la transformée de Laplace de f définie par avant coincide avec la trans-

formée de Laplace bilatérale de H(x)f(x) ott H(x) est la fonction de Heaviside.

e) Sif est une fonction définie sur IR, nulle pour tout x < 0, continue par morceaux

sur [0, +oo[ et si en outre ils existent des constantes M > 0 et oy telles que :

| f(x)|< Mexp(opx), Vx > xg
(la fonction f est dite de type exponentielle a l'infini), alors la transformée de
Laplace existe pour tout o > 0.

Proposition 3.1. [4] Si I'intégrale (Définitions 3.1) converge pour Re p = 0y, alors il en est de

méme pour tout p tel que : Rep > 0.

Preuve. En effet, on a:

[f(x) exp(=px)| = |f(x)] exp(—0ox) < [f(x)]exp(—00x).

+o0 +o0
Puisque / f (x)| exp(—opx)dx existe, on en déduit que / f (x) exp(—px)| existe
aussi. Par conséquent, la transformée de Laplace F(p) existe dans le demi-plan défini par

{p € C:Re p > oy}, d'oit le résultat.

Corollaire 3.1. [4] Si l'intégrale (Définitions 3.1 ) diverge pour Re p = oy , alors elle diverge

pour Re p < 0p.
Définition 3.2. [4] Soit f € Lj,:(]0, +o[). Le nombre :
oo =inf{o € R: f(x)exp(ox) € Ljy([0, +00])}.

s’appelle abscisse de sommabilité ou abscisse de convergence absolue de la fonction f .
Le demi-plan de convergence {p = ¢ +iw : Rep = 0 > 0y} est le domaine de somma-

bilité sur lequel F(p) est défini.

Exemple 3.1. [4] La transformée de Laplace de la fonction Heaviside H(x) égale a 1 si
x>0,0s1ix <0,est

o0 . 1—exp(pu) 1

L{H(x :/ —px)dx = lim —————~ = —,

{H)} = J) expl=px)dx = lim —— ;
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pourvu que Re p > 0, c’est-a-dire I’abscisse de sommabilité est op = 0.
Nous allons étudier ci-dessous un certain nombre de propriétés élémentaires sur les

transformées de Laplace.

Propriétés 3.1. [4](Linéarité).
La transformée de Laplace est une application linéaire. Plus précisément, Pour tout

«, B € C pour toutes fonctions f, g, d’abscisses de sommabilité respectives oy, (o, alors:

LAaf(x) + pg(x)} = aL {f(x)} +BL{g(x)} = aF(p) + BG(p)-
ott Re p > max {0y, (o}

Preuve. [4] En effet, si les fonctions f et g admettent des transformées de Laplace:

L{F(0)} =Fp) = [ Fx)exp(—px)dx ; £{g(x)} =Glp) = [ g(x)exp(~px)dx.
Alors :
L{af(x) +Pg(0)} = [ (af(x) + Bg(x)) exp(—px)d,
= / f(x)exp(—px dx-l-ﬁ/ x) exp(—px)dx,
= aL{f(x)} +BL{g(x)},
= «F(p) +pG(p),
oit w et B sont des constantes. Si les abscisses de sommabilité de f et g sont respective-

ment oy et (o, alors le domaine de sommabilité sur lequel of + Bg est défini sur lequel
{peC:Rep >max{oy {o}}.

Propriétés 3.2. [4](Translation).

SiL{f(x)} = F(p),alors:

L{f(x) —c} = exp(=cp)F(p), Re p > oo.

g(x){f(xc) si x>¢,

Preuve. Posons :

0 si x<O.
Ona: -
Lig)} = | gx)exp(—px)ax,
= /O;g( x) exp(—px dH/ x) exp(—px)dx,
= /Cf(x—C)eXP(—Px)d

= exp(— /f exp(—pt)dt, t=x—g,
= eXP(—P ¢)E(p).
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D’oit le résultat.
Propriétés 3.3. [4]Si L {f(x)} = F(p), alors:
L{f(x)exp(a —x)} =F(p+una), Re(p+a)>op.
Preuve. On a évidemment :
L{f()exp(-ax)} = [ F(x)exp((a -+ p))dx = F(p+a).
D’oit le résultat.

Propriétés 3.4. [4] (Changement d’échelle).
Si L{f(x)} =F(p),alors:

Preuve. Ona:
E{fcx}—/fcxexp —px)d /f exp ) F(%),
ot t = cx, d’oil le résultat.

Propriétés 3.5. [4] (Conjugaison complexe).
Si L{f(x)} = F(p),alors:

Preuve. Ona:

L{Fe} = [Ty exp(—paidx = [~ fx) exp(~prydx = F(p).

d’out le résultat.

Exemple 3.2. [4] Les transformées de Laplace des fonctions exponentielle et trigonométriques

sont :

oL {exp(—uax)} = /0 exp(—(a+p)x)dx = ﬁ, Re p > —Re a.

oL {coswx} =

r {exp(iwx) —|—2exp(—iwx) } ,

= %E {exp(iwx)} + %[, {exp(—iwx)}, (propriété de linéarité)

1y v
- 2\ —iw+p) 2\iw+p)’

_ P
= m, Rep > 0.
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et:

of {sinwx} =L {exp(zwx) — .exp(—zwx) } == @ 5, Re p > 0.
21 p-+w
Proposition 3.2. [4] La transformée de Laplace d'une fonction localement sommable f, est une

fonction holomorphe dans le domaine de sommabilité {p € C : Re p > 0y} et on a la formule:
"(p) = /0 (—=2)"f (x) exp(—px)dx = (=1)"LA{x"f(x)} .

Preuve. Soient F(p) = / f(x)exp(—px)dx, la transformation de Laplace de f(x) et oy
0
'abscisse de sommabilité de f(x). En dérivant formellement les deux membres, on obtient

successivement :

F(p) = = | sy exp(—paydx,  F(p) = [(=x)"F(x) exp(~pr)ds.

Montrons que I'abscisse de sommabilité de (—x)"f(x) est encore 0y. En effet, par hypothese f
est localement sommable, donc on ne tiendra pas compte des grandes valeurs de x. Or a l'infini,
les fonctions f (x) exp(—px) et (—x)"f(x) exp(—px) ont méme comportement, donc elles ont
le méme abscisse de sommabilité. Pour établir la formule de dérivation ci-dessus, il suffit de
vérifier les conditions d’application du théoreme de dérivation sous le signe somme.

Notons que pour tout p = 0 + iw, avec 0 > 0p, 0n a :

|(=2)"f (x) exp(=px)| < 2" [f (x)] exp(—00x).

La fonction x™ |f (x)| exp(—opx) est sommable et on en déduit que (—x)"f(x) exp(—px) est
sommable aussi et qu’il est donc légitime de dériver sous le signe somme tant que o > 0y. Dot

le résultat.

Exemple 3.3. [4] Déterminons la transformée de Laplace de x". D’apres la proposition

précédente, ona £ {x" f(x)} = (—=1)"F")(p). Icif(x) = 1 et F(p) = % d’ot:

L{x"} = (=1)" (%)W.

Explicitement, on a :

n!
p?’l"—l .

L{x} = %, E{xz} = %, LA{x"} =

Le résultat suivant joue un réle important dans la résolution des équations intégrales.
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Propriétés 3.6. [4]Si L {f(x)} = F(p) et L{g(x)} = G(p), alors :

LA{(f+&)(x)} = F(p)G(p), Rep > maxanlo,
ol 0y et (o sont les indices de sommabilité de f et ¢ respectivement .

Preuve. Ona:

£} = [T e exp-pite = [ ( [ Fie)g = 0yt ) exp(-prix.

Notonsque: 0 <t <x, 0 <x <ocooul <t <oo, t <x < oo.Pour pouvoir utiliser le

théoreme de Fubini, il faut s’assurer que 'intégrale double :

/ / f(t)g(x —t)exp(—px)dtdx,

converge. en posant T = x — t et en tenant compte du fait que le jacobien est égal a 1, cette

intégrale se ramene a :

| #yexp(=phdt [~ g(rexp(~pT)aT,
Cette derniere existe car par hypotheése L {f(x)} et L {g(x)} existent. Dés lors,
LASf*g) ()} = LAf(x)} L{g(x)} = F(p)G(p),
d’oil le résultat.

Proposition 3.3. [4] Soit f une fonction localement sommable. On suppose que pour tout
x > 0 f est continue, sa dérivée f (x) existe et est continue par morceaux.S'il existe des

constantes M > 0 et oy telles que: |f(x)| < Mexp(opx), pour tout x > xg, alors :

L{f (@)} =pLif(0)} = f(07) = pE(p) = f(0*), Re p > o0,

Preuve. On a pour tout p € C tel que: Re p > 0y

L{f @)} = [ Fxexp(-pr)ax

En faisant une intégration par parties, on obtient :

7 () exp(—px)dx = f(u) exp(—pu) — fle)exp(—pe) +p [ F(x) exp(~pr)dx.

Comme |f(u)| < Mexp(oou), alors:

£(1t) exp(—pu) < Mexp(oou) |exp(—pu)| = Mexp((oo — o)1), p = o+ iw.
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Cette derniere expression tend vers 0 lorsque u — oo car Re p = o > 0y.

Des lors,

dtim [ () exp(-pridr = tim (p [ Fx) exp(—px)dx — fle)expl—pe) ),

et cette limite existe si et seulement si f(07) = lim f(e) existe.D’oil:

/

L{f ()} =p [ Flx)exp(-prydx - f07) = pL{F()} - F(O7),
d’oit le résultat.

En général, si f(x) est discontinue aux points x1, ..., X,, alors :

L{f @)} =pLif)} - f0F) - Zexp —px) () = F().

Notons aussi que les expressions ci-dessus se généralisent par récurrence pour les
dérivées d’ordres supérieures. Par exemple pour I'expression obtenue dans la proposi-
tion précédente, supposons que f est localement sommable, f est continue pour tout
x > 0, les dérivées f (x),..., f"~1)(x) existent et sont continues par morceaus, il existe

des constantes M > 0 et 0y telles que: |f(x)| < Mexp(opx) pour tout x > xg alors :
L")} =p"E(p) = p" HF(O7) = p" 2 f (0F) — = pf"2(07) — D (07).
En effet, pour n = 1, on vient de prouver que:
L{f (0} = pL{f(x)} - F(0°).

Supposons la formule en question vraie jusqu’au rang n et montrons qu’elle est vraie

aurang n + 1. On a:

L{fo D@} = pL{fM} - fon),

= p(p"F(p) = p"f(0) = p 21 (0%) — . — pfD(0*) — f-D(0) )
—f(”)(0+),
= p"E(p) = p"f(0F) = p" 1 (0F) — .. — pfI(0T) — 0.

Proposition 3.4. [4] Si L {f(x)} = F(p), alors:

{/ f( t)dt} ) ,Re p > max(0,0p).
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X
Preuve. Posons g(x) = / f(t)dt. D’apres la proposition (3.3), on a:
0

£{g' (@)} = pLigx)} - gl0) = pLig(x)}.
car (0) = 0. Or ¢'(x) = f(x) d'oit £ { g’(x)} = L {f(x)} On en déduit que :
pLA{g(x)} = L{f(x)} c'est-a-dire :

. { [ s dt} _ E{fp(X)} _ F;m_

ce qu’il fallait démontrer.

Proposition 3.5. [4] (comportement a l'infini).

Si f est une fonction ayant un abscisse de sommabilité oy, alors pour Re p > oy, ona:

lim F(p) =0.

p—+o0

Preuve. soit F(p) = / f(x)exp(—px)dx. Posons p = oy + iw = 0 + rexp(if) pour
Jo

7T T
—E<9<50nac056>06t.

lim |f(x)exp(—px)| = lim |f(x)|exp(—opx)exp(—rcos(fx)) = 0.

p——+oo p—+o0

et il suffit d'utiliser le théoreme de convergence dominée pour avoir le résultat.

Proposition 3.6. [4] (théoréeme de la valeur initiale ).
Soit f une fonction ayant une transformée de Laplace et telle que f(07) existe. Alors :
lim pF(p) = f(07).
Jm pE(p) = £(07)

Preuve. ona:

L{f ()} = [ x)exp(~px)dx = pF(p) - £(0°).

D’apres la proposition (3.5) , toute transformée de Laplace tend vers O quand p — oo. Par

conséquent :

Jim (pF(p — f(07))) =0.

Proposition 3.7. [4] (théoreme de la valeur finale).
Soit f une fonction ayant une transformée de Laplace et telle que lim f(x) = f(4o0) existe

X—400
et est finie. Alors:

lim pF(p) = f(+o0).
p—
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Preuve. D’apreés le théoreme de convergence dominée, on a:

tim [ f(x) exp(—pr)dx = [ F (x)dx = f(+e0) - F(0)

p—0

Or d’apres la proposition (3.3) on sait que :
L{f (@)} = pF(p) - F(07),

et le résultat en découle.

3.2 Transformée de Laplace des distributions

Définition 3.3. [4] Soit 7 une distribution de D’ (c’est-a-dire & support borné a gauche).
Supposons qu’il existe 0y € R tel que pour ¢ > 0y, la distribution exp(—ox)7T soit
tempérée. Alors, la transformée de Laplace de T est la fonction de C dans C
définie par :

LT (p) = (T,exp(—px)), Rep =0 > 0p.
Comme pour les fonctions, ici aussi la borne inférieure des oy s’appelle abscisse de
sommabilité. Il n’est pas difficile de montrer que I'expression ci dessus a bien un sens.
En effet, soit a(x) une fonction définie sur R, de classe C* a support limité a gauche et
égale a 1 sur un voisinage de R |,
Pour Re p = 0 > 0y, il existe 07 € R tel que: 0y > 07 > 0. Des lors:

exp(—ox)T €S, a(x)exp(—(p—01)x)T € S, et 'expression

(exp(—a1x) T, a(x) exp(=(p — 01)x)),

a un sens. Cette définition ne dépend ni du choix de o7 ni celui de a(x). Pour oy, c’est
évident. Pour a(x), soit f(x) une autre fonction satisfaisant aux mémes hypotheses
que «(x). Alors, la fonction a(x) — B(x) est nulle sur un voisinage de supp(7 ) et par

conséquent I’expression:

(exp(—a1x)T, (a(x) = B(x)) exp(—(p — 01)x)).

est nulle. On peut définir la transformée de Laplace d"une distribution dans d’autres
cas. Mais il faut bien noter que si 7 est une distribution quelconque, la fonction L7 (p)
n’est pas définie puisque la fonction exp(—px) est de classe C* mais n’est pas a support
borné, donc exp(—px) ¢ D. Parcontresi 7 € S, LT (p) est définie (sur Re p > 0) pour

tout p tel que exp(—px) soit a décroissance rapide en tant que fonction de x .
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Exemple 3.4. [4] La transformée de Laplace de la distribution ¢ de Dirac est L5 = 1. En
effet, ona:

L5 = (6,exp(—px)) = 1.

Exemple 3.5. [4] La transformée de Laplace de la dérivée n-iéme de la distribution 6 de

Dirac est £(6(")) = p". En effet, on a:

L(sM) = (60, exp(—px)),

= (1
= (=1)"(6, (=p)" exp(—px)),
= (=1)"(=p)",

= p”,

Remarque 3.2. [4] Lorsque 7 est associée a une fonction localement sommable f de R ;-

dans R (ou C), on aura :

LF(x) = (F(x) exp(—px)) = [~ f(x) exp(—px)dx.

On retrouve ainsi la définition de la transformée de Laplace au sens des fonctions.
Comme pour les fonctions, la transformée de Laplace des distributions est évidemment
linéaire. Si 7 € D', admet une transformée de Laplace pour Re p > opetsi S € D'

admet une transformée de Laplace pour Re p > (p, alors on a pour :
Re p > max (09,Go), L(aT +BS) = a(LT) + B(LS),
ou « et B sont des constantes.

Proposition 3.8. [4] Dans son demi-plan de définition {p € C: Re p > 0y}, la fonction
LT (p) est holomorphe et on a :

(LT = £(—x™)T.

Preuve. En effet, soient p € C et h assez petit tels que : Re p > og et Re (p +h) > 0p. Posons
F(p) = LT (p). D'our :

i P(P+h]3—F(P) = tim (T exp (— (p + ) 2)) — (T, exp(—px))
= llm<T exp(_(p+h)x)—exp(_px)>
h—0' h .
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Quand h—0 exp(—(p +h)x) — exp(—px)
’ h

vergence dans S. Des lors, T étant continue, on a :

tend vers —x exp(—px), au sens de la con-

F(p) = tim TP IO (7 (),

h—0

et généralement,
FU (p) = (T, (—x)" exp(—px)) = ((—x)"T,exp(—px)),
d’ott le résulta .

Proposition 3.9. [4] Soient T,S € D._ et possédant des transformées de Laplace LT etLS.
Alors:

L(T xS) = (LT)(LS).

Preuve. En effet, par hypothese T,S € D, donc T S existe. Si LT (resp.LS) est définie
pour Re p > oy (resp. Re p > (o), alors :

L(T=*S)(p) = (T *S,expF¥),

(
(Tu @ Sy, exp™ p(uto)y,

= (Tu,exp P*).(Sy, exp~FY),
(LT)(p)-((LS)(p).

Pour Re p > max oy, Co), d’oit le résultat.

Exemple 3.6. [4] En posant S = § dans la formule ci-dessus,En effet, on a dans ce cas:
L(T x6)=LTLS.
orT*6="T,dou LT = (LT)(LS) et par conséquent L5 = 1.
Proposition 3.10. [4] Si T € D’+ et admet une transformée de Laplace LT, alors :
L(T") = p"(LT).
Preuve. En effet, puisque 7" = 6" « T, alors :
L(T") = LW «T) = L£(8M).(LT) = p"(LT),

d’ou le résultat.
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Exemple 3.7. [4] La transformée de Laplace de la dérivée n'™e de la distribution ¢ de

Dirac est :

L(6M) = p"(L3) = p".

Proposition 3.11. Une fonction holomorphe F(p) est la transformée de Laplace d'une distribu-

tion T € D', si et seulement s'il existe un demi-plan
{peC:Rep >0y 0p€R}.

dans lequel on |F(p)| << P(|p|), ot P(|p|), est un polyndme en|p|-
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LES APPLICATIONS

4.1 Lavaleur principale vp:
On définit :

Vg € D(R) : <Vp (%) ,(p> Cim [ 254y

e—0 |x|>g X

V¢ € D(R), il existe a > 0 tel que : Supp(¢) C [—a, a], 'est-a-dire :

—& a
<Vp (1) ,q)> = lim de = lim (/ de —I—/ de) .
X e—~0J|x[>e X e=0\J-s X e X
1 . s
a) vp| — | est bien définitetona:
P{%

o(x) = 9(0) + [ ¢ (wau.

En utilisant le changement de variable u = tx avec t € [0, 1], on obtient :
1
p(x) = p(0) +x [ ¢'(Ex)a,
1 /
On pose (x) = / ¢ (tx)dtetona:
0

m X = ?(0) X x)dx
/|x>s a /|x>s ax+ 1’0( )d '

X X |x|>e

C’est-a-dire :

fim [ 2% gy lim (/gu 20 /: @> +lim (/: p(x)dx + Elp(x)clx) .

e=0J|x|>e X e—0 X X e—0 —a
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1
D’une part, puisque la fonction x — — est impaire, on a :

/(P dx + _g(P— /(P —/:@dxzo.

D’autre part, ¢ est une fonction continue sur IR, donc :

21_13(1) (/ dx+/ > = /_Oalp(x)dx+/0a1/1(x)dx: /_uagb(x)dx.

alors :

lim $(x) = /a P(x)dx.

e—0 ‘x|28 X —a

Donc, l'opérateur est bien défini.

b) vp (%) est linéaire. En effet, siw, f € C et ¢1, 92 € D(R) alors :
<Vp (1) gt /s<02> =l [ 0P,
X e—=0J|x|>¢ X

P1x) (%) dx 4+ Blim

e—0 |x\1zg X e=0J|x|>e X
o) eolo )
1

¢) La continuité de vp (—) Soit I un compact de R, et soit ¢ € Dy (R), il existe
a<0tel que K C [—a,a].On

<p(§) cp>‘= ‘/Zw(x)dx,

2(x) .

= alim

=

N
=
=

=

IN
\I
Sa
RS
\’_\ =
‘e\
=
v
Q..
\_/
U
=

IN

»/_u(/ )

A
N
=N
o
—
s

1 .
Donc vp o est continue .
3 1 e ; . y
Il en résulte que vp p est une distribution sur R d’ordre fini et d’ordre m < 1.

1
e Montrons que l'ordre de la distribution vp (;) est exactement m = 1, donc il

1
suffit de prouver que vp <;> n’est pas de l'ordre 0, c’est-a-dire qu’il existe un
compact compact K C () tel que pour toute constante de constante C > Oona:

(v (5) %)

d¢ € Dr(Q), > Cllolle-
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Considérons une suite de fonctions (¢,,),cp € DP(R) telle que :

e Supp(¢n) C [-2,2].

|lo = 1, et d’autre part,on a:

1 T Pn(x)
<Vp (x)’(’)">_ I Sme x O
—¢
= lim{ (Pn(xd —|—/ §0n }

e—0 X

:/(Pnd+/¢nd+/§0n
Z/dx—ln

Dongc, si lim <vp (%) , (pn> = 400 en déduit que 'ordre du vp (%) n’est pas égale

n—+oo

D’une part, ona: || ¢,

) 1
0, donc égale 1 nous allons maintenant démontrer que : x - vp —) =1.
X

soit ¢ € D(R) En effet :

(o (2w (3 ).

= limeg xq)(x)dx’
€—0 ‘x|>e X

= lim (x)dx,
e—0 |x|>e€

+oo

= [ 1op()dx=(1).

—00

1
Donc: x-vp (;) =1

4.2 La Dérivée de la fonction In |x| au sens des distribu-
tion :

soit ¢ € D(R) eta > 0 tel que supp(¢) C [—a,a]. Notons 7T la distribution associée a

la fonction /1 |x|, Donc :
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e—0 —a €
[ 9 @m@ax = lpem - [y
_ _g(e)In(e) — “"SC) dax,
et:
[ @menar= om0 - [ s,
= —p(-e)In(e)— [ 9”(;) dx.
Maintenant :

(p(—€) = g(e) In(e) = (9(0) — g (0) = p(0) — e¢(0) +0(e) ) In(e),
= —2¢'(0)eln(e) + 0(eln(e)).

Mais comme € In(e) — 0, € — 0, on en déduit finalement que :
i ~9(x) / o(x) .\ _ 1
<7'j,q0>—lli>%( S dx + Y dx | = (vp ~).9)
4.3 La fonction de Green

LA FONCTION DE GREEN

Mathématiquement, la fonction de Green, notée G(x, s), est définie pour un opérateur

différentiel linéaire L tel que :
[G(x,s)]=0d(x—5).

ou ¢ est la fonction delta de Dirac, qui modélise une source ponctuelle localisée en s.
Cette équation indique que l’application de 1'opérateur L a la fonction de Green donne
une distribution qui est nulle partout sauf en x = s, ot elle est infinie de maniere a

satisfaire :

+o0
/ O0(x—s)dx=1.

—00

Dans le cas d'une équation différentielle non homogene de la forme :
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la solution générale peut étre exprimée a I'aide de la fonction de Green comme :

u(x) = /G (x,s) f(s)ds.

Cette approche transforme la résolution d"une équation différentielle complexe en un
probleme d’intégration, ce qui est souvent plus simple analytiquement ou numérique-
ment.

Considérons le probléme suivant :

y"+y=exp(—x), y(0) =y'(0) = 0.

e La fonction de Green associée a ce probleme :

Nous considérons le probleme suivant :
y'+y=e7 y(0) =y (0) =0.
La fonction de Green G(x, &) est la solution de :
G"(x,0) + G(x,8) =d(x —¢),

avec les conditions aux limites :

oG
G(0,6) =0, 57(0,&) =0.

Prenons la transformation de Laplace des deux membres de "équation :
L{G"} + L{G} = L{6(x— )}
En utilisant les propriétés de la transformation de Laplace :
L{G"} =s2G(s) —sG(0,&) — G'(0,&) = s>G(s),
L{G} =G(s),
L{5(x — &)} =e %,

L’équation devient alors :
(s2+1)G(s, &) = e %.

Nous obtenons :
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La transformée inverse de Laplace de est donnée par :

s24+1

1
£t [52—1—1} = sin x.

En utilisant la propriété de translation :

L7 e E(s)| = Hx =) f(x - ),

nous obtenons :
G(x,¢) = H(x —¢)sin(x — ),

ol H(x — ¢) est la fonction de Heaviside.

Trouvant la solution explicite y(x) en utilisant la convolution avec la fonction

de Green:

La solution de 1’équation différentielle s’écrit comme une convolution :

X
y(x) = | Glx ez,
En substituant G(x, ¢) :
X
y(x) = / sin(x — &)e °dE.
0
Par changement de variable u = x — ¢, I'intégrale devient :
X
y(x) = e_x/ sinu - e"du.
0
Utilisant l'identité :
. u 1, .
/smu cedu = 5¢ (sinu — cosu),
nous obtenons :
x 1 1
/ sinu - e*du = Ze*(sinx — cosx) + =.
0 2 2
Ainsi, nous trouvons :
|1 . 1
y(x)=e 5¢ (smx—cosx)+§ :

Donc, la solution finale du probléme est :

1

(sinx — cosx) + ie"‘.

N[ —

y(x) =
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4.4 L’étude de l’équation des ondes

Probléme :

On considere 1'équation des ondes a une dimension :

0%u
w(x, t) = C2

2
%(x,t), x€eR, t>0,

avec les conditions initiales :

u(x,0) = (), W (x,0) = gx),

ou f,¢ € D'(R) sont des distributions.

1. Transformée de Laplace :

On applique la transformée de Laplace en t, en notant L{u(x,t)} = 7(x,s). On

utilise la propriété :
2
c{Sa =) = sf(x) — g(x).
On obtient donc I’équation transformée :

s?(x,8) —sf(x) —g(x) = ¢ W(x,s).

2. Equation différentielle en x :

On réécrit I'équation sous la forme :

%(x,s) — i—iﬁ(x,s) = _sf(x)c%(x).

C’est une équation différentielle non homogene avec second membre dans D’ (RR).

3. Résolution via la fonction de Green :

On considere I'opérateur :
a? s

Ly=—2_ %
ST dx2 2
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Son inverse formel est donné par la convolution avec la fonction de Green :

1 _ s
GS(X) :ﬁe A‘xl, /\:E

Donc:

2(x,5) = Gs * (Sfcjg) (%),

4. Transformée de Laplace inverse :

On obtient la solution distributionnelle u(x, ) via :

u(x, t) = L7 {a(x,s)}.

Exemple :
Prenons :
f(x)=46(x), g(x)=0
Alors :
s 1 -2p
i(x,s) = C_ZGS(X) = 5:¢ c .

Transformée de Laplace inverse :

u(x, t) = zlcé <t— |%|) .

C’est la solution fondamentale représentant une onde se propageant a vitesse c .



Conclusion

En conclusion, Nous avons présenté dans ce mémoire les bases de la théorie
des distributions a travers 1’étude des espaces fonctionnels et différentiable , des
concepts fondamentaux de la distributions , de la transformation de Laplace et de
quelques applications pratiques .

j'espere que cette modeste introduction a la théorie des distributions con-
stituera une référence simple et utile pour ceux qui souhaitent approfondir ce
domaine, et qu’elle servira de point de départ a ceux qui voudront développer ce

travail a ’avenir.
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