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لمقيداس   العليدا لساداتذ  سللمددار والموحدد تتضمن هذه المطبوعة دروس وأمثلة وفق البرنامج الوزاري

ياضديات لثدة رموجهة لطلبدة أساداا الاداة الثا (Probabilités et Statistiques 1)  1 الإحصاءالاحتمالات و

قدديم هدذه ، وإلى كل الماتويات باختلاف تخصصداتها، وسدد حراداا فد  تأاتاذ تعليم ثانوي وأاتاذ تعليم متواط

عقدد  راهين المبعيددا  عدن البد باديطة المطبوعة على الإيجاز والادهولة وتباديط المهداهيم المدعمدة بةمثلدة تطبيقيدة

 .ور المقرر الدراا والماترالة، وذلك حتى يتااى للطلبة ااتيعاب محا

 كما يل :فصول  إلىبدوره بابين وكل باب مقام  وسد ساُمت هذه المطبوعة إلى

يف بعلدم الباب الأول يتمثل ف  الإحصاء الواه  الذي ياقادم إلدى أربعدة فصدول أااادية نادتهلها بدالتعر

الارتبدا   فصدل ألا وهدو مقاييس التشتت، وأخيدرا نتطدرإ إلدى  خدريليها  ،ثم مقاييس الازعة المركزيةالإحصاء 

 والانحدار.

ا اية نادتهلهالباب الثان  يتمثل ف  مدخل إلى نظرية الاحتمالات الذي ياقام بدوره إلى أربعة فصول أاا

مدر تدوفيق ، نبهصل التحليل التوفيق  وأنواع الاحب الذي يظدم أهدم التعداريف والمبدادس الأااادية فد  التحليدل ال

ث نتعدرف حيدالمتغيدرات العشدوائية فصل ثم نتطرإ إلى  ئية والهضاء الاحتمال بعدها إلى فصل التجربة العشوا

 لشدهير اوخصائصدها وبعدق سوانياهدا وتوزيعاتهدا  وحيد  البعددمن خلال هذا الهصل على المتغيرات العشوائية 

 .ن واحد   الذي نهتم فيه بدرااة الوك متغيرين عشوائيين معا ف وأخيرا نتطرإ إلى فصل الثاائية العشوائية
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 الفصل الأول

 

 التعريف بعلم الإحصاء

 

 

 أو عمليةة تجربةة أو علمة  بحة  عمليةة لأيةة والهامةة الضرورية العلوم من الإحصاء علميعتبر 

 وتكمةن بالمصةدايية، وتتسم الموضوعية تعتمد نتائج إلى الوصول إلى دفتهتطبيقية  دراسة أو نظرية،

 اصةةخ اليوميةة، وأعمةالهم حيةاتهم فة  النةا  معظةم يسةتددمها وسةيلة كونة  الميةادين شةتى فة  أهميتة 

 يانةا ب علةى يبنةى أن بةد لا إداري أو ايتصةادي يةرار أي لأن والإدارا  المؤسسةا  ف  القرار متدذي

 ةالمشةكل أو الظةاهر  عةن ودييقةة موضةوعية نتةائج إلةى الوصةول أجةل مةن وايعيةة و دييقةة ومعلومةا 

 .وتحليلها دراستها المراد

 

 

 الأهداف التعليمية للفصل:

 يتعرف الطالب ف  هذا الفصل على:

 أيسام علم الإحصاء 

 المجتمع الإحصائ  والعينة الإحصائية 

  طرق جمع البيانا 

 الجداول التكرارية البسيطة والمزدوجة 

  الهامة التمثيلا  البيانيةبعض 
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 علم الإحصاء .1.1

 .1.1.1تعريف 

 ،تنظيمهةا ،هةاتبويب البيانا ، لجمع المناسبة العلمية والطرق الأساليب ف  يبح  الذي العلم هو الإحصاء

 لمناسةبةا القةرارا  اتدةا  أو المعرفةة لزيةاد  اللازمةة النتةائج إلةى الوصةول وتفسةيرها بهةدف تحليلهةا

 وتعميمها.

 

 :هما رئيسيين نوعين الإحصاء( إلى )علم المعرفة من هذا المجال تقسيم يمكن

 الإحصاء الوصفي (Descriptive Statistics) 

 لهةااختزا ويةتم البيانةا  تلدةص ، حية وعرضةها وتبويبهةا البيانةا  جمع بأساليب النوع هذا يدتص

 المقةايي  بعةض حسةا  مةع بيانيةة ورسةوما  تكراريةة جةداول شةكل فة  أكثةر معلومةة أو إلةى

 الإحصائية )المتوسطا ، النسب،...(.

 ( الإحصاء الاستقرائيInferential Statistics) 

 حسةا  عمة الدراسة ييد للظاهر  المناسبة القرارا  واتدا  باستنتاج الإحصاء من النوع هذا يدتص

 .الكل الجزء على حكم يعمم والاستنتاجا ، حي  القرارا  لتلك الثقة المصاحبة درجة

 

 إحصائية مصطلحات .2.1

 المجتمع الإحصائي  

 مجموعةة أو معينةة دراسةة فة  عليهةا الاهتمةام ينصةب التة  الأفةراد أو العناصةر مجموعةة هةو

 رالظواه من تدص ظاهر  والت  الإحصائية الوحدا  من بمجموعة الداصة والقياسا  المشاهدا 

 الأسر،...(. من الطلبة، مجتمع من للقيا  )مجتمع القابلة

متيسةر  غيةر أمةر يكةون مفرداتة  يةد جميةع دراسة المجتمع الإحصائ  كبيرا وبالتال  يكون ما وغالبا

 .إحصائيةعينة  تسمية علي  يطلق مفردات  من لدراسة جزء نلجأ وعلي 
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 العينة الإحصائية  

 ي مفرداتها بح على اختيار العاد  جر  مفردا  المجتمع الإحصائ ، ويد من جزئية مجموعة ه 

 ، و لةك حتةىالعينةة مفةردا  ضةمن تكةون الفرصةة بةأن مفردا  المجتمع نف  مفرد  من لكل يكون

 ديةةالما وحسةب الإمكانيةا  الدراسةة أهميةة حسةب العينةة حجم تمثيل، ويدتلف تمثل المجتمع أحسن

 .للقيام بهذه الدراسة والبشرية المتاحة

 

 

 الإحصائية  الوحدة 

 أن الوحةد  فة  المعاينةة، ويشةترط أو الإحصةائيةالدراسةة  علية  تجةر  الةذي الجزء أو العنصر ه 

 وواضح. دييق لتعريف خاضعة تكون

 اتالمتغير  

ر لآخة عنصةر مةن هةذه الصةفا  تتغير يتصف بها أفراد عينة ما، حي  الت  السما  أو الصفا  ه 

 ما وغيرها. سوق ف  معينة ماد  ما، سعر مدينة ف  معين سن تحت الأطفال كأطوال

 المعلمة  

 تحليل خلال من ونحصل علي المجتمع، خصائص  بعض يصف الذي الثابت أو المقيا  هو

 معين، ...( بلد ف  الفرد دخل متوسطالمجتمع ) لهذا البيانا 

 

 الإحصائية  المتغيرة .3.1

خةر  والتة  لأ مشةاهد  مةن لآخر أو فرد من للتغير القابلة الكمية أو الصفة تلك ه  الإحصائية المتغير 

 المتغيةر ييمةة اسةم لهةا تعطةى التة  القيمةة علةى ويطلةق وتصةنفهم أولئةك عةن هةؤلاء بتفريةق تسةمح

 يسمين: إلى الإحصائية المتغير  الإحصائ ، ويمكن تصنيف
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  النوعية المتغيرة .1.3.1

 عن بار ع ه  فقط، أو تكرارها ييا  بل عدديا يياسها يمكن لا الت  الظواهر أو المتغيرا  تلك ه 

 إلى: بدورها وتنقسم عددية ليست أنواع صفا  أو

 تويا تنازليةا كمسة أو تصةاعديا معينةة رتبةة حسةب ترتيبها يمكنللترتيب:  قابلة نوعية بيانات 

  وغيرها. النجاح العسكرية، تقديرا  التعليم ، الرتب النمو الايتصادي، المستو 

 ا.وغيرهالعائلية  الأمراض، الحالة الجنسية، أنواعكللترتيب:  قابلة غير نوعية بيانات 

 

 الكمية المتغيرة .2.3.1

 المتغيرا  رأكث ريميا وه  ويياسها حقيقية بأريام عدديا عنها التعبير يمكن الت  المتغيرا  تلك ه 

الةوزن،   لةك: الإنتةاج، الاسةتهلا ، علةى مثةال الأريةام لغةة هة  الإحصةاء لغةة لأن انتشةارا واسةتعمالا

 يسمين: إلى بدورها وتنقسم الطول وغيرها

 أو النقطيةالمنفصلة أو المتقطعة  الكمية المتغيرة 

 عةدد الأسةر ، فة  الأطفةال مثةل: عةدد تجزئتهةا يمكةن لا صحيحة ييما تأخذ الت  المتغيرا  تلك ه 

 إلخ. ...المنتجة  الغيار يطع المدتلفة، عدد التعليم ف  مراحل الطلا 

 ةالمتصلة أو المستمر الكمية المتغيرة  

 القيم لهذه منته ال غير للعدد الممكنة لمجال الدراسة، ونظرا القيم كل تأخذ الت  المتغيرا  تلك ه 

 فئا . تسمى جزئية مجالا  إلى مجال الدراسة نقسم

 

 الإحصائية البيانات مصادر .4.1

، سةةالدرا موضةع البيانةا  الإحصةائ  منهةا يأخةذ التة  المنةابع هة  الإحصةائية البيانةا  مصةادر

 بظةاهر  الداصةة الإحصةائية المعلومةا  علةى للحصةول أساسةيين مصدرين على يعتمد الباحثون حي 

 .معينة
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 المباشرة المصادر .1.4.1

 وأبوحةدا  المجتمةع الإحصةائ   المباشةر والاحتكةا  بالاتصةال إمةا معلوماتة  الإحصةائ  يجمةع

 سةتبيان أوالا يمثةل الحالةة هةذه خامةة، وفة  لازالةت المعلومةا  فيهةا تكةون التة  الوثائق على بالاعتماد

 الأولية. المصادر من المعلوما  على للحصول الهامة المصادر أحد المقابلة

 عةداد ه  وسيلة لجمةع البيانةا  المتعلقةة بموضةوع البحة  عةن طريةق إ )الاستبيان(: الاستبانة

 استمار  يتم تعبئتها من يبل عينة ممثلة من الأفراد.

 :ة ومةا  بطريقةشفوية يقوم من خلالها الباح  )المقابةل( بجمةع معل استبانةتعد المقابلة  المقابلة

ن يكمةةن أ والاسةةتبانةشةةفوية مباشةةر  مةةن المفحةةوج )المسةةتجيب( حيةة  أن الفةةرق بةةين المقابلةةة 

وج فة  المفحوج هو الذي يكتب الإجابة على الأسئلة بينما يكتب الباح  بنفس  إجابا  المفح

 .المقابلة

 المباشرة غير المصادر .2.4.1

 ذههة تكةون والتحقيقا  السةابقة، حية  الدراسا  من الإحصائية المعلوما  على الباح  صليتح

 فة  وتةم نشةرها رسةمية غيةر أو رسةمية هيئةا  أو سةابقين بةاحثين طةرف مةن ومصةنفة مبوبةة البيانةا 

 .الآل  أو التقليدي الأرشيف ف  محفوظة تكون أو دوريا  أو خاصة نشرا 

 

 الإحصائية البيانات جمع طرق .5.1

 وحةدا  عةن ومعلومةا  بيانةا  جمةع الأمةر يتطلةب معينةة لظةاهر  إحصةائية بدراسةة القيةام عنةد

 :الطريقتين إحد  باستددام الميدان من الإحصائية البيانا  جمع المجتمع ييد الدراسة، ويتم

 الشامل الحصر طريقة .1.5.1

 الحةال هةو الإحصائ  كمةاتكون المجتمع  الت  المفردا  جميع من البيانا  تجميع خلالها من يتم

البيانةا  و لةك لأنهةا تعطة  بيانةا   جمةع طرق أفضل من الطريقة هذه للسكان، وتعتبر العام التعداد ف 

 البحة  تةوفر  شةروط إ ا دييقةة معلومةا  الطريقةة هةذه المشكلة الت  تهةم الباحة ، وتةوفر حول كاملة

 ماديةة وبشةرية تتطلب وسائل الشامل الحصر عملية لكون التكاليف من عيوبها ارتفاع أن  العلم ، غير

كبيرا، وتستددم  الدطأ احتمال كان كلما حجم المجتمع كبيرا كان وكلما أطول ويت إلى وتحتاج ضدمة
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 فة  الحةال هةو كما الدية من عال مستو  على بيانا  على المطلو  هو الحصول كان إ ا الطريقة هذه

 الايتصاد، ...   أو الزراعةبالسكان،  المتعلقة التعدادا  العامة

 المعاينة طريقة .2.5.1

 نيمكة أفةراد المجتمةع أو كافةة علةى الدراسةة إجةراء بالصةع مةن كةان إ ا الطريقةة هةذه تسةتددم

عناصةر  جزء )عينةة( مةن اختيار من المجتمع بدلا من المجتمع ككل، ويتم جزء عن بمعلوما  الاكتفاء

علةى  جهةانتائ تعمةيم يمكةن إحصةائيا العينةة بيانةا  وبتحليةلسةليم،  علمة  بأسةلو  الدراسةة المجتمةع ييةد

 حجةم دزا حقةائق المجتمةع كلمةا مةن يريبةة تكةون المدتةار  العينةة نتةائج أن ملاحظةة المجتمع ككل، مةع

 .اختيارها ف  السليم العلم  إتباع الأسلو  تم وكلما العينة

  يل : ما نذكر المعاينة طريقة لإتباع تدعوا الت  الأسبا  بين ومن

 البح . لإجراء اللازم والويت والجهد المال توفير 

 ركبية أو محةدود يكون المجتمع غيةر طبيعة المجتمع، فقد بسبب الشامل الحصر إجراء صعوبة 

  لك. شاب  ما أو خطير  أو ثمينة وحدا  يتألف من أو جدا

 إنالعينةة، و منة  اختيةر  عةن المجتمةع الةذي اسةتنتاج إلةى الوصةول هةو المعاينةة مةن الهدف إن

 منة  سةحبسن الذي المعاينة إطار عن البح  العينة، ثم حجم تحديد ه  أخذ العينا  ف  الأولى الدطو 

 المعاينة. طرق أو إحد  إجراءا  نتبع العينة، وبعدها

 

  العينات أنواع .6.1

 سةبيتنا مةا يدتةار أن للباحة  يمكةن سةحبها إجةراءا  خلال ومن العينا  من عديد  أنواع هنا 

 هما: نرئيسيي نوعين إلى العينا  تقسيم يمكن العموم يقوم بها، وعلى الت  الدراسة مع ظروف منها

 الاحتمالية العينات .1.6.1

مةن عناصةر المجتمةع  عنصةر لكةل يكةون من المجتمع الإحصائ  بحية  تسحب الت  العينا  ه 

حصةائ  للمجتمةع الإالعينةة بكونهةا ممثلةة  هةذه تمتةاز العينةة، لةذا عناصر ضمن يكون لأن نف  الفرصة

لمجتمةع علةى ا بثقةة نتائجهةا تعمةيم الإحصةائ ، ويمكةن التحليةل لأسةاليب يابلةة من ، وتكةون سحبت الذي

 :ونذكر منهاالإحصائ  الممثلة ل ، 
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 البسيطة العشوائية العينة (1

 نلأ متسةاوية أفراد المجتمع فرصة من فرد لكل يكون من المجتمع بحي  تسحب الت  العينة ه 

 صفا و تجان  وجود حالة ف  ومؤثر مفيد العينا  من النوع هذا العينة المدتار ، ويكون ضمن يكون

 بالدراسة. المعن  أفراد المجتمع الأصل  جميع بين مشتركة

 الطبقية العشوائية العينة (2

 عيةاجتما فئا  عد  من أي المجتمعا  المكونة المتجانسة النوع المجتمعا  غير هذا يدص

 غيرها...و التعليم  الإنفاق، المستو  الدخل، مستو  منها: مستو  عد  اعتبارا  على بناءا وهذا

 المنتظمة العشوائية العينة (3

 فف ، علومم أو محدود عناصره عدد مجتمع من عينة لاختيار المنتظمة العشوائية العينة تستددم

من المجموعة  وائ عش ريم باختيار العينة، ونبدأ أفراد لاختيار ستعتمد نحدد المجموعة الت  الحالة هذه

 حجم المجموعة الت  تم اعتمادها. اختياره تم الذي للريم نضيف الأولى، ثم

  ثابتةةةة يةةةتم اختيةةةار وحةةةداتها بحيةةة  تكةةةون المسةةةافة أو المةةةد  بةةةين كةةةل وحةةةد  وأخةةةروبعبةةةار  أخةةةر  

 لجميع وحدا  العينة.

 العينة العشوائية العنقودية (4

 يقسةةم المجتمةةع الإحصةةائ  إلةةى للاختيةةار، حيةة  منهةةا أكثةةر للضةةرور  تؤخةةذ عينةةة وهةة 

 عشةوائية عينةة نسةحب ناحيةة كةل عنقةودا، ومةةن منهةا يسةمى كةةل واضةحة جزئيةةة مجموعةا 

 العناييد. تلك بين من بسيطة

 

 العينات غير الاحتمالية .2.6.1

 ثينالبةاح اتجاهةا  بةاختلاف تدتلةف الاحتمالية غير العينا  اختيار طرق من عديد  طرق هنا 

 :هما نوعين بعرض سنكتف  أن  القائمين بالدراسة، غير

 العرضية العينة (1

 والتكةاليف، كمةا الويةت بتةوفير الطريقة هذه المحضة، وتمتاز المصادفة على اختيارها ف  يعتمد

 كبير جانب على بالدراسة كان المجتمع المستهدف إ ا موثوية معلوما  على خلالها الحصول من يمكن
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 اختيةار فة  التحيةز إلةى يةؤدي يةد فةذلك متجانسةة كانةت عناصةر المجتمةع غيةر إ ا التجةان ، أمةا مةن

 للعينة. المشكلة العناصر

 العينة الحصصية (2

 ةطريقة تستددم طبقا  المجتمع المدرو ، ثم من طبقة أو مجموعة لكل مقرر  حصة تحديد يتم

 فة  يوع و المحتمل التحيز ف  كونها تدفض الطريقة هذه العينة، وتمتاز اختيار مفردا  ف  المصادفة

طبقةا  ل العينةا  سةحب أثةر تةوفر عةدم حالةة فة  مفيةد  عمليةا الاحتماليةة، كمةا أنهةا تكةون غيةر العينةا 

 .نةالعي عناصر من الطبقا  حصة بين التوازن عندما يتحقق التحيز مداطر  تحمل المجتمع، لكنها

 

  الإحصائية البحوث أنواع .7.1

 أيسام:  ثلاث إلى الإحصائية البحوث تقسم

 الوصفية البحوث (1

 وفيرت يقتصر بذات  وإنما محدد هدف لددمة لا معينة ظاهر  عن المعلوما  جمع خلالها من يتم

 الزراعة ، السةكان، التعةداد مثةل: تعةداد بعةد فيمةا المسةتقبل فة  تسةتددم أن الممكةن مةن بيانةا 

 إلخ.....والصناع 

 التحليلية الإحصائية البحوث (2

 ظهةالاح معينةة مشةكلة ف  تفسةير تساعد أو معين هدف تددم الت  المعلوما  جمع بواسطتها يتم

 الباح .

 التجريبية الإحصائية البحوث (3

 .جتماعيةةوالا الايتصةادية كالطب، الزراعة والنواح  مدتلفة ميادين ف  البحوث من النوع هذا يستددم

أنهةا فة  جميةع المجةالا  لآخةر، إلا  مجةال مةن البحةوث فة  المسةتددمة والدطةوا  الطةرق وتدتلةف

 ة:التالي الدطوا  مراعا  يجب إحصائية دراسة بأي القيام الجوانب، فعند من ف  الكثير تشتر 

 يشةمل والةذي المدروسةة للظةاهر  العةام الإطةار تحديةد يةتم حية المدروسدة:  الظداهرة تحديدد 

 الظةاهر  عةن البيانةا  لجمةع المناسةب والويةت من الدراسة، المجتمع الإحصائ ، والمكةان الهدف

 المستددمة. القيا  ووحدا  معرفتها المدروسة، والصفا  المطلو 
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 الإحصةائ  العمةل أساسةيا  مةن الإحصةائية البيانةا  جمةع يعتبةرالإحصدائية:  البياندات جمدع ،

 وثةوقم نتةائج يعطة  المدروسةة الظةاهر  عةن والسةليمة الدييقةة الإحصةائية البيانا  أن توفر حي 

 مةن دفالهة إليهةا، وحسةب المتوصةل النتةائج علةى بنةاء السليمة القرارا  على اتدا  فيها، ويساعد

 لحصةولل عليهةا يعتمةد التة  والأساليب والطرق البيانا  مصادر يقوم بتحديد الباح  فإن الدراسة

 البيانا . هذه على

 اأعةداده تكةون أن يمكةن التة  الإحصةائية البيانةا  جمةع عمليةة بعةدالبياندات:  وعدر  تبويب 

 نيفتصة إلةى الإحصةائ  يلجةأ البيانةا ، لةذا جمةع نتةائج عةن واضةحة فكةر  يعطينا كبير ، فذلك لا

 عةد  أو واحةد  صةفة فة  تشتر  متجانسة مجموعا  ف  وضعها طريق البيانا  عن هذه وتبويب

 يسةتددمها عمليةة المعلومةا  هةذه تصةبح حتةى مناسبة أشكال أو شكل جداول ف  صفا ، ويقدمها

 أو صةخا نشريا  ف  تقديمها يتم أن آخرين، بعد باحثين طرف من تستددم  ات  أو حد ف  الباح 

 عامة. دوريا 

 حة ب أي فة  مهمةة مرحلةة البيانةا  تحليةل عمليةة تعتبةرالنتدائ::  واسدتقراء البياندات تحليدل 

 صةائ الإح التحليل إلى يسعى الباح  فإن البح ، لذا إشكالية على الإجابة و لك لغرض إحصائ 

 مةن ا البيانة لتحليةل المناسةبة الإحصائية الأدوا  استددام طريق عن المدروسة الظاهر  لجوانب

 أسةا  علةى القةرارا  واتدةا  مةدلولها واسةتدلاج واسةتقراء نتةائج الدراسةة علةى الحصول أجل

 إليها. المتوصل النتائج

 

 طرق عر  البيانات الإحصائية .8.1

صف وا ف  التالية بعد جمع البيانا  هو تبويبها وعرضها بصور  يمكن الاستفاد  منه الدطو 

 الظاهر  محل الدراسة، وهنا  طريقتين لعرض البيانا  وهما:

 عر  البيانات جدوليا .1.8.1

 ، ويدتلةف شةكل الجةدول طبقةا لنةوع البيانةا ،ةول تكراريةايمكن عرض البيانا  فة  صةور  جةد

 وحسب عدد المتغيرا . 

هةةو جةةدول يتكةةون مةةن سةةطرين، أحةةدهما بةة  مجموعةةا  المتغيةةر، الجدددول التكددرارب البسددي :  (1

عديا والثان  ب  التكرارا  لكل مجموعة، ولكن يبةل عرضةها فة  الجةدول التكةراري يجةب ترتيبهةا تصةا

 راجها ضمن فئا ...إلخ.دأو تنازليا أو إ

 مير الحالا  التالية:وتدتلف طريقة العرض الجدول  حسب نوع البيانا  )المتغير( ون
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 الجدول التكرارب البسي  للبيانات النوعية 

، لتكوين جدول توزيع تكراري للبيانا  النوعيةة نحتةاج إلةى إعةداد جةدول مكةون مةن سةطرين

سةطر بعةد ترتيبهةا إن كانةت يابلةة للترتيةب وال أو أنةواع( صةفا للمتغيةرا  )يدصص السةطر الأول 

 .الثان  يدصص للتكرارا 

 :البيانا  التالية تمثل فصائل الدم لدمسون شدص: مثال

B ،A ،B ،O ،A ،B ،O ،A ،O ،A ،A ،O ،B ،A ،O ،AB ،A 

B ،A ،B ،O ،A ،B ،A ،A ،O ،A ،B ،O ،B ، A ،AB ،A 

B ،A ،B ،O ،A ،B ،O ،A ،O ،A ،B ،O ،B ،A ،O ،AB ،A 

 نقوم بعرض هذه البيانا  ف  جدول تكراري بسيط كما يل :

 فصيلة الدم O AB B A المجموع

 التكرار 20 14 3 13 50

 

 ة )النقطية(صلنفالم الجدول التكرارب البسي  للبيانات الكمية 

بعةةد  iX ، الأول يمثةةل يةةيم الظةةاهر سةةطرينيحتةةوي الجةةدول التكةةراري فةة  هةةذه الحالةةة علةةى 

المقابلةة لكةل ييمةة مةن يةيم الظةاهر  المدروسةة، ويكةون الجةدول  inالتكةرارا  يمثةل ترتيبيا والثان  

 التكراري البسيط كما يل :

 المجموع
kX ... ... ... 2X 1X iX 




k

i

in
1

 kn ... ... ... 2n 1n in 

 

  طلا  ف  الامتحان النهائ  لمقيا  الإحصاء الوصف 10فيما يل  بيانا  درجا  : مثال

 نقطة(. 20)العلاما  على 

12 ،10 ،8 ،13 ،12 ،8 ،14 ،8 ،10 ،12 

 لهذه البيانا  بعد ترتيبها تصاعديا كما يل : البسيط يكون الجدول التكراري
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 العلامة 8 10 12 13 14 المجموع

 التكرار 3 2 3 1 1 10

 

 )الجدول التكرارب البسيطة للبيانات الكمية المستمرة )المتصلة 

راسةة عنةد د .ه  أكثر الجداول استدداماً ويمكن أن تأخذ مفرداتها أريامةا صةحيحة أو كسةرية

م نقسةم ولتعةذر وضةع كةل هةذه القةي بيانا  كمية مستمر  فإن مجال الدراسة يضم عدد كبيةر مةن القةيم

م حية  يةتم تحديةد عةدد الفئةا  حسةب حجة، (Classesفئةا  ) هذا المجال إلى مجالا  جزئية تسمى

الجةدول العينة المدروسة مةن جهةة وحسةب توزيةع الوحةدا  الإحصةائية مةن جهةة أخةر ، ولتشةكيل 

 :التكراري الداج بالبيانا  الكمية المتصلة نتبع الدطوا  التالية

وهو المجال الذي تنتشر في  البيانا  إ  يمثل الفةرق  E يرمز لو بالرمز :تحديد المدى العام 

 :وأصغر مشاهد ، وعلي  فإنبين أكبر مشاهد  

   minmax ii XXE  

فئةة  20و  5غالبا ما يتراوح عدد الفئا  ف  التوزيةع التكةراري بةين  :عــدد الفئــات تحديــد 

لجةدول ايةتم تحديةد عةدد الفئةا  اللازمةة لتشةكيل  ويعتمد هذا على عدد المفردا  فة  العينةة،

 :التكراري باستددام بعض المعادلا  الرياضية، أهمها على الإطلاق ه 

  ستيرج ياعد (La règle de Sturge) وتعطى بالصيغة التالية: 

 NK log322.31
 

 ( ياعد  يولLa règle de Yule) وتعطى بالصيغة التالية: 

45.2 NK  

 يتم تحديد طول الفئة بالعلاية التالية:تحديد طول الفئة:  

K

E
L 
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ن بدايةة ايةة كةل فئةة، علةى أن تكةونهف  هذه المرحلة يتم تحديةد بدايةة و :تحديد حدود الفئات 

بةر مةن ايةة الفئةة الأخيةر  أكنهالفئة الأولى أصغر مةن أو تسةاوي أصةغر ييمةة فة  البيانةا  و

 .أكبر ييمة ف  البيانا 

عامل  42ج( الت  حصل عليها د 310فيما يل  بيانا  تمثل توزيع درجا  الأجور الشهرية ): مثال

 :ف  مؤسسة ما

66 52 56 40 55 23 26 

49 42 38 44 51 64 14 

26 30 63 67 16 42 38 

14 15 53 35 42 67 45 

60 56 57 50 45 50 40 

24 46 53 39 35 52 49 

 يل : البيانا  ف  شكل جدول تكراري، يتم إتباع ما هذه لك  يتم تبويب

 ( حساب المدىE): 

    53= 14 - 67minmax  ii XXE  

 ( تحديد عدد الفئاتK:) باستددام ياعد  ستيرج، نجد أن 

    639.642log322.31log322.31  NK 

  حساب طول الفئة(L:) 

983.8
6

53


K

E
L 

 :تحديد الفئات  

 14الحد الأدنى للفئة الأولى هو الحد الأدنى للسلسلة =  -

 .L+14=9  +14 =23 الحد الأعلى للفئة الأولى = الحد الأدنى + طول الفئة =  -

 .23الحد الأدنى للفئة الثانية هو الحد الأعلى للفئة الأولى =  -

 .L+160 =9  +23  =32 الحد الأعلى للفئة الثانية = الحد الأدنى + طول الفئة =  -

 :ا يل يكون الجدول التكراري كم بالتال وبنف  الطريقة يتم تكوين حدود الفئا  الأخر ، و
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 المجموع 68;59  59;50  50;41  41;32  32;23  23;14  الأجر فئا 

 التكرارا  4 5 7 7 11 8 42

 

ون لكةل يجةب مراعةا  أن يكة ) ا  فئةا ( للبيانةا  الكميةة المتصةلةالجةداول التكراريةة ف   ملاحظة:

 ييمة فئة واحد  وواحد  فقط والتأكد من أن مجموع التكرارا  يساوي عدد القيم.

 كما يمكن إثراء الجدول التكراري البسيط من خلال إضافة أسطر أخر  خاصة بكل من:

 التكرارب النسدبي توزيعال  if :  بعةد إعةداد جةدول التوزيةع التكةراري يكةون مةن المناسةب فة

 أغلةةب الأحيةةان عةةرض البيانةةا  فةة  شةةكل توزيةةع تكةةراري نسةةب  للتعبيةةر عةةن الأهميةةة النسةةبية

 ة:بالنسبة لإجمال  التكرارا ، ويحسب التكرار النسب  بالصيغة التالي ييمةلتكرار كل 

N

n

n

n
f i

k

i

i

i
i 


1

 

 التكددرارب المئددوب توزيددعال  %if :  100يمكةةن الحصةةول عليةة  بضةةر  التكةةرار النسةةب  فةة .

ي وتعطةى علايةة التكةةرار النسةب  المئةةو. 100 ويلاحة  أن مجمةوع التكةةرارا  المئويةة يسةةاوي

 :بالصيغة التالية

  100%  ii ff 

 التكددرارب المتجمددع الصدداعد توزيددعال  in :م.ج.( المتجمةةع الصةةاعد يعةةرف التكةةرار. ( 

على أن  مجموع التكرارا  الت  ه  أيل من أو تساوي تكرار ييمة ما، وعلي  يمكن حساب  كما 

 :يل 

 المجموع
kX ... ... 3X 

2X 1X iX 




k

i

in
1

 kn ... ... 3n 
2n 1n in 

 


k

i

in
1

 ... ... 321 nnn  
21 nn  1n 

 .م.ج.

in 
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 التكرارب المتجمع النازل توزيعال  in :  يعرف التكرار المتجمع النةازل ) .م.ن.( علةى أنة

 :مجموع التكرارا  الت  ه  أكبر من أو تساوي تكرار ييمة ما، وعلي  يمكن حساب  كما يل 

 المجموع
kX 1kX 2kX ... ... 1X iX 




k

i

in
1

 kn 1kn 2kn ... ... 1n in 

 kn 1 kk nn 21   kkk nnn ... ... 


k

i

in
1

 
 .م.ن.

in 

 

نقةةةوم بإيجةةةاد التكةةةرارا  النسةةةبية والنسةةةبية المئويةةةة وكةةةذا ، باسةةةتددام معطيةةةا  المثةةةال السةةةابق: مثدددال

 :كما يل  التكرارا  المتجمعة الصاعد  والنازلة

 in

 
 68;59  59;50  50;41  41;32  32;23  23;14 

فئا  

الأجر 

iX 

42 8 11 7 7 5 4 in 

1 0.19 0.26 0.17 0.17 0.12 0.095 if 

100 19 26 17 17 12 9.5 
 if %

 

 
42=8+

34 

34=11+

23 

23=7+

16 
16=7+9 9=5+4 4 in 

 8=11-19 19=7-26 26=7-33 33=5-38 38=4-42 42 in 

 8 19=11+8 
26=7+

19 

33=7+

26 

38=5+

33 

42=4+

38 
in 

 

يسةتعمل جةدول التوزيةع التكةراري المةزدوج عنةد دراسةة  :جداول التوزيع التكرارب المزدوجة (2

 ظاهرتين أو خاصيتين معا ف  آن واحد، حي  توضع البيانا  الإحصائية جدوليا على الشكل التال :

 الداصةةةةةةية الأولةةةةةةى بةةةةةة   تدصةةةةةةص الأسةةةةةةطر لبيانةةةةةةا  الداصةةةةةةية الأولةةةةةةى، ونرمةةةةةةز لقةةةةةةيم
 

pi XXXX ,...,, 21، 
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   تدصص الأعمد  لبيانا  الداصية الثانية، ونرمز لبيانا  الداصية الثانية ب 
qj YYYY ,...,, 21

، 

  نضعijnN  .عدد الأفراد ف  المجتمع 

 

 in qX ... 3Y.المجموع 
2Y 1Y 

ji YX 

.1n qn1 ... 13n 
12n 11n 1X 

.2n qn2 ... 23n 
22n 21n 2X 

.3n qn3 ... 33n 32n 31n 3X 

... ... ... ... ... ... ... 

.pn pqn ... 3pn 2pn 1pn pX 





q

j

j

p

i

iij nnn
1

.

1

. qn. ... 3.n 2.n 1.n  المجموعjn. 

 

 بنقطة. j أو المعامل iنرمز لمحصلة الجمع على المعامل

دراسة ظاهرتين معا ف  آن أسر  يصد  100سحبت عينة عشوائية من مجتمع ما تتكون من  :مثال

 واحد هما:

 (  310النفقا  الاستهلاكية للأسر  ،)دج 

  .التركيبة الأسرية من حي  عدد الأطفال 

 :فكانت النتائج المتحصل عليها مبينة ف  الجدول التال 

 0 1 2 3 المجموع 
عدد الأطفال 

 النفقا  

20 3 6 8 3  30;20 

48 13 12 15 8  40;30 

32 10 11 7 4  50;40 

 المجموع  15 30 29 26 100
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 نلاح  من خلال الجدول أن:

  40103عائلة تتراوح نفقاتهم الاستهلاكية بين  32توجد   50103دج و  .دج 

  عائلا  منها تتراوح نفقاتهم الاستهلاكية بين  3أطفال، حي  أن  3عائلة لديها  26توجد

20103   30103دج و   30103عائلا  منها تتراوح نفقاتهم الاستهلاكية بين  13دج، و  

40103دج و    40103عائلا  الأخر  تتراوح نفقاتهم الاستهلاكية بين  10دج، بينما   دج

50103و   .دج 

 عر  البيانات بيانيا .2.8.1

 لةى متابعةةالتمثيل البيان  للتوزيعا  التكرارية ف  إظهار الدصائص الرئيسةية ممةا يسةاعد ع يفيد

ع مدتلفةة وتسةتددم أنةواالتغيير ف  الظاهر  والطريقةة التة  يتغيةر بهةا توزيةع مةا مةن فتةر  إلةى أخةر ، 

 للعرض البيان  حسب نوع المتغير المدرو .

 الأعمدة البيانية البسيطة (1

 النوعيةلبيانات حالة افي  

مةع  ه  عبار  عن مسةتطيلا  متباعةد  بمسةافا  ثابتةة ولهةا يواعةد متسةاوية تتناسةب أطوالهةا

 تكرارا  الداصية المدروسة.

 نقوم بتمثيل معطيا  الجدول التال  عن طريق الأعمد  البيانية البسيطة.مثال: 

 أستا  مهند  تاجر فلاح المهنة

عدد 

 الأشداج
10 12 7 15 
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 )النقطية( منفصلةلبيانات الكمية الفي حالة ا 

 .ر  المدروسةهظاالعن تكرارا   ا يعبرهعبار  عن خطوط مستقيمة نقطية طوله  

 .معطيا  الجدول التكراري التال  ا مثيل بياننقوم بت مثال:

5 4 3 2 1 iX 

3 5 10 4 8 in 

 عطى كما يل :تالأعمد  البيانية لهذه البيانا  

 

 المدرج التكرارب (2

و ، وهةصةلة()المت هو التمثيل البيان  للجدول التكراري البسيط الداج بالبيانا  الكميةة المسةتمر 

  عبار  عن مسةتطيلا  متلاصةقة، حية  تمثةل التكةرارا  علةى محةور رأسة ، بينمةا تمثةل حةدود الفئةا

 ول الفئة.تمثيل كل فئة بمستطيل، ارتفاع  هو تكرار الفئة، وطول ياعدت  هو طعلى محور أفق ، ويتم 

 المدرج التكرارب في حالة فئات متساوية الطول 

م المةدرج عندما تكون الفئا  متسةاوية الطةول فةإن ياعةد  المقارنةة ثابتةة ومتسةاوية وعلية  نقةوم برسة

 التكراري مباشر .

اختيةر  مةن أحةد  100لأوزان عينة من الدواجن بةالغرام، عةددها فيما يل  التوزيع التكراري  :مثال

 يوم. 45المزارع بعد 

 المجموع 720;700  700;680  680;660  660;640  640;620  620;600 الوزن iX 

100 10 20 25 20 15 10 
 عدد الدجاج

in 
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 كما يل : يعطى المدرج التكراري لهذه البيانا 

 

 المدرج التكرارب في حالة فئات غير متساوية الطول 

 ،غيةر ثابتةة لأن ياعةد  المقارنةة إ ا كانت فئا  التوزيع غير متساوية الطول نقوم بتعةديل التكةرارا 

تددم حتى يكون هنا  تناسةب بةين طةول الفئةة والتكةرار المقابةل لهةا، ولغةرض تعةديل التكةرارا  نسة

 :المعادلة الآتية

التكرار المعدل=
i

i
i

L

n
n 

*
 

 المضلع التكرارب (3

لإنشاء المضلع التكراري نقوم بتعيين مجموعة النقط  iii nCM ثم ف  معلم متعامد ومتجان ،  ,

 :حي نوصل بينها بدط منكسر. 

 iCو  ةالفئ كزه  مر
2

ba
Ci


، 

 a الحد الأدنى للفئة، 

 b .الحد الأعلى للفئة 

 نستددم بيانا  الجدول التكراري السابق لرسم المضلع التكراري. :مثال
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 المجموع 720;700  700;680  680;660  660;640  640;620  620;600 الوزن 
iX 

 
710

2

720700




 

690

2

700680




 

670

2

680660




 

650

2

660640




 

630

2

640620




 

610

2

620600




مراكز  

 الفئا 
iC 

100 10 20 25 20 15 10 
عدد 

 الدجاج
in 

 

 

 المنحنى التكرارب (4

لكن ري، ويمكن رسم المنحنى التكرا التكراري، بإتباع نف  الدطوا  السابقة ف  رسم المضلع

 .نوصل بين النقاط بدط منحنى

 الدائرة النسبية (5

رارا  عبار  عن دائر  مقسمة إلى عد  أجزاء كل جزء يقابل زاوية مركزية تتناسب مع التكة  ه

ي إلةى جةدول المعطيةا  يحتةو سةطرالمقابلة لكل خاصية من الدصائص المدروسة، حي  نقوم بإضةافة 

 .على الزوايا المركزية المقابلة لكل تكرار

 يتم حسا  الزوايا المركزية باستددام العلاية التالية:

 360ifالزاوية المركزية=
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رحلتين الجةةدول التةةال  يمثةةل التوزيةةع النسةةب  المئةةوي لليةةد العاملةةة فةة  مدتلةةف القطاعةةا  فةة  مةة :مثددال

 مدتلفتين

 

 ف  دائر  نسبية كما يل : الجدول نقوم بتمثيل بيانا 
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 ثانيالفصل ال

 

 مقاييس النزعة المركزية

 

 

يمكن  في الـكثير من النواحي التطبيقية يكون الباحث في حاجة إلى حساب بعض المؤشرات التي

 ث التعرفمن حيالاعتماد عليها في وصف الظاهرة من حيث القيمة التي تتوسط القيم أو تنزع إليها القيم، و

 لى العرضعتماد لا. والاععلى مدى تجانس القيم التي يأخذها المتغير، وأيضا ما إذا كان هناك قيم شاذة أم 

التعرف  لالهاخالبياني وحده لا يكفي، لذا يتناول هذا الفصل عرض بعض المقاييس الإحصائية التي يمكن من 

 على خصائص الظاهرة محل البحث.

 

 الأهداف التعليمية للفصل:

 يتعرف الطالب في هذا الفصل على:

 مفهوم مقاييس النزعة المركزية 

 المتوسط الحسابي 

 الوسيط 

 المنوال 

 وسط الهندسيمتال 

 الربيعيات 
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 مقاييس النزعة المركزية .2

ولها، لقيم حاتسمى مقاييس النزعة المركزية بمقاييس الموضع أو المتوسطات، وهى القيم التي تتركز 

حصائية س الإقاييمومن هذه المقاييس، الوسط الحسابي، الوسيط، المنوال، المتوسط الهندسي، وغيرها من ال

 أهم هذه المقاييس.لبعض و عرضالأخرى، وفيما يلي 

 وسط الحسابيمتال .1.2

 المتوسط الحسابي يعتبر X الوسط الحسابي أكثر مقاييس النزعة المركزيةة اسةتاداما، فهةو مركةز  أو

، ونميةز علةى أنةم مجمةوع القةيم مقسةوما علةى عةددها يعرف الوسط الحسابي بشةكل عةامو .توازن لأي ظاهرة

 :ت التاليةالحالا

 حالة قيم مفردة دون تكرار .1.1.2

nxxx المفردة والغير مكررة، من القيم n إذا كان لدينا ,......,,  الوسط الحسابي في هةذه الحالةة نعرف .21

 بـ:

N

x

X

n

i

i
 1 

 هو عدد القيم. N حيث

 حالة قيم مفردة بتكرار .2.1.2

kxxxإذا كان لدينا مجموعة من القيم لظاهرة معينة  ,...,, knnnوكانت  21 ,...,, التكرارات المقابلة لهةا،  21

 كما يليالقيم في جدول هذه نظم ن

 

 ix القيم kx . . 2x 1x المجموع





k

i

inN
1

 
kn . . 2n 1n 

 التكرار

in 

 

 نعرف عندئذ الوسط الحسابي بـ:
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




 
k

i

ii

k

i

ii

xf
N

xn

X
1

1

 

 حيث
N

n
f i
i  .هو التواتر النسبي للسلسلة الإحصائية 

 حالة جداول تكرارية ذات الفئات .3.1.2

 ، بعةد حسةاب مراكةز الفدةاتk في هذه الحالة يكون جةدول التوزيةع التكةراري علةى شةكل فدةات عةددها

kCCC ,...,,  :نظم القيم في جدول كما يلي، ن21

 

  1, kk aa ... ...  32 ,aa  21,aa الفدات 

 iCالمراكز  kC ... ... 2C 1C المجموع





k

i

inN
1

 
kn ... ... 2n 1n 

التكرارات

in 

 حيث
2

1 kk
i

aa
C


   مركز الفدة، نعرف عندئذ الوسط الحسابي بـ:هو 






 
k

i

ii

k

i

ii

Cf
N

Cx

X
1

1 

 طالب حسب أوزانهم. 40الجدول التالي يمثل توزيع مثال: 

 56,54  54,52  52,50  50,48  48,46  46,44 الوزن 

1 5 10 13 7 4 
عدد 

 ذالتلامي

 

 الوسط الحسابي لوزن الطلبة هو:
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4,49
40

1976

40

15555310511349747445

6

1 






N

Cx

X i

ii

 

 وسط الحسابيمتخواص ال .4.1.2

 مقاييس النزعة المركزية وأكثرها استاداما. يعتبر المتوسط الحسابي من أهم 

 وسط الحسابي للمقدار الثابت يساوي الثابت نفسم.متال 

 وسةةط الحسةةابي للقةةيم بعةةد الإضةةافة يسةةاوي متا أضةةيف مقةةدار  ابةةت إلةةى كةةل قيمةةة مةةن القةةيم، فةةان الذا

aXaXا المقدار الثابت، أي أن: ذوسط الحسابي للقيم الأصلية مضافا إليها همتال . 

 وسةط متوسةط الحسةابي للقةيم الناتجةة يسةاوي المتا ضرب مقدار  ابت في كةل قيمةة مةن القةيم، فةان الذا

aXaXا المقدار الثابت، أي أن: ذالحسابي للقيم الأصلية مضروبا في ه . 

 تمد عليمبالقيم المتطرفة في الصغر والكبر وينحاز لصالحها ومن  م فلا يع وسط الحسابيمتال يتأ ر. 

  مجموع انحرافات القيم عن وسطها الحسابي معدوم  0


k

i

i Xx. 

 

 الوسيط .2.2

  .1.2.2تعريف 

ترتيب  متساويين بعدة الإحصائية إلى قسمين لسلقيمة المتغير الإحصائي الذي يفصل السهو  (Med)الوسيط 

 القيم تصاعديا أو تنازليا.

 . 2.2.2تعريف 

المتبقيةة تأخةذ  50%من التكةرار الكلةي تأخةذ قةيم أكبةر مةن قيمةة الوسةيط و  50%حيث ، ixقيمةالهو الوسيط 

 قيمة أصغر من قيمة الوسيط.

 (النقطية) القيم المنفصلة حساب الوسيط في حالة .1.2.2

 ترتيب السلسلة تصاعديا أو تنازليا، نميز حالتين: بعد

12فردي )  N ذا كانإ (1  pN)،  1عندئذ يكون الوسيط هو القيمة التي رتبتهاp:ونكتب ،  

1 pxMed
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pNزوجي ) N ذا كانإ (2 2)، ن رتبتاهما ان اللتاعندئذ يكون الوسيط هو نصف مجموع القيمتp  و

1pبـ لةاه الحذ، تعطى عبارة الوسيط في ه: 

2

1


pp xx
Med

 

 60، 135، 55، 40، 45، 40، 50أوجد الوسيط للقيم التالية: : 1مثال 

 135، 60، 55، 50، 45، 40، 40السلسلة ترتيبا تصاعديا: نرتب 

1327 Nالوسيط هو: بالتالي يكون، و 

50413   xxMed 

 34، 45، 43، 42، 95، 41أوجد الوسيط للقيم التالية:  :2مثال 

 95، 45، 43، 42، 41، 34نرتب السلسلة ترتيبا تصاعديا: 

326 Nالوسيط هو: بالتالي يكون، و 

5,42
2

4342

22

43133 








  xxxx
Med 

 (المستمرةالمتصلة )حساب الوسيط في الحالة  .2.2.2

 :لحساب الوسيط في حالة سلسلة إحصائية مستمرة نتبع الاطوات التالية

 نكون جدول التوزيع المتجمع الصاعد. (1

نحسب رتبة الوسيط وهي  (2
2

N
 زوجي أو فردي. Nبغض النظر عما إذا كان  

نعين الفدة التي تكرارها المجتمع الصاعد  (3
2

N
 أو أكثر وتسمى الفدة الوسطية. 

 نستعمل القانون التالي: (4

l
n

n
N

aMed
e

c





 2 

 أن: حيث

 a ،الحد الأدنى للفدة الوسطية 
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 
2

N

 
 ،في السلسلة الإحصائية رتبة الوسيط

 cn جمع الصاعد للفدة قبل الوسطيةتتكرار الم، 

 en
 ،تكرار الفدة الوسطية 

 l .طول الفدة الوسطية 

 الوسيط للسلسلة الإحصائية التالية نقوم بإيجاد مثال:

55  55,50  50,45  45,40  40,35  35,30  30,25  25,20 الفدات 

11 13 15 20 16 13 9 3 in 

100 89 76 61 41 25 12 3 n 

 

 50هي  في السلسلة الإحصائية رتبة الوسيط
2

100

2


N
 

 الفدة الوسطية هي  45,40 :وبالتالي 

40a ،41cn ،20en ،5l 

 :وبتطبيق القانون نجد أن

25,425
20

4150
40 


Med

 

 حساب الوسيط بيانيا .3.2.2

 :1طريقة 

 التالية: اطواتالوسيط بيانيا نتبع اللحساب 

 لتوزيع التكرار المتجمع الصاعد. نكون جدولا (1

 نرسم منحنى التكرار المجتمع الصاعد. (2

حنى منيقطع فالمحور العمودي، ونرسم منها مستقيم موازيا للمحور الأفقي،  نحدد رتبة الوسيط على (3

 المتجمع الصاعد في نقطة فاصلتها هي الوسيط.

 هوبيانيا  الوسيط أن باستادام المثال السابق نجد مثال:
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 .3,42Medهي تقريبا  Aنلاحظ أن فاصلة  من خلال الرسم

 :2طريقة 

لنقطة  عموديبيانيا هو نقطة تقاطع كل من منحنى التكرار المتجمع الصاعد والنازل، فالإسقاط ال الوسيط

 التقاطع بين المنحنيين على محور الفواصل يعطينا قيمة الوسيط.

 خواص الوسيط .4.2.2

 ر بها.أيت يصف البيانات بأكثر واقعية في حالة وجود قيم شاذة أو متطرفة ولا  

 لتكرارية ذات الفترات غير محدودة.يمكن حسابم من الجداول ا 

 .غير قابل للعمليات الجبرية 

 لا يدخل في حسابم جميع البيانات المعطاة بل يتأ ر بترتيبها فقط. 

 يمكن حسابم عن طريق الرسم. 

 .ليس لم معنى في حالة عدم ترتيب البيانات 

 

 المنوال  .3.2

 أكثر من منوال واحد. للسلسلة الإحصائيةوقد يكون القيمة التي تحمل أكبر تكرار،  وه (Modeالمنوال )

 نفصلةالم القيمحساب المنوال في حالة  .1.3.2

 .تلميذ في امتحان مقياس الإحصاء 30السلسلة التالية تمثل نتائج  مثال:

 القيم) العلامات( 7 10 12 13 15

 التكرارات 5 8 8 7 2

0

20

40

60

80

100

120

الفترات 25-20 25-30 35-30 40-35 45-40 50-45 55-50 ما فوق 55

الفترات

ار
كر
لت
ا

A
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  واحد لهذه السلسلة، أي أن: منوالنلاحظ أنم يوجد أكثر من 

12,10Mod 

 (المتصلة) المستمرةحالة الحساب المنوال في  .2.3.2

 التالية: الاطوات نتبع نسمي الفدة التي لها أكبر تكرار بالفدة المنوالية ويقع المنوال بداخلها ولحساب المنوال

 ،fنحدد الفدة المنوالية وليكن تكرارها  (1

 ،تكرار الفدة قبل المنوالية 1fنعين  (2

  ،تكرار الفدة بعد المنوالية 2fنعين  (3

11نحسب  (4 ff   22و ff 
، 

 نطبق القانون التالي: (5

laMod 





21

1 

 هو طول الفدة المنوالية. l للفدة المنوالية، الحد الأدنى a حيث

 أوجد المنوال للسلسلة الإحصائية التالية مثال:

 81,78  78,75  75,72  72,69  69,66  66,63  63,60  60,57  57,54 الفدات 

 التكرارات 3 4 10 15 15 17 12 5 3

 

 هي ة المنواليةفدال، وبالتالي 17f أكبر تكرار هو نلاحظ أن 72,69 

 وبالتالي

69a  ،151 f  ،122 f  ،21   ،52   ،3l 

 بتطبيق القانون نجد أن

85,693
52

2
69 


Mod 
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 حساب المنوال عن طريق الرسم .3.3.2

والتةي قبلهةا  عةن طريةق الرسةم وذلةس باسةتادام المةدرر التكةراري للفدةة المنواليةة المنوال يمكن حساب

لفدةة التةي بعةدها مةن لوالتي بعدها  م نصل نهاية المستطيل للفدة المنوالية من الناحية اليسرى بنهاية المستطيل 

قبلةم مةن اليمةين  الجهة اليسرى، كذلس نهاية المستطيل الفدة المنوالية من الناحية اليمنى بنهاية المسةتطيل الةذي

 ر الأفقي، فنحصل على المنوال.ومن نقطة التقاطع ننزل عمود على المحو

 .التالية تلاميذ النادي الموسيقيالمنوال بيانيا لبيانات  بإيجادنقوم  مثال:

  5.14,5.12  5.12,5.10  5.10,5.8  5.8,5.6  5.6,5.4 
فدات 

 الأعمار

 inالتكرار  2 5 8 4 1 20

 

 بعد رسم المدرر التكراري لهذه السلسلة، يكون المنوال بيانيا كما هو موضح

 

 خواص المنوال  .4.3.2

 .لا يتأ ر بالقيم المتطرفة 

 .يمكن حسابم من الجداول التكرارية ذات فترات غير محدودة 

 .يعتبر من أحسن المتوسطات لوصف الظواهر النوعية 

 أكثر من منوال واحد. لدينا يمكن حسابم عن طريق الرسم ويمكن أن يكون 

 .لا يدخل في حسابم جميع البيانات 

 

 المتوسط الهندسي .4.2

 حالة قيم مفردة دون تكرار .1.4.2

nxxxمن القيم، و يرمز لها بـ:  nإذا كان لدينا   ,......,, أنةم  ىالحالةة علةوسةط الهندسةي فةي هةذه متال عرفي، 21

 :الجذر النوني لجداء هذه القيم وهو معطى بالعلاقة التالية
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n
nxxxG  ...21

 

بيانات تم الولغرض تسهيل العملية الحسابية في حال كون البيانات كبيرة فإنم يفضل استادام أخذ لوغاري

 :لتصبح صيغة المتوسط الهندسي كما يلي

 nn
n

n xxxxxxG
1

2121 ...... 
 

 بإدخال اللوغاريتم على الطرفين نتحصل على

            



n

i

inn
n

n x
n

xxx
n

xxx
n

xxxG
1

2121

1

21 ln
1

ln...lnln
1

...ln
1

...lnln
 

:ة المتوسط الهندسي كما يليباروبالتالي تصبح ع
 

 


n

i
ix

neG 1

ln
1

 

 حالة قيم مفردة بتكرار .2.4.2

kxxxإذا كان لدينا مجموعة من القيم لظاهرة معينة  ,...,, knnnوكانت  21 ,...,, يعطى التكرارات المقابلة لها.  21

:وسط الهندسي في هذه الحالة بالعلاقة التاليةمتال
 

 Nn

k

nnN n

k

nn kk xxxxxxG
1

2121 ...... 2121 
 

حيث 



k

i

inN
1

 

 بإدخال اللوغاريتم على الطرفين تصبح علاقة المتوسط الهندسي كما يلي:

 


n

i
ii xn

NeG 1

ln
1

 

الفئاتحالة الجداول التكرارية ذات . 3.4.2
 

kCCCحساب مراكز الفدات في هذه الحالة نقوم ب ,...,, وسط الهندسي في هذه الحالة بالعلاقة متيعطى الو، 21

:التالية
 

 Nn

k

nnN n

k

nn kk CCCCCCG
1

2121 ...... 2121 
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حيث 



k

i

inN
1

 

 بإدخال اللوغاريتم على الطرفين تصبح علاقة المتوسط الهندسي كما يلي:

 


n

i
ii Cn

NeG 1

ln
1

 

 لتلاميذ النادي الموسيقي. )المثال السابق( التاليةللبيانات  وسط الهندسيمتالنقوم بحساب  مثال:

  5.14,5.12  5.12,5.10  5.10,5.8  5.8,5.6  5.6,5.4 
فدات 

 الأعمار

 13.5 11.5 9.5 7.5 5.5 iC 

 inالتكرار  2 5 8 4 1 20

 2.6027 2.4423 2.2513 2.0149 1.7047  iCln 

43.8664 2.6027 9.7694 18.0103 10.0745 3.4095  ii Cn ln 

 

  :وسط الهندسي هومتوبالتالي يكون ال

 
9649.820

8664.43
ln

20

1 5

1 

 eeG i

ii Cn

 

4.4.2.
 خواص الوسط الهندسي 

 .يدخل في حسابم جميع القيم ولكنم أقل تأ را بالقيم المتطرفة من المتوسط الحسابي 

 .لا يمكن حسابم من جداول التوزيع التكراري المفتوحة 

 .ليس لم معنى إذا كانت إحدى القيم سالبة أو تساوي الصفر 

 الظواهر النسبية. يستادم بأكثر واقعية عند وصف 

 قيمة المتوسط الهندسي لأي ظاهرة أصغر دائما من قيمة المتوسط الحسابي. 

 

 الربيعيات .5.2

 :لى نسب معينةإقيم تأخذها المتغيرة الإحصائية بحيث تقسم التكرار الكلي  هي (Les quartilesالربيعيات )
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 ( 1الربيعي الأولQ)  على  %25قيمة للمتغيرة الإحصائية حيث يكون لسلسلة إحصائية هو أصغر

 .1Qساوي تصغر أو أالأقل من الحدود لها قيمة 

 الربيعي الثاني (2Q )أن  يتطابق مع الوسيط أيMedQ 2.  

 ( 3الربيعي الثالثQ)  على  %75قيمة للمتغيرة الإحصائية حيث يكون لسلسلة إحصائية هو أصغر

 .3Qصغر أو يساوي أالأقل من الحدود لها قيمة 

 

 

 حالة متقطعةالحساب الربيعيات في  .1.5.2

 :لحساب الربيعيات في حالة سلسلة إحصائية متقطعة نتبع الاطوات التالية

 ترتيب القائمة ترتيبا تصاعديا. (1

  نحدد قيمة (2
1Q

4 هو أصغر عدد طبيعي يحقق n حيث n القيمة التي رتبتها، 

N
n . 

4 طبيعي يحققهو أصغر عدد  n حيث n القيمة التي رتبتها، 3Q  نحدد قيمة (3

3N
n . 

 

 لسلسلة الإحصائية التالية:نحسب الربيعيات ل مثال:

 iX القيم 4 7 10 13 16

 in التكرار 6 5 7 4 1

 nت.م.ص. 6 11 18 22 23

 

 نلاحظ أن:



 الفصل الثاني                                                                      مقاييس النزعة المركزية
 

  33                                        الأستاذة: صغير ف. ز.                                                                                  
 

475,5
4

23

4
1  Q

N
 

105,11
2

23

2
2  Q

N
 

1025,17
4

233

4

3
3 


 Q

N
 

 مستمرةالحالة الحساب الربيعيات في  .2.5.2

 :يلي حساب الربيعيات في حالة سلسلة إحصائية مستمرة نتبع مال

 نستادم القانون التالي: الربيعي الأول: (1

'

1

'

'

1
4 l
n

nN
aQ

c



 

 أن: حيث

 'a الأول، يالربيع يقع فيهاالأدنى للفدة التي  الحد هي 

 4

N

 الأول، يرتبة الربيع 

 'cn الأول، يقبل فدة الربيع ةتكرار المتجمع الصاعد للفد 

 1n الأول، يتكرار فدة الربيع 

 'l .هو طول فدة الربيع الأول 

 يتطابق مع الوسيط.الربيعي الثاني:  (2

 نستادم بالقانون التالي: الربيعي الثالث: (3

''

3

''

''

3
4

3
l

n

nN
aQ

c



 

 أن: حيث

 ''a  الربيع الأول، الأدنى للفدة التي يقع فيهاهي 

 4

3N

 رتبة الربيع الثالث، 

 ''

cn فدة الربيع الثالث، تكرار المتجمع الصاعد للفدات قبل 
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 3n ،تكرار فدة الربيع الثالث 

 ''l .هو طول فدة الربيع الثالث 

 التالية لتلاميذ النادي الموسيقي.نقوم بحساب الربيعيات للبيانات  مثال:

  5.14,5.12  5.12,5.10  5.10,5.8  5.8,5.6  5.6,5.4 
فدات 

 الأعمار

 13.5 11.5 9.5 7.5 5.5 iC 

 inالتكرار  2 5 8 4 1 20

 20 19 15 7 2 
ت.م.ص.

n 

 

 :في هذه الحالة نتبع ما يلي لحساب الربيعيات

 الربيعي الأول:  (1

5رتبةةة الربيعةةي الأول فةةي السلسةةلة الإحصةةائية هةةي 
4

20

4


N
وبالتةةالي تكةةون فدةةة الربيعةةي الأول هةةي  

 5.8,5.6. 

 :نجد أنالقانون  باستادام

7.72
7

25
5.64 '

1

'

'

1 





 l
n

nN
aQ

c

 

 الربيعي الثالث:  (2

15رتبة الربيعي الثالث في السلسلة الإحصةائية هةي 
4

60

4

3


N
وبالتةالي تكةون فدةة الربيعةي الثالةث هةي  

 5.10,5.8. 

 :نجد أنالقانون  باستادام

5.102
8

715
5.84

3
''

3

''

''

3 





 l
n

nN
aQ

c
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 لثثاالفصل ال

 

 التشتتمقاييس 

 

لبعض، الا تكفي لإعطاء صورة كاملة عن علاقة البيانات ببعضها  وحدها مقاييس النزعة المركزيةإن 

ي فلذا الفلر  فقد نجد أن لسلسلتين مختلفتين نفس المتوسط الحسابي، بينما مدى البيانات للسلسللتين مختلل ، هل

لأولل،، االبيانات مقابل تساوي المتوسط الحسابي يجعل من الضرورة استخدام مقاييس أخرى تكملل المقلاييس 

 .م، هذه المقاييس بمقاييس التشتتوتس

 

 الأهداف التعليمية للفصل:

 يتعرف الطالب في هذا الفصل عل،:

  التشتتمفهوم مقاييس 

 المدى 

 الانحراف الربيعي 

 الانحراف المتوسط 

 التباين والانحراف المعياري 
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 مقاييس التشتت .3

رة، الاخلتلاف بلين مفلروات هلذه ال للاهتشلتت بيانلات هلاهرة ملا يقصلد بل  ورملة أو مقلدار التفلاوت أو 

 أنهلا ييلر وتعتبر بيانات ال اهرة متجانسة عندما تكون قيمها قريبة من بعضها البعض ونقلو  فلي هلذه الحاللة

 شلتتة وييلرمشتتة، أما إذا كانت بيانات ال اهرة متباعدة وييلر متجانسلة فنقلو  أن مفلروات (قليظا ال لاهرة م

 مركزة.

 

 المدى .1.3

شار قيظ ، يعطي المدى فكرة عن انتهو أبسط مقاييس التشتت مفهوما وتطبيقا وحسابا اEtendueالمدى (

 :السلسلة بشرط عدم وموو قيظ متطرفة. ونميز الحالتين التاليتين

 نفصلة )المتقطعة(في حالة السلاسل الإحصائية الم .1.1.3

لسللة أصلل ر قيمللة للسهللو عبللارة عللن الفللر  بللين أكبللر قيمللة والمللدى فللي حالللة السلاسللل الإحصللالية المنفصلللة 

 الإحصالية. 

 ونكتب: 

MinMax XXE  

 في حالة السلاسل الإحصائية ذات الفئات .2.1.3

 :يكون لدينا في هذه الحالة أكثر من صي ة نذكر منها

 مركز الفئة الأول، –المدى= مركز الفئة الأخيرة 

 الحد الأون، للفئة الأول، –المدى= الحد الأعل، للفئة الأخيرة 

 المدى خواص .3.1.3

 .بسيط الحساب وسهل الفهظ ويعتمد في حساب  عل، قيمتين فقط 

 .شديد التأثر بالقيظ المتطرفة 

 .لا يمكن حساب  من مداو  التوزيع التكراري المفتوحة 
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 الانحراف الربيعي )المدى الربيعي( .2.3

اللة حفلي للتخلص من بعض عيوب المدى والتي من أهمها تأثره بالقيظ المتطرفلة وعلدم إمكانيلة حسلاب  

س بإهملا  مداو  التوزيع التكراري المفتوحة، ومد مقياس آخر وهو المدى الربيعي حيث نقوم في هلذا المقيلا

هلي  البيانلات الربع الأو  والربع الأخير من البيانات المرتبة تصاعديا، وفي هلذه الحاللة تكلون أكبلر قيملة فلي

 .الربيعي ، والفر  بينهما يعطي ما يسم، بالمدىالربيع الثالث وأص ر قيمة في البيانات هي الربيع الأو 

الانحراف الربيعي  
QE  وهذا المقياس يبين لنا  الأو ، عييوالرب الثالث عييبين الرب وهو عبارة عن الفر

 ونكتب: المجا  الذي ينتشر في  نص  البيانات.

13 QQEQ  

 الربيعي للسلسلة الإحصالية التالية نحسب الانحرافمثال: 

  32,28  28,24  24,20  20,16  16,12  12,8 الفئات 

 التكرارات 3 13 18 38 22 6 100

 100 94 72 34 16 3 in 

 

 الثالث كما يلي:الربيعي نقوم أولا بحساب الربيعي الأو  و

 25الأو   يرتبة الربيع
4


N
وبالتالي فئة الربيعي الأو  هي   20,16 . 

 بتطبيق قانون الربيعي الأو  نجد أن:

184
18

1625
161 


Q 

  75رتبة الربيعي الثالث
4

3


N
وبالتالي فئة الربيعي الثالث هي   28,24 . 

 نجد أن: ثالثبتطبيق قانون الربيعي ال
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545,244
22

7275
243 


Q 

 الانحراف الربيعي هو:وبالتالي يكون 

545.618545,2413  QQEQ 

 خواص الانحراف الربيعي .1.2.3

 يتأثر بالقيظ المتطرفة ويمكن حساب  بيانيا، لا 

 ،يمكن حساب  في حالة مداو  التوزيع التكراري المفتوحة 

 ،يتحدو بعدو البيانات وليس بقيمها 

  من البيانات. 50%حتوي عل، ي مجا عبارة عن 

 

 الانحراف المتوسط .3.3

(الانحراف المتوسط 
X

E هو أحد مقاييس التشتت، ويعبر عن  بمتوسط الانحرافات المطلقلة للقليظ علن ا

 . ونميز حالتين: وسطها الحسابي

 حالة قيم مفردة بتكرار .1.3.3

kxxxإذا كان لدينا مجموعة من القيظ ل اهرة معينة  ,...,, knnnوكانت  21 ,...,, يعطل، التكرارات المقابلة لها.  21

 :في هذه الحالة بالعلاقة التاليةالانحراف المتوسط 








k

i

ii

k

i

i
i

k

i

ii

X
XxfXx

N

n

N

Xxn
E

111 

 السلسلة الإحصالية التالية لتكن مثال:

 ixالقيظ  3 5 7 9 11 13

 ifالتواتر 0.08 0.15 0.28 0.35 0.1 0.04

 

 نحسب أولا الوسط الحسابي للسلسلة كما يلي: -

72.704.0131.01135.0928.0715.0508.03
6

1


i

ii xfX 
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Xxiنضي  سطرا آخر للجدو  لحساب  -  
 يلي: كما

 ixالقيظ  3 5 7 9 11 13

 ifالتواتر  0.08 0.15 0.28 0.35 0.1 0.04

5.28 3.28 1.28 0.72 2.72 4.72 Xxi  

0.21 0.32 0.44 0.20 0.40 0.37 Xxf ii  

 

 وأخيرا نحسب المجموع: -

94.121.032.044.020.040.037.0
1




k

i

iiX
XxfE

 

 

 حالة السلاسل الإحصائية المستمرة .2.3.3

kCCCحساب مراكز الفئات في هذه الحالة نقوم ب ,...,, في هذه الحالة بالعلاقة الانحراف المتوسط يعط، ، و21

 :التالية








k

i

ii

k

i

i
i

k

i

ii

X
XCfXC

N

n

N

XCn
E

111 

 

 خواص الانحراف المتوسط .2.3.3

 ،يتأثر بالقيظ المتطرفة ويعتمد في حساب  عل، مميع القيظ 

 ،لا يمكن حساب  في حالة مداو  التوزيع التكراري المفتوحة 

  يمكن حساب  عن طريق الانحرافات عن الوسيط مع الملاح ة أن الانحراف المتوسط عن الوسيط

 الحسابي.الانحراف المتوسط عن المتوسط  أقل من
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  الانحراف المعياريالتباين و .4.3

 التباين .1.4.3

التبللاين  XVar  هللو عبللارة عللن المتوسللط الحسللابي لمربعللات الفللرو  بللين قلليظ المت يللر الإحصللالي

 .ومتوسطها الحسابي

للتكن  في حالة سلسلة إحصائية متقطعة: (1 nxxxx ,....,, فلي هلذه  التبلاينسلسللة إحصلالية، يعطل،  321

 بالعبارة التالية الحالة

   



k

i

ii Xxn
N

XVar
1

21
 

 :يلي بعدة صيغ كما لة النقطية (المنفصلةاافي الح ويمكن كتابة التباين

      2

1

2

1

2

1

2 11
Xxn

N
XxfXxn

N
XVar

k

i

ii

k

i

ii

k

i

ii  


 

kCCCحسلاب مراكلز الفئلات في هلذه الحاللة نقلوم بفي حالة السلاسل الإحصائية المستمرة:  (2 ,...,, 21 ،

 :في هذه الحالة بالعلاقة التالية التباينيعط، و

   



k

i

ii XCn
N

XVar
1

21
 

 ويمكن كتابة التباين في حالة السلاسل المستمرة (المتصلةا بعدة صيغ كما يلي:

      2

1

2

1

2

1

2 11
XCn

N
XCfXCn

N
XVar

k

i

ii

k

i

ii

k

i

ii  


 

 الانحراف المعياري .2.4.3

الية ويعتبللر مللن أهللظ المقللاييس الإحصلل الجللذر التربيعللي للتبللاين، عللل، أنلل الانحللراف المعيللاري يعللرف 

 ويعط، بالعبارة التالية: ،Xللتشتت وأكثرها استخداما في الن ريات والقوانين الإحصالية، ويرمز ل  بـ 

 XVarX  

  كما يليأعمار التلاميذ لبيانات الانحراف المعياري نحسب  مثال:
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  5.14,5.12  5.12,5.10  5.10,5.8  5.8,5.6  5.6,5.4 
فئات 

 الأعمار

 13.5 11.5 9.5 7.5 5.5 iC 

 inالتكرار  2 5 8 4 1 20

184 13.5 46 76 37.5 11 ii Cn  

 182,25 132,25 90,25 56,25 30,25 
2

iC 

1775 182,25 529 722 281,25 60,5 
2

ii Cn  

 

 المتوسط الحسابي لهذه السلسلة هو

64.842.9
20

184

20

2

5

1 

 X

Cx

X i

ii

 

 تباين هذه السلسلة الإحصالية هو: 

  11.464.84
20

17751 2

1

2  


XCn
N

XVar
k

i

ii

 

 يكون الانحراف المعياري هو: وبالتالي

  0273.211.4  XVarX 

 

 خواص الانحراف المعياري .3.4.3

 فة منهايتأثر بكل القيظ وخاصة المتطر لا يمكن حساب  من مداو  التوزيع التكراري المفتوحة،  

 قابل للعمليات الجبرية،  

 كثير الاستعما  في القوانين والن ريات الإحصالية، 

  12إذا كانت لدينا القيظ ,...,......... xxxn:وإذا تظ ، 

  إضافة أو طرح قيمة ثابتةa  لكل قيمةix فان الانحراف المعياري لا يت ير، 
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 مقدار اف المعياري يتأثر بالضرب أو قسمة كل قيمة في مقدار ثابت (مومبا فان الانحر

 . ونكتب:نفس 

     

     x
cc

aX
xX

cx
cc

X
xax





1
0

0
1

























 

 .وور الانحراف المعياري هو معرفة كيفية انتشار القيظ حو  الوسط الحسابي 
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 رابعالفصل ال

 

 الارتباط والانحدار 

 

 تمقماالو الشتمشو يقماالو الزعرمة اليركعامةكفي الفصول السابقة تم  رمرب ب مل اليقماالو الو مفلة 

شقمل ممن نز. فمي ذم ا الفصمل مشغلر واحدوالشي ايكن من خلالها و ف شكل توزاع البلانات الشي ت  جي ها من 

ل تحيلمل الش امل مع مشغلر واحد إلى الش امل مع مشغلران، وذلك باسشخدام ب ل طمر  الشحيلمل اصحصمامي م م

خدم لم لك اسمش ، فمذذا كماا اذشيمام الباحم  ذمو  راسمة ال لا مة بملن مشغلمرانالبسمل  الخطمي والانحمدار الارتباط

سميوب تحيلمل أاا اذشيامه  راسة أثر أحد اليشغلران ريى الآخمر اسمشخدم لم لك إذا ك أما الارتباطأسيوب تحيلل 

 الانحدار، ومن الأم ية ريى ذلك:

 .القامة والوزا رزد مجيورة من الأشخاص 

 .القامة وال ير رزد مجيورة من الأطفال 

 .الير و  الفلاحي و كيلة الأسيدة 

 

 الأهداف التعليمية للفصل:

 اش رف الطالب في ذ ا الفصل ريى:

  الارتباط والانحدارمفهوم 

 الشوزا ات الهامتلة 

 الخصامص اصحصاملة الهامتلة 

 الشغاار 

  م امل الارتباط الخطي البسل 

 مسشقل  الانحدار 
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 الارتباط والانحدار .4

رة زبؤ بظاذشزا الإا م رفة طبل ة واتجاه ال لا ة بلن اليشغلرات ادرى الارتباط، وال ي من خلاله ايكز

هيا ا ب ضأو مو ف ما من خلال ما ا رف ب ييلة الانحدار. ولاشك أا الارتباط والانحدار وجهاا اكيلا

 .الب ل

 

 المزدوجة السلاسل الإحصائية .1.4

سش يل رزد  راسة ظاذرتلن أو ررفزا في الفصل الأول السلاسل اصحصاملة اليع وجة وذكرنا أنها ت

 ريى التكل الشالي: في جدولخا لشلن م ا في آا واحد، حل  توضع البلانات اصحصاملة 

  تخصص الأسطر لبلانات الخا لة الأولى، ونرمع لقل  الخا لة الأولى بـ 
pi xxxX ,...,, 21، 

 الأريدة لبلانات الخا لة ال انلة، ونرمع لبلانات الخا لة ال انلة بـ  تخصص 
qj yyyY ,...,, 21، 

  نضعN .رد  الأفرا  في اليجشيع 

 

qy ... 3y 
2y 1y 

ji YX 

qn1 ... 13n 
12n 11n 1x 

qn2 ... 23n 
22n 21n 2x 

qn3 ... 33n 32n 31n 3x 

... ... ... ... ... ... 

pqn ... 3pn 2pn 1pn px 

 

 التوزيعات الهامشية .1.1.4

 .1.1.4 تعريف

ن مريو   في كيشا الحالشلن )اليسشيرة و اليشقط ة(، تحسب اليجاملع الخا ة بسطر من السطور أو

jiالأريدة، فزحصل ريى الشكرارات الهامتلة  nn ..  الي رفلن كيا ايي: ,
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



p

i

ijj

q

j

iji nnوnn
1

.

1

.

 

 in qy ... 3y.اليجيوع 
2y 1y 

ji YX 

.1n qn1 ... 13n 
12n 11n 1x 

.2n qn2 ... 23n 
22n 21n 2x 

.3n qn3 ... 33n 32n 31n 3x 

... ... ... ... ... ... ... 

.pn pqn ... 3pn 2pn 1pn px 





q

j

j

p

i

i nnN
1

.

1

. qn. ... 3.n 2.n 1.n  اليجيوعjn. 

 

 بزقطة. j أو الي امل i نرمع ليحصية الجيع ريى الي امل

 : اتملاحظ

 . ونكشبNمجيوع الشكرارات الهامتلة اساوي الشكرار الكيي  


 


q

j

j

p

i

i

p

i

q

j

ij nnnN
1

.

1

.

1 1

 

مجيورة ال زاملات   ., ii nx  تسيى الشوزاع الهامتي لييشغلرX . 

مجيورة ال زاملات   jj ny  .Yالشوزاع الهامتي لييشغلر  تسيى ,.

 وبالشالي اكوا: 

  الشوزاع الهامتي لـ جدولX 

px ... 2x 1x ix 

.pn ... .2n .1n .in 
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  الشوزاع الهامتي لـ جدولY 

qy ... 2y 1y jy 

qn. ... 2.n 1.n jn. 

 

 الخصائص الإحصائية للتوزيع التكراري المزدوج .2.1.4

 المتوسط الحسابي الهامشي (1

  المتوسط الحسابي الهامشي للمتغيرX  

ومما اقابيهما ممن تكمرارت ذامتملة سمواة مطيقمة أو نسمبلة، وا طمى بال بمارة  Xذو اليشوس  الحسمابي لقمل  

 الشاللة:

 في حالة سيسية إحصاملة مشقط ة 










 
p

i

iip

i

i

p

i

ii

xf

n

xn

X
1

.

1

.

1

.

 

 في حالة سيسية إحصاملة مسشيرة، نحسب مراكع الفئات 










 
p

i

iip

i

i

p

i

ii

Cf

n

Cn

X
1

.

1

.

1

.

 

  المتوسط الحسابي الهامشي للمتغيرY  

ومما اقابيهما مممن تكمرارت ذامتملة سمواة مطيقممة أو نسمبلة، وا طمى بال بممارة  Yذمو اليشوسم  الحسمابي لقممل  

 الشاللة:

 في حالة سيسية إحصاملة مشقط ة 
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











q

j

jjq

j

j

q

j

ij

yf

n

yn

Y
1

.

1

.

1

;

 

 في حالة سيسية إحصاملة مسشيرة، نحسب مراكع الفئات 













q

j

jjq

j

j

q

j

ij

Cf

n

Cn

Y
1

.

1

.

1

;

 

 التباين الهامشي (2

  التباين الهامشي للمتغيرX 

 وما اقابيها من تكرارت ذامتلة سواة مطيقة أو نسبلة، وا طى بال بارة الشاللة: Xذو الشباان لقل  

 في حالة سيسية إحصاملة مشقط ة 

      2

1

2

.

1

2

.

1

2

.

11
Xxn

N
XxfXxn

N
XVar

p

i

ii

p

i

ii

p

i

ii  


 

  حالة سيسية إحصاملة مسشيرة، نحسب مراكع الفئاتفي 

      2

1

2

.

1

2

.

1

2

.

11
XCn

N
XCfXCn

N
XVar

p

i

ii

p

i

ii

p

i

ii  


 

  التباين الهامشي للمتغيرY 

 وما اقابيها من تكرارت ذامتلة سواة مطيقة أو نسبلة، وا طى بال بارة الشاللة: Yذو الشباان لقل  

 في حالة سيسية إحصاملة مشقط ة 

      2

1

2

.

1

2

.

1

2

.

11
Yyn

N
YyfYyn

N
YVar

q

j

ji

q

j

jj

q

j

jj  


 

 في حالة سيسية إحصاملة مسشيرة، نحسب مراكع الفئات 
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      2

1

2

.

1

2

.

1

2

.

11
YCn

N
YCfYCn

N
YVar

q

j

ji

q

j

jj

q

j

jj  
 

 )التغاير( التباين المشترك (3

الشباان اليتشرك لي زاملة  YX  ا رف كيا ايي: ,

 في حالة سيسية إحصاملة مشقط ة 

    YyXxn
N

YXCov ji

p

i

q

j

ij  
 1 1

1
, 

 مسشيرة، نحسب مراكع الفئات في حالة سيسية إحصاملة 

    YCXCn
N

YXCov ji

p

i

q

j

ij  
 1 1

1
, 

 :التغاير خواص

1.   YXyxn
N

YXCov j

p

i

q

j

iij  
 1 1

1
, 

2.    XVarXXCov , 

 ن، فذالمسشقي رتوامللن نامشغلر Y و Xإذا كاا  .3  0, YXCov. 

 

 معامل الارتباط .2.4

 مممن تحيلممل الارتبمماط ذممو تحداممد نمموع و  مموة ال لا ممة بمملن ظمماذرتلن. وأبسمم  الارتباطممات ذممو الغممرب

لم ي االارتباط الخطمي البسمل  الم ي ابحم  فمي  موة ال لا مة بملن ظماذرتلن ممن خملال حسماب م اممل الارتبماط 

 :ما اييوال ي نجد أنه اركع ريى  نرمع له بالرمع 
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 ف.تع ا   وة الارتباط كييا ا شربزا من الأطراف وتقل كييا ابش دنا رن الأطراهامة:  ملاحظة

  معامل الارتباط في حالة القيم المفردة .1.2.4

 . 1.2.4تعريف 

 :الشاللةا رف م امل الارتباط بـال لا ة 

 
1

2 2

2 2

1 1 1 1

1
.

,

1 1 1 1

p

i i

p p p pX Y

i i i i

x y X Y
Cov X Y N

x x y y
N N N N


 



 

   
     
   



   

 

و  X حل 
Y  ذيا الانحراف الي لاري لـX  وY )ريى الشرتلب )في الحالة الزقطلة. 

 معامل الارتباط في حالة الجداول المزدوجة  .2.2.4

  . 2.2.4 تعريف

 :الشاللة ا رف م امل الارتباط بـال لا ة
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 
  

   2
1

.

2

1

.

1 1

11

1

,

Yyn
N

Xxn
N

YyXxn
NYXCov

j

q

j

ji

p

i

i

j

p

i

q

j

iji

YX












 


 

 الشاللة: اصحصاملةالسيسية  نحسب م امل الارتباط: مثال

ذامتي 

Y 
 70,60  60,50  50,40  40,30  30,20 

Y

X 

5 0 0 2 2 1  14,10 

25 0 4 10 8 3  18,14 

35 4 11 12 7 1  22,18 

15 1 5 6 3 0  26,22 

80 5 20 30 20 5 
ذامتي 

X 

 من جدول الشوزاع الهامتي لـ  حساب الانحراف الي لاريX 

 اليجيوع 70,60  60,50  50,40  40,30  30,20 X 

80 5 20 30 20 5 in 

 65 55 45 35 25 iC 

3600 325 1100 1350 700 125 ii Cn . 

 20 10 0 10- 20-  XCi  

 400 100 0 100 400  2XCi  

8000 2000 2000 0 2000 2000  2. XCn ii  
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 نلاحظ أا

45
80

3600

5

1

.





N

nC

X i

ii

 

 بالشاليو

  10
80

80001 5

1

2

.  
i

iiX XCn
N

 

 الانحراف الي لاري من جدول الشوزاع الهامتي لـ  باحسY 

 اليجيوع 26,22  22,18  18,14  14,10 Y 

80 15 35 25 5 jn. 

 24 20 16 12 jC 

1520 360 700 400 60 jjCn. 

 5 1 3- 7-  YC j  

 25 1 9 49  2YC j  

880 375 35 225 245  2. YCn jj  

 

 نلاحظ أا

19
80

1520
Y 

 بالشاليو 

  316,311
80

8801 5

1

2

.  
i

jjY YCn
N


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 حساب الشغاار وم امل الارتباط 

 

 اليجيوع

 

20 

 

10 

 

0 

 

10- 

 

20- YC

XC

j

i




 

280 0 0 (0)2 (70)2 (140)1 7- 

300 0 (30-)4 (0)10 (30)8 (60)3 3- 

100 (20)4 (10)1 (0)12 (10-)7 (20-)1 1 

200 (100)1 (50)5 (0)6 (50-)3 0 5 

 اليجيوع 300 160 0 240 180 880

 

 وبالشالي اكوا:

     11
80

880

80

1
,

5

1

4

1

 
 i j

jiij YCXCnYXCov

 

 م يل الارتباط ذو: ومزه

 
33,0

1110

11,


YX

YXCov




 

 

 )التسوية الخطية( مستقيم الانحدار .3.4

فمر ا وأنزما نرامد  راسمشه حسمب  مفشلن فمي آا واحمد.  Nلزفرب أنه لدازا مجشيع إحصامي مكموا ممن 

 ذدفزا ذو تحداد وتحيلل الارتباط بلن ذاتلن الصفشلن.

. Yووزنه  Xأشخاص، و سزا لكل واحد مزه  طوله  10ريى سبلل الي ال مجيورة تحشوي ريى  نييك

 وكاا الغرب ذو  راسة ال لا ة بلن ذ ان اليشغلران.

 ايكززا ترتلب الي طلات في جدول كيا ايي:
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 الأفرا  الطول )مشر( الوزا )كيغ(

 1ر    1.55 58.2

 2ر    1.60 58.1

 3ر    1.62 61.3

 4ر    1.64 65.3

 5ر    1.65 69.5

 6ر    1.70 69.7

 7ر    1.72 70.3

 8ر    1.73 75.4

 9ر    1.76 74.2

 10ر    1.78 82.0

  

ن مرحيممة أولممى اعو نمما حسمماب الشبمماان اليتممشرك وم امممل الارتبمماط الخطممي بي يومممات حممول ال لا ممة بممل فممي

 وحول طبل شها. Yو  Xاليشغلران 

تكموا خطلمة، أي أنممه  Yو  X(، فمذا ال لا مة بمملن -1+( أو )1إذا كماا م اممل الارتبمماط الخطمي مجماورا لممـ )

 :بذمكانزا  لاغشها في شكل م ا لة مسشقل  من التكل

baXY  

، وايكمن bو  aفذا اليطيوب ذو تحداد م اميي الي ا لمة  Yو  Xوليو ول إلى  لاغة نهاملة لي لا ة بلن 

 :حسابهيا كيا ايي

 
 XVar

YXCov
a

,


 

  و

XaYb  

 .رزد تي ليزا له ه الي طلات في م ي ، فذنزا نحصل ريى سحابة نقاط

baXYاسيى اليسشقل  ال ي م ا لشه    الخطلة بيسشقل  الانحدار أو مسشقل  الشسواة. 
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 ي امل الانحدار.ب aاسيى  

 :تطبيقي مثال

 :كيا ايي ليي ال السابق الخطلة م ا لة مسشقل  الشسواة نقوم بذاجا 

2

iY 2

iX iY iX 

90.21 2.4025 58.2 1.55 

92.96 2.56 58.1 1.60 

99.306 2.6244 61.3 1.62 

107.092 2.6869 65.3 1.64 

114.675 2.7225 69.5 1.65 

118.49 2.89 69.7 1.70 

120.916 2.9584 70.3 1.72 

130.442 2.9929 75.4 1.73 

130.592 3.0976 74.2 1.76 

145.96 3.1684 82.0 1.78 

1150.643 28.1063 684 16.75  

115.0643 2.81063 68.4 1.675 
N

 

 

 لدازا

675,1X  4,68وY 

 اكوا بالشاليو

    005,0675,181063,2
2
XVar 

     4943,04,68675,10643,115, YXCov 

 وبالشالي فذا
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 
 

86,98
005,0

4943,0,


XVar

YXCov
a

 

   19,97675,186,984,68  XaYb 

 م ا لة مسشقل  الانحدار ذي ومزه

19,9786,98  XY 

 هامة: نتائج

، و ساواا لهملن أو نحرافلن الي لاراإا الشباان اليتشرك اكوا في  ليشه اليطيقة  وما أ ل من جداة الا (1

 نكشب

  YXYXCov , 

 كيا ايي بدلالة  aكشابة  (2

X

Ya



 

رزد جيع البلانمات لي زاملمة  (3 YX وتي ليهما بلانلما، فمذا ال لا مة بلزهما تشخم  أشمكالا مخشيفمة ريمى الزحمو  ,

 الشالي

 



 
 

   
 

 

 

 

 

 

ثانيالباب ال  

 

 

 مدخل إلى نظرية الاحتمالات
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 الفصل الأول

 

 التحليل التوفيقي وأنواع السحب

 

بل ق، نبدأ البرنامجالجزء من ا هذفي هذا الفصل، نذكر ببعض المفاهيم التي سوف نستخدمها في 

 لتوفيقي،لتحليل ااالتحليل التوفيقي كالمبدأ الأساسي في ببعض المفاهيم الأساسية في  التعريفب شيءكل 

 أنواع السحب.ثم نعرض بعدها  الترتيبات، التبديلات وأخيرا التوفيقات

 

 الأهداف التعليمية للفصل:

 يتعرف الطالب في هذا الفصل على:

 المبدأ الأساسي في التحليل التوفيقي 

 الترتيبة بتكرار ودون تكرار 

 بتكرار ودون تكرار التبديلة 

 التوفيقات 

 .أنواع السحب 
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 التحليل التوفيقي .1.1

 عنصر. nمجموعة أساسية مكونة من   لتكن

 المبدأ الأساسي في التحليل التوفيقي .1.1.1

ثم نجدد بعددها أن عمليدة ثانيدة يمكدن تادكيلها بدـ  ،طريقة مختلفة 1nإذا استطعنا تمثيل عملية ما بـ 

2n لي، عندئذ يكون عدد الطرق المختلفة التي تسدم  بدراراء العمليدات طريقة مختلفة، وهكذا على التوا

 الماار إليها برتباع الترتيب هو الجداء:

....21 nn 

 :مثال

 . 0تتضمن لوحة ترقيم سيارة حرفين لاتينيين مختلفين متبوعين بثلاثة أرقام يختلف أولها عن 

 .عدد اللوحات المختلفة الممكن الحصول عليها بهده الطريقةنحسب 

  261طريقة لاختيار الحرف الأول أي أن  26إذن هناك  26عدد الأحرف اللاتينية هو n، 

  ا لحصددول علددى الحددرف الثدداني فلأن الحددرف الثدداني لا يمكددن اختيدداره مطابقددطريقددة ل 25تواددد

252للأول(، أي أن  n، 

 93طرق مختلفة للحصول على الرقم الأول، أي أن  9 تواد n، 

 104، أي أن ثانيطرق مختلفة للحصول على الرقم ال 10 تواد n، 

 105طرق مختلفة للحصول على الرقم الثالث، أي أن  10 أيضا هناك n. 

 :بتطبيق المبدأ الأساسي للتحليل التوفيقي نجد أن

58500010109252654321  nnnnn 

 مختلفة. ترقيم لوحة 585000 الحصول على ناإذن يمكن

 (Arrangementsالترتيبات ) .2.1.1

 (Arrangement avec répétitionبتكرار ) ترتيبه (1

 .1.1.1تعريف 

، وتعطددى عنصددر nعنصددر مددةخوذة مددن  pنسددمي ترتيبددك بتكددرار كددل تاددكيلة مرتبددة وبتكددرار لددـ 

 بالعلاقة التالية:
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pp

n nA  

 :مثال

، أمدا 5لدى إ 1الثداني يكدون مدن أرقام، أولك يبدأ بالصدفر والدرقم  5رقم الهاتف مكون من ، بلد ما في

 .الأرقام الباقية فهي حرة من أي شرط

 كم رقم هاتف مختلف يمكن تاكيلك في هذا البلد. نريد حساب

 لدينا

 9,8,7,6,5,4,3,2,1,0 

  11تواد طريقة واحدة للحصول على الرقم الأول، أي أن n. 

 52، أي أن ثانيطرق مختلفة للحصول على الرقم ال 5 تواد n، 

 3 تواد

10A 10001033، أي أن لثطرق مختلفة للحصول على الرقم الثا

103  An، 

 :وبتطبيق المبدأ الأساسي للتحليل التوفيقي نجد أن

500010005151 3

10321  Annn 

 رقم هاتف. 5000يمكن تاكيل  وبالتالي

 (Arrangement sans répétitionدون تكرار ) ترتيبه (2

 .2.1.1تعريف 

 ،عنصددر nعنصددر مدةخوذة مددن  pنسدمي ترتيبددك دون تكدرار كددل تادكيلة مرتبددة وبددون تكددرار لدـ 

 وتعطى بالعلاقة التالية:

 !
!

pn

n
Ap

n


 

  :ملاحظات

nin
n

i




...21!
1

 

1!0  

  :مثال

 ة.لأخيربالنسبة للثلاثة أرقام ا نستخدم نفس المثال السابق ولكن في هذه المرة دون تكرار

 
168033651

!38

!8
5151 3

8321 


 Annn 

 رقم هاتف. 1680يمكن تاكيل  وبالتالي
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 (Permutationsالتبديلات ) .3.1.1

 (Permutationsans répétitionتكرار ) دون تبديله (1

 .3.1.1تعريف 

 وتعطى بالعلاقة التالية: ،عنصر nعنصر مةخوذة من  nلـ  كل تاكيلة ،دون تكرار تبديلكنسمي 

 

 
!

!

!
n

nn

n
AP n

nn 


 

 ومنك

!nPn  

 

 (Permutation avec répétitionتبديله بتكرار ) (2

 .4.1.1تعريف 

عنصدرا متادابها  2nعنصدرا متادابها و  1nعنصر من بينهدا  nلـ  بتكرار، كل تاكيلة نسمي تبديلك

knو ... و 
 ، وتعطى بالعلاقة التالية:عنصرا متاابها 

 

!...!!

!

21 k

n
nnn

n
P


 

 :مثال

 مرة. 12نرد  نرمي على التوالي زهرة

 عدد النتائج الممكنة أين كل واك يظهر مرتين. نحسب 

!2!2!2!2!2!2

!12
12


P 

 3مددرات، الددرقم  3يظهددر  2مددرات، الددرقم  5يظهددر  1عدددد النتددائج الممكنددة أيددن الددرقم  نحسددب 

 يظهر مرة واحدة. 4والرقم  مرات 3يظهر 

!0!0!1!3!3!5

!12
12


P
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 (Combinisonsالتوفيقات ) .4.1.1

 .5.1.1تعريف 

 وتعطى بالعلاقة التالية: عنصر. nعنصر مةخوذة من  pكل تاكيلة غير مرتبة لـ  ،نسمي توفيقك

 

 !!

!

pnp

n
C p

n


 

  :ملاحظة

p

n

p

n CpA ! 

  :خواص

1) 10  n

n

n CC. 

2) p

n

p

n

p

n CCC  



1

1. 

3)   pnp
n

p

p

n

n
baCba 




0

 فدستور ثنائي الحد لنيوتن(. 

 :1 مثال

 ورقة.  32أوراق من أوراق اللعب ذات  5نسحب 

 في هذه الحالة هو: عدد النتائج الممكنة

 !532!5

!325

32


C 

 :2 مثال

 شخص.  20أفراد مةخوذة من  3نريد تاكيل لجنة مكونة من 

 هو: يمكن تاكيلها عدد اللجان التي

 
1140

!320!3

!203

20 


C 

 

 :3 مثال

 نساء. 7راال و  5مجموعة مكونة من 

 هو: نساء 3راال و  2يمكن تاكيلها من  عدد اللجان مختلفة التي

   
350

!37!3

!7

!25!2

!53

7

2

5 





CC
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 أنواع السحب .2.1

 الإرجاع بالسحب  .1.2.1

فدي  فيك اختيار عنصر من مجموعدة ثدم إعادتدك إليهدا، ممدا يعندي أندك يمكدن سدحبك مدرة أخدر  يتم

 المرة التالية. 

عنصددر مددر اعرادداع لكددل عنصددر بعددد  nعنصددر مددةخوذة مددن  pعدددد الطددرق الممكنددة لسددحب

 .pnالسحب قبل إاراء السحب الموالي هو 

  :مثال

 كرات 5لدينا صندوق بك   edcba  ، نسحب كرتين على التوالي مر اعرااع.,,,,

 هو: عدد الطرق الممكنة لهذا السحب

2552 pn. 

 

 السحب دون إرجاع .2.2.1

ثدال، سدبيل الم يتم فيك اختيار عنصر من مجموعة ثم استبعاده، فلا يمكن سحبك مرة أخدر . علدى

كددرات ملونددة، عنددد سددحب كددرة وعدددم إرااعهددا، يتندداقص عدددد  5إذا كددان لدددينا صددندوق يحتددوي علددى 

 .الكرات المتاحة للسحب التالي

 نميز حالتين:و

عدد الطرق الممكنة هو  مع مراعاة الترتيب: 
p

nA. 

عدد الطرق الممكنة هو  دون مراعاة الترتيب: 
p

nC. 
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 ثانيالفصل ال

 

 التجارب العشوائية والفضاء الاحتمالي

 

دث ا، الحلنظرية الاحتمال وخواصها وقوانينه الأساسية في هذا الفصل، نذكر ببعض المفاهيم

إلى  عدئذ نمربافية، المستقلة والمتن والإحداثوأنواع الأحداث والتمييز بين قاعدة الجمع وقاعدة الجداء 

 لتعريف بالاحتمال الشرطي ونظرية بايز.ا

 

 

 الأهداف التعليمية للفصل:

 يتعرف الطالب في هذا الفصل على:

  لنظرية الاحتمالالمفاهيم الأساسية 

 الأحداث البسيطة والمركبة 

 احتمال الحدث 

 الاحتمال الشرطي والأحداث المستقلة 

 .قانون الاحتمال الكلي وقاعدة بايز 
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 تذكرة وتعاريف هامة .1.2

 نذكر أولا ببعض المفاهيم الأساسية في نظرية القياس.

 )مجموعة الأجزاء( .1.1.2 تعريف

، نرمز بـ من أجل كل مجموعة  P .بمجموعة أجزاء هذه المجموعة 

  :مثال

لتكن  1,2,3 مجموعة أجزاء ، :هي 

              , , 1 , 2 , 3 , 1,2 , 1,3 , 2,3  P 

 . )أصلي مجموعة(2.1.2تعريف 

 ، عدد عناصر هذه المجموعة. ونكتبنسمي أصلي مجموعة منتهية  Card . 

 :مثال

لتكن 10,...,1,0:يكون لدينا ، 

  11Card
 

 )العشيرة( .3.1.2 تعريف

نسمي  PF ( عشيرة أوإذا كان )جبر: 

1) F. 

FفإنINi ،FiAإذا كان  (2


i
INi

A. 

 .FcAإذن  FAإذا كان  (3

 .Fعنصر في العشيرة  A، حيث A  نسمي مجموعة قابلة للقياس، كل مجموعة 

كل مجموعة مزودة بعشيرة تسمى فضاء قابل للقياس، ونكتب   F,. 
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 )العشيرة المولدة( .4.1.2تعريف 

جزء من Mلتكن  P نسمي عشيرة مولدة بـ .Mتقاطع كلل العشلائر التلي تحتلوى عللى ،M و ،

نكتب  M. 

 )العشيرة البوريلية( .5.1.2تعريف 

ليكن  ,  فضاء طبولوجي، نسمي عشيرة بوريلية على  نسلبة إللى  و نرملز لهلا بلـ 


B ،

 .العشيرة المولدة بمفتوحات 

 )قابلية القياس( .6.1.2تعريف 

 نقول أن التطبيق   FA ,,: Ef  قابل للقياس، إذا كان: 

  A   F,   BfB 1
 

 أن حيث A,  و F,E .فضاءان قابلان للقياس 

 )القياس( .7.1.2تعريف 

 ليكن F,  فضاء قابل للقياس، نسمي التطبيق  ,0:Fقياس إذا وفقط إذا كان ،: 

1)   0. 

إذا كانت  (2  INnnA متتالية قابلة للعد لمجموعات من Fفإن ، منفصلة مثنى مثنى: 

 


















1
1

n

nn
n

AA  

 )الاحتمال( .8.1.2تعريف 

 الفضاء نسمي احتمال على F, كل تطبيق ،IP حيث:  1,0: FIP 

 يحقق

1)   1IP. 

من أجل كل متتالية  (2  INnnA  حيثFnAمنفصلة مثنى مثنى، لدينا ،: 

 


















1
1

n

nn
n

AIPAIP 
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 مفاهيم أساسية في الاحتمالات .2.2

 التجربة العشوائية .1.2.2

 ائها بدقة.كل تجربة لا يمكن التنبؤ بنتائجها مسبقا قبل إجر نسمي تجربة عشوائية. 1.2.2تعريف 

  :مثال

 ..تجربة رمي زهرة نرد، تجربة رمي قطعة نقدية،.

 فضاء العينة  .2.2.2

 أو مجموعة النتائج الممكنة أو مجموعة الإمكانيات. المجموعة الأساسية  نسمي. 2.2.2تعريف 

  :مثال

تجربة رمي زهرة نرد، مجموعة الإمكانيات هي  في 6,5,4,3,2,1 . 

في تجربة رمي قطعة نقدية، مجموعة الإمكانيات هي  PF,. 

 الأحداث .3.2.2

 كل جزء من مجموعة إمكانيات التجربة العشوائية. Aأو حادثة  حدثنسمي  (1

 مثال

ن مزئية جفي تجربة رمي زهرة نرد مرة واحدة، المجموعات التالية تشكل أحداث لأنها مجموعات 

 :فضاء العينة 

 عدد فردى، أى أن  ظهور 5,3,1A. 

  أى أن 2ظهور عدد أكبر تماما من ، 6,5,4,3B. 

المكون من جميع عناصر فضاء العينة التي لا  هو الحدثAللحدث  أو المتمم الحدث المعاكس (2

AAA، ونكتبAتنتمي إلى  c . 

 

  :مثال

الحصلول عللى وجلح يحملل رقلم زوجلي أى أن  دثهلو حل Aتجربلة رملي زهلرة نلرد، الحلدث  فلي

 6,4,2A. 

  الحدث المعاكس للحدثA  هو 5,3,1A. 
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 وهو الحدث المكون من مجموعة النتائج الممكنة للتجربة. الحدث الأكيديسمى  الحدث  (3

وهو الحدث الذى لا يحتوى على أية نتيجة، كظهور عدد  الحدث المستحيليسمى  الحدث  (4

 سالب في تجربة رمي زهرة نرد.

 )الأولي( هو كل مجموعة مكونة من عنصر واحد فقط. الحدث الابتدائي (5

 :1مثال

الحوادث الأولية في تجربة رمي قطعة نقدية هي  F ، P. 

 :2مثال

الحوادث الأولية في تجربة رمي قطعتين نقديتين هي  FP ، PF ، PP ، FF. 

 هو كل مجموعة مكونة من عنصرين أو أكثر. الحدث المركب (6

 :مثال

فللي تجربللة رمللي زهللرة نللرد، نسللمي حادثللة الحصللول علللى وجللح علللوى يحمللل رقمللا فرديللا بالحللدث 

المركب أى أن  5,3,1A 

أو  Bأو تنتمي إلى  Aهو الحدث المكون من جميع العناصر التي تنتمي إلى  BA الحدث (7

 .(أو كليهما Bأو وقوع  Aمعناه وقوع تنتمي إلى كليهما )

 

في  Bوتنتمي إلى  A هو الحدث المكون من جميع العناصر التي تنتمي إلى BAالحدث  (8

 .(معا Bووقوع  Aمعناه وقوع آن واحد )

 

 Bغير الموجودة في  Aهو الحدث المكون من جميع العناصر الموجودة في BAالحدث  (9

 .(Bوعدم وقوع  Aمعناه وقوع )
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 نلاحظ أن ملاحظة:

BABA  

بالتالي و احد)المنفصلة( هي الحوادث التي لا يمكن أن تتحقق معا في آن و الحوادث المتنافية (10

يعطي تقاطعها مجموعة خالية، ونكتب  BA. 

 

 الاحتمال فضاء .3.2

 . 1.3.2 تعريف

نسمي فضاء احتمال، الثلاثية  IP,,F حيث: 

1) .مجموعة : 

2) F عشيرة أحداث، وعناصر :F .تسمى أحداث 

3) IPالعشيرة : قياس موجب على F، حيث   1IP  10و  IP. 

 

 خواص الاحتمال .4.2

 الفضاء معرف على IPكل احتمال  F, التالية يحقق الخواص: 

1)   1IP. )من تعريف الاحتمال( 

2)    AIPAIP 1 

 مع الاتحاد المنفصل، يكون لدينا إذن AAلدينا
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       AIPAIPAAIPIP 1
 

 ومنح 

   AIPAIP 1 

3)   0IP. 

 ، إذنلدينا

      0111  IPIPIP 
 

 ومنح

  0IP 

 حالات خاصة للخاصية الثانية من تعريف الاحتمال (4

  إذا كان BAفإن ،     BIPAIPBAIP  

 إذا كانت 
 

niiA
1 منفصلة مثنى مثنى، فإن 

 














n

i

ii

n

i
AIPAIP

1
1

 

5)        BAIPBIPAIPBAIP حيث ، A  وB .حدثان كيفيان 

 لدينا     BAABBABA  .حيث أن المجموعات منفصلة مثنى مثنى 

 يكون لدينا إذن

         1BAIPABIPBAIPBAIP  

 ولدينا   BABAA   المجموعات المنفصلة، إذن اتحادمع 

     BAIPBAIPAIP  

 أى أن 

     BAIPAIPBAIP  

 ولدينا   ABBAB   المجموعات المنفصلة، إذن اتحادمع 
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     ABIPBAIPBIP  

 أى أن

     BAIPBIPABIP  

وبالتعويض في 1 أن نجد 

       BAIPBIPAIPBAIP  

6)    BIPAIP  BABA,  F, 

لدينا  ABAB   منفصل، ويكون لدينا إذن الاتحادأين 

       AIPABIPAIPBIP  

 ومنح

   AIPBIP  

 الاستمرار المتزايد و المتناقص (7

,,...,...,لللتكن متتاليللة الحللوادث  21 nBBB  مللنF  1ولللتكن متزايللدة )أى أن مللن أجللل كلللn لللدينا ،

1 nn BB1)أى أن من أجل كل  ( أو متناقصةn 1، لدينا nn BBإذن ،) 

 في حالة التزايد 
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n
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 وحسب بديهية الجمع القابلة للعد لدينا

   k
k

n

k

k BIPBIP
1

1





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 في حالة التناقص 

   n
n

n
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BIPBIP
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lim
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 لدينا
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 باستخدام الطريقة الأولى كما يليأو 

لدينا 
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


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 الجمعية الجزئية القابلة للعد (8

,,...,...,لتكن متتالية الحوادث  21 nBBB  ملنF . إذن السلسللة k

k

BIP


1 
متقاربلة أو متباعلدة و  إملا

 في هذه الحالة يكون

   n
n

k

k

BIPBIP
1

1







 

nnمتتالية الحوادث المعرفة بـ  BBBC   متزايدة، نستطيع تطبيق الخاصية  21...

       nn BIPBIPBIPBBBIP  ...... 2121 

,,...,...,حيث 21 nBBB منفصلة مثنى مثنى، فنجد أن 
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 الاحتمال تساوي .5.2

ل هللي تلللت التللي تتعلللق بتجللارب تتصللف بعللدد منتللح مللن إن أبسللط الحللالات فللي حسللاب الاحتمللا

nIPIPIP الابتدائية وتكون الأحداث الابتدائية متساوية الاحتمال، أى أن الأحداث   فإن 21...

 


CardN
IPIPi i

11
,∀ 

  :مثال

 الحوادث الأولية هو: احتمال ،في تجربة رمي زهرة نرد

           
6

1
654321  IPIPIPIPIPIP 

 نقول في هذه الحالة أن الاحتمال متساوى التوزيع.

)مركب أو ابتدائي( حيث أن  Aومن أجل حدث  PAفإن ، 

 
 
  N

n

Card

ACard
AIP 




 

 1مثال

، أى أن 3حادثللة الحصللول علللى وجللح يحمللل رقللم مضللاعف للعللدد  Aفللي تجربللة رمللي زهللرة نللرد، 

 6,3A ومنح احتمال الحادثة ،A هو: 

 
 
  3

1

6

2





Card

ACard
AIP

 

 2مثال 

كرات صفراء، تسحب عشوائيا ثلاث  6كرات حمراء و  5كرات بيضاء و  4يحتوى صندوق على 

 الأحداث التالية: كرات من الصندوق معا. لتكن

a) A،الحصول على ثلاث كرات حمراء 

b) B،الحصول على ثلاث كرات لها نفس اللون 

c) C،الحصول على ثلاث كرات مختلفة الألوان 

d) D.الحصول على كرة صفراء واحدة على الأقل 

DCBAأحسب احتمال كل من الأحداث  ,,,. 
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 الحل

4553لدينا 

15  CN 

a)  
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6 
C

C
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b)  
455
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3
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3

6

3

5

3

4 



C
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c)  
455

120
3
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1

6

1

5

1

4 



C

CCC
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d)  
455

371..
3

15

3

6

1

9

2

6

2

9

1

6 



C

CCCCC
DIP 

 

 الاحتمال الشرطي .6.2

إذا كلان من المسائل المهمة في حساب الاحتملال دراسلة العلاقلات الاحتماليلة ملا بلين الأحلداث، فل

A  وB  حدثين متعلقين بتجربة معينة فإن وقوع أحد هذين الحدثين قد يؤثر على احتمال وقوع الحدث

 الآخر.

 .1.6.2 تعريف

 لللليكن IP,,F ،ولللليكن فضلللاء احتملللال A  وB ،أن حيلللث حلللدثين معلللرفين عللللى نفلللس الفضلللاء

  0BIP. 

، ونرملز للح بلالرمز قلد وقلع Bعلملا أن الحلدث  Aالاحتمال الشرطي للحلدث  BAIP  أو AIPB ،

 عرف كما يلي: ي

   
 
 BIP

BAIP
BAIPAIPB



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 :مثال

احتمال اقلاع )مغادرة( رحلة طيران نظامية في الوقت المحدد لها هو   83.0DIP واحتمال أن ،

هو  تصل في الوقت المحدد لها  82.0AIP كما أن احتمال المغادرة والوصول في الوقت المحدد ،

لها هو   78.0DAIP:أوجد احتمال أن . 

a) .تصل الطائرة في الوقت المحدد علما أنها أقلعت في الوقت المحدد 

b) .تقلع الطائرة في الوقت المحدد علما أنها وصلت في الوقت المحدد 

c)  لم تقلع في الوقت المحدد.تصل الطائرة في الوقت المحدد علما أنها 

 الحل:

a)  
 
 

94.0
83.0

78.0





DIP

DAIP
DAIP 

b)  
 
 

95.0
82.0

78.0





AIP

ADIP
ADIP 

c)    
 

   
 

24.0
17.0

04.0

83.01

78.082.0

1















DIP

DAIPAIP

DIP

DAIP
DAIP 

 :نتيجة

 نستنتج من تعريف الاحتمال الشرطي أن:

 ، فإنBA إذا كان (1     CBIPCAIPCBAIP ///  

2)    BAIPBAIP /1/  

3)          AIPABIPBIPBAIPBAIP //  

  :مثال

اة زرقاء، سحبنا كرتين )سحب دون إرجاع ودون مراع 7خضراء و  5كرة،  12وعاء يحتوى على 

 لترتيب(.ا

 احتمال أن يكونا زرقاوين. نحسب 

 1 نضعA .حدث ظهور كرة زرقاء في المرة الأولى 

 2 نضعA .حدث ظهور كرة زرقاء في المرة الثانية 
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21يصبح في هذه الحالة حدث ظهور كرتين زرقاوين هو الحدث  AA  

     
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 )احتمال السبب( بايز قاعدة .7.2

 نأا. ولنفرض أن هناك عدد من الأسباب المعينة التي يؤدى وقوع أحدها إلى حدوث حادثة م

اب ذه الأسبمن ه أننا نعلم مسبقا احتمال تحقق كل سبب هذه الحادثة تقع إذا وقع أحد أسبابها. ولنفرض

عني ايز توكذلت نعلم الاحتمال الشرطي لهذه الحادثة عند تحقق كل سبب من أسبابها. إن نظرية ب

ا مسبق بحساب احتمال أن يكون سببا محددا من الأسباب هو مصدر حدوث هذه الحادثة والتي نعلم

 لذى يعنيلكلي اافإنح لابد من التطرق لما يسمى بقانون الاحتمال بحدوثها. وقبل استعراض نظرية بايز 

 بحساب وقوع هذه الحادثة بغض النظر عن السبب.

 الاحتمال الكلي .1.7.2

 ..2.71 قضية 11 

 ليكن IP,,F  .الأحلداثفضاء احتمال nAAA ,...,, أن ، متنافيلة مثنلى مثنلى، حيلثتجزئلة للـ  21

i

n

i
A

1
 ، إذا كانB  حدث حيث FBفعندئذ يكون لدينا ، 
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 ومن جهة أخرى
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     ii ABIPAIPBIP . 

  :مثال

رقاء، ز 8حمراء و  2زرقاء، ويحتوى الثاني على  2حمراء و  3كرات،  5وعاء يحتوى الأول على 

 ولهما نفس الأفضلية للسحب.

 احتمال سحب كرة حمراء. نحسب 

 نضع H .حدث ظهور كرة حمراء 

 1 نضعA  .سحب كرة من الوعاء الأول 

 2 نضعA .سحب كرة من الوعاء الثاني 

 يكون: ومنح

     
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 وبالتالي ينتج أن:
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 قاعدة بايز  .2.7.2

 . )نظرية بايز(.2.71نظرية  11 

nAAAإذا كانت  ,...,, ، وكلان تجزئلة للـ  21 FB  فلي الفضلاء IP,,F ، دينا: للفعندئلذ يكلون

 nj ,.......2,1 

 
 
 
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وهذا ينتج من تعريف الاحتمال الشرطي، ومن القضية السابقة، ويمكن أن ننظر إلى الأحداث  
niiA

,1 

، وذلللت أن أحللدهما فقللط يقللع. فللإذا وقللع Bعلللى أنهللا تمثللل دور الأسللباب التللي أدت إلللى وقللوع الحللدث 

 هو السبب، هو الاحتمال jA، فإن احتمال أن يكون Bالحدث 

 
   

   



n

i

ii

jj

j

ABIPAIP

ABPAP
BAP

1

.

.
 

 :مثال

321ثلللاث آلات لللتكن لللدينا  ,, HHH مللن إنتللان مصللنع مللا،  25%، 35%، 40% تنللتج علللى الترتيللب

 يئة.من إنتان هذه الآلات ردىء. أخذنا عينة من هذا الإنتان ووجدناها رد 5%، 4%، 2%نفرض أن 

 احتمال أن تكون من إنتان الآلة  نحسب
1H. 

31حيث  iHالسلعة من إنتان  iAحسب قاعدة بايز نضع   i  و ،B .سحبنا سلعة رديئة 

المقصود إذن هو حساب  BAIP 1
. 

 لدينا

 
   
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 حيث أن
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 الحدثان المستقلان .8.2

 .1.8.2 تعريف

 ، فإنBلا يؤثر في احتمال وقوع  Aحدثان وكان وقوع  ,FBAإذا كان 

   BIPABIP / 

 حدثان مستقلان. Bو  A أن عندئذ فنقول

 وبما أن 

 
 
 AIP

BAIP
ABIP

∩
/  

 فإن

A  وB مستقلان      BIPAIPBAIP 

  :مثال

رمى شخصان في اتجاه للو  واحلد معللق فلي جلدار، واحتملال إصلابتهما للهلدف هلو 
10

4
للوول و  

10

7
 

 للثاني.

 احتمال إصابة الهدف نحسب 

 1 نضعA
حادثة إصابة الأول الهدف، أى أن   

10

4
1 AIP. 

 2 نضعA
حادثة إصابة الثاني الهدف، أى أن   

10

7
2 AIP. 

21حدث إصابة الهدف هو  AA أى أنح علينا حساب ،  21 AAIP  

 لدينا 

       212121 AAIPAIPAIPAAIP  

مستقلان أى أن  2Aو  1A الحدثان نلاحظ أن     2121 . AIPAIPAAIP  

 وبالتالي ينتج
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         

50

41

100

82

100

28
-

10

7

10

4

. 212121



 AIPAIPAIPAIPAAIP
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 لثثاالفصل ال

 

 المتغيرات العشوائية

 

نون من قا المتغيرات العشوائية وحيدة البعد وخصائصهاإلى دراسة  نتطرق في هذا الفصل

نها طعة مالمتق أشهر التوزيعات الاحتماليةاحتمال وتابع توزيع وغيرها من الخصائص، كما سنعرض 

ي تماثلة فة المالتي يمكن أن يكون أي منها توزيعا احتماليا لعدد من المتغيرات العشوائي والمستمرة

وزيعها نون تل في تشكيل قاسلوكها والمختلفة ببعض أو كل مميزاتها العددية أو بالثوابت التي تدخ

 الاحتمالي.

 

 

 الأهداف التعليمية للفصل:

 يتعرف الطالب في هذا الفصل على:

 المتغيرات العشوائية الحقيقية 

 تابع التوزيع 

 قوانين الاحتمال الشهيرة 

 الأمل الرياضي والتباين 

 ز.يالتابع المولد للعزوم والتابع المم 
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 المتغير العشوائي الحقيقي .1.3

 .1.1.3 تعريف

لييكن  IP,,F الفضيا  نسيمي متغيير عشيوائي حقيقيي معيرف عليى .فضيا  احتميال  IP,,F  كيل

 تطبيق قابل للقياس

   : , , ,X IP IR
IR

 F B
 

 تقسم المتغيرات العشوائية إلى نوعين أساسيين هما:

 لقيم.من ا أو النقطي هو الذي يأخذ عددا منتهيا أو قابلا للعد المتغير العشوائي المتقطع 

 هو الذي يأخذ كل قيم مجال محدود أو غير محدود. المتغير العشوائي المستمر 

  :مثال

أن ، نجدمتتاليتين مرتين متزنة يةقطعة نقد ميرن PPPFFPFF ,,, 

 :فنجد أن، التجربة هفي هذ F مرات ظهور الوجه هو عدد X نعتبر أن

 
   
  2

1

0







FFX

PFXFPX

PPX

  

 تكون قيم المتغير العشوائي كما يلي: بالتاليو

   0,1,2X   

 . قانون احتمال المتغير العشوائي2.3

 .1.2.3 تعريف

حيث  ،متغير عشوائي حقيقي X ليكن   : , ,X IP IR
IR

 F, B 

على العشيرة  XIPنعرف التابع 
IR
B يلي كما: 

        -1

X, ; XB IP B IP X B IP X B IP B
IR

 
 

        
 

B
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  :مثال

 :، فيكون لدينا(F) هو عدد مرات ظهور الوجه X ، وليكنمتتاليةنلقي قطعة نقدية ثلاث مرات 

 

.,,,

,,,,

,,,,,,,

8765

4321

PPPFPPPFPPPF

PFFFPFFFPFFF

PPPFPPPFPPPFPFFFPFFFPFFF









 

 
1

8
iIP              و PF 

 

     

     

  0

1

2

3

8

765

432

1

















X

XXX

XXX

X

 

 بالتاليو

   X 0,1,2,3  

 :Xالمتغير العشوائي  قانون احتمال

 عدم ظهور أي وجه احتمال                                           
1

0
8

IP X IP PPP   

 احتمال ظهور وجه واحد                              
3

1 , ,
8

IP X IP PPF PFP FPP   

 احتمال ظهور وجهين                                  
3

2 , ,
8

IP X IP PFF PFF FPF   

 احتمال ظهور ثلاث أوجه                                             
1

3
8

IP X IP FFF   

 :جدوليا كما يليقانون الاحتمال يعطى 

3 2 1 0 X 

1

8
 

3

8
 

3

8
 

1

8
 XIP 
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 المتغير العشوائي تابع توزيع. 3.3

 )تابع التوزيع( .1.3.3تعريف 

المعرف على فضا  الاحتمال  Xلمتغير العشوائي الحقيقي انسمي تابع توزيع  IP,,F التابع ،XF 

 :بـ IRالمعرف على 

      xIPxXIPxFIRx X ,, 
 

  )خواص تابع التوزيع(..31.3 قضية

1) XF تزايدة علىمIR. 

2)  lim 0X
t

F t


و lim 1X
t

F t


 . 

3) XFستمرة من اليمين.م 

4) 
XF .لديها نهاية من اليسار عند كل نقطة 

 البرهان

yxإذا كان  (1 إذن ، yXxX   و منه   yXIPxXIP . 

بما أن  (2
XF ،متزايدة 

      

    0,

,limlimlim

1



















X
n

X

X
n

X
n

X
t

IPnIP

nIPnFtF

 

 نفس الشي  بالنسبة لـ

      

    1,

,limlimlim

1

















IRIPnIP

nIPnFtF

X

n

n
X

X
n

X
n

X
t

 

 متزايدة، XFبما أن  (3

 

    .,
1

,

1
,lim

1
limlim

1
xFxIP

n
xIP

n
xIP

n
xFyF

XX
n

X

X
n

X
n

X
xy


















































 
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بما أن  (4
XF .متزايدة و محدودة، فهي تملك نهاية من اليسار عند كل نقطة 

 

 تابع التوزيع في حالة المتغير العشوائي المتقطع .1.3.3

متغير عشوائي متقطع معرف على فضا  الاحتمال  Xليكن  IP,,F يمكن تعريف التابع ،XF  كما

 يلي:

 

 

   

     






























nn

X

xxxXIPxXIPxXIP

xxxxXIPxXIP

xxxxXIP

xx

xF

;...

.

.

.

;

;

;0

21

3221

211

1

 

 :مثال

المتغير العشوائي الذي يدل على مجموع  Yمن النرد المتزن مرة واحدة. ليكن  في تجربة رمي زوج

 .Yأرقام الوجهين الظاهرين. أوجد تابع التوزيع الاحتمالي للمتغير 

 

 



المتغيرات العشوائية                                                   الثالث                  الفصل  
 

 84                                                     الأستاذة: صغير ف. ز.                                                                          
 

 :الحل

  :من معطيات التجربة نجد أن قيم المتغير العشوائي هي

   Y 2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12 
 

، نجد أن:Yنحسب قانون الاحتمال للمتغير العشوائي 
 

    

      

        

          

1
2 1,1

36

2
3 1,2 , 2,1

36

3
4 1,3 , 2,2 , 3,1

36

4
5 1,4 , 2,3 , 3,2 , 4,1

36

IP Y IP

IP Y IP

IP Y IP

IP Y IP

  

  

  

  

 

 وهكذا وبنفس طريقة الحساب، نحصل على جدول التوزيع الاحتمالي التالي:

 

12 11 10 9 8 7 6 5 4 3 2 Y 

36

1

 36

2

 36

3

 36

4

 36

5

 36

6

 36

5

 36

4

 36

3

 36

2

 36

1

  yYIP  

 

 هو: Yوبالتالي يكون تابع التوزيع للمتغير العشوائي 
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 

   

     

       

 

 

 

 

 

 

 

 





























































12;112

1211;
36

35
11

1110;
12

11
10

109;
6

5
9

98;
36

13
8

87;
12

7
7

76;
12

5
6

65;
18

5
5

54;
6

1
4324

43;
12

1
323

32;
36

1
22

2;0

xxIP

xxIP

xxIP

xxIP

xxIP

xxIP

xxIP

xxIP

xxIPxIPxIPxIP

xxIPxIPxIP

xxIPxIP

x

yFY

 

 تابع التوزيع في حالة المتغير العشوائي المستمر .3.3.2

 )متغير عشوائي ذو كثافة( .3.3.2تعريف 

 ، إذا كانfكثافة ذو ، متغير عشوائي Xنقول أن المتغير العشوائي 

    

b

a

dxxfbaXIP ,

 

 ملاحظة:

       bXaIPbXaIPbXaIPbXaIP 

 

 )تابع الكثافة( .3.3.3تعريف 

 :معرف بـ fنسمي تابع )دالة( كثافة احتمالية كل تطبيق 
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 xfx

IRIRf



 :

 

 حيث أن

 من أجل كل x  منIR ،  0xf . 

   1




dxxf 

 . )تابع التوزيع(.34.3تعريف 

 :يمكن تعريفها كما يلي XF متغير عشوائي مستمر فإن Xإذا كان 

      IRxdttfxXIPxF

x

X  


; 

 :كما يلي X احتمال المتغير العشوائي وفي هذه الحالة يكون قانون

          

b

a

XXX dttfaFbFbaIPbxaIP ,

 

 :مثال

 :كثافته الاحتمالية هي متغير عشوائي حقيقي،Xليكن 

 


 


ailleurs,                   0

10 ,                2 xx
xf 

 نلاحظ أن

   IRxxf  ,0  

     0,0
_

 


duufxFx

x

X  

      




0

2

0_

20,10 xudududuufxFx

xx

X  
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      




0

1

1

0_

1020,1

xx

X duudududuufxFx  

 :ومنه يكون تابع التوزيع كما يلي

 
















1 ;                1

10 ;             

0 ;               0

2

x

xx

x

xFX

 

 عزوم المتغير العشوائي  .4.3

 الرياضي( الأمل) .1.4.3تعريف 

 العشوائي  نعرف الأمل الرياضي للمتغيرX أنه حاصل الجمع الناتج عن ضرب كل قيمة للمتغير ،

 الاحتمال المناظر لها في X العشوائي xXIP  وهذا في حالة .X .متغير عشوائي متقطع 

 ونكتب:

   i
i

i xXIPxXIE  

 العشوائي نعرف الأمل الرياضي للمتغير X، تكامل حاصل ضرب  أنهx  في دالة الكثافة xf ،

 :متغير عشوائي مستمر. ونكتب Xوهذا في حالة 

   dxxxfXIE
IR

 

 ..31.4نظرية  18 

 فإن، b و aمن أجل كل زوج ثابت 

   IE aX b aIE X b   

 البرهان

 في حالة المتغير العشوائي المتقطع 
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   
 

 

 

   
 

 

; 0

; 0 ; 0

x p x

x p x x p x

IE aX b ax b p x

a xp x b p x

aIE X b



 

  

 

 



  

 في حالة المتغير العشوائي المستمر 

     

   

 

IE aX b ax b f x dx

a x f x dx b f x dx

aIE X b





 

 

  

 

 



  

 (والانحراف المعياري )التباين .2.4.3تعريف 

 :بـ Xنعرف تباين المتغير العشوائي 

     2

Var X IE X IE X 

 

 :نعرف أيضا الانحراف المعياري بـ

 X Var X  

 )خواص التباين( ..31.4 قضية 18 

 .IRمن  bو  a من أجل كل

1)   0Var X  

2)       
22Var X IE X IE X  

3)    2Var aX a Var X 

4)    Var X b Var X  

5)   0XV إذا و فقط إذا كانX  ثابت..sp 
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 البرهان

 الخاصية الأولى واضحة. (1

 نضع (2 IE X  ، 

     

  

  

   

   

 

 

    

2

2

2 2

2 2

2 2

2 2 2

2 2

22

2

2

2

2

Var X IE X IE X

IE X

IE X X

IE X IE X

IE X IE X

IE X

IE X

IE X IE X



 

 

 

 



 

 

  

  

  

  

 

 

 

3)  

     

    
   

 

2

2

22

2

Var aX IE aX IE aX

IE a X IE X

a IE X IE X

a Var X

 

 

 

 

4)  

     

   

   

 

2

2

2

Var X b IE X b IE X b

IE X b IE X b

IE X IE X

Var X

    

   

 


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cXإذا كان  (5   ثابت..sp إذن ،    ccIEXIE   و    222 ccIEXIE ومنه ، 

  2 2 0Var X c c   

 )التغاير( .3.4.3تعريف 

متغيييييرين عشييييوائيين، حييييث أن  Yو  X لييييكن Var X    و Var Y  نعييييرف تغيييياير ، 

، ونكتب Y و X المتغيرين العشوائيين YXCov  :بـ ,

        

     YIEXIEXYIE

YIEYXIEXIEYXCov



,

 

  :ملاحظات

    ,Cov X X Var X 

  إذا كانXوY مستقلتين، يكون لدينا: 

        0,  YIEXIEXYIEYXCov

 

 ..32.4ية قض 18 

متغيرين عشوائيين، حيث  Y و Xإذا كان   2XIE  و  2YIEفإن . 

       2 ,Var X Y Var X Var Y Cov X Y   

 

 البرهان

       

      

               

               

     

22

22 2

2 22 2

2 22 2

2

2 2

2 2

2 ,

Var X Y IE X Y IE X Y

IE X XY Y IE X IE Y

IE X IE XY IE Y IE X IE X IE Y IE Y

IE X IE X IE Y IE Y IE XY IE X IE Y

Var X Var Y Cov X Y

    

    

     

     

  
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 التابع المولد للعزوم .5.3

 ..31.5 تعريف

 :بـ Xللمتغير العشوائي  ، التابع المولد tنعرف من أجل كل حقيقي

  في حالةX متغير عشوائي مستمر 

   tX tx

X X

IR

t IE e e f x dx     
 

 في حالة X متغير عشوائي متقطع 

     
x

txtX xpeeIEt
 

 

. الدالة المميزة.36
 

 ..31.6 تعريف

 t( دالة المتغير الحقيقي X)أو لقانون  Xالمميزة لـ  متغير عشوائي حقيقي. نسمي الدالة Xليكن 

 :المعرفة بـ

  في حالةX متغير عشوائي مستمر 

     dxxfeeIEt X

IR

itxitX

X 

 

 في حالة X متغير عشوائي متقطع 

    k

Ik

itxitX

X peeIEt k



 

  :مثال

ل ة، نحسيب كياعتمادا علــــــى نتائج تجربة السابقة والمتمثلة فيي رميي قطعية نقديية ثيلاث ميرات متتاليي

من الأمل الرياضي  IE X  والتباين XVar  للمتغيــر العشوائيX  :كما يلي 

 لدينا مما سبق:
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3 2 1 0 X 

1

8
 

3

8
 

3

8
 

1

8
 XIP 

 

 حساب الأمل الرياضي 

   

       

       

4

1

1 1 2 2 3 3 4 4

1 3 3 1 3
0 1 2 3

8 8 8 8 2

i i

i

E X x IP X x

x IP X x x IP X x x IP X x x IP X x



 

       

       
           

       



 

 حساب التباين 

 لدينا

     
22Var X IE X IE X  

 ولدينا

   

       

4
2 2

1

1 3 3 1
0 1 4 9 3

8 8 8 8

i i

i

IE X x IP X x


 

       
           

       


 

 وبالتالي

 
4

3

2

3
3

2









XVar 

نحسب كــــل من الدالـــة المولـــدة للعــــزوم  t والدالــة المميــزة  tx :كما يلي 
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     

       

   

4

1

0 2 3

2 3

3 2

0 1 2 3

1 3 3 1

8 8 8 8

1 3
1

8 8

ix txt

i

i

t t t t

t t t

t t t

t IE e e IP X x

e IP X e IP X e IP X e IP X

e e e

e e e




  

       

     
        

     

   



 

 وبالتالي

       3 21 3
1

8 8

ixt it it it

X t IE e e e e     

 
 ..31.6 نظرية 18 

 فإن، IRمن  tمتغيرين عشوائيين مستقلين. من أجل كل  Yو  Xليكن

     ttt YXYX   

 

 التوزيعات الاحتمالية الشهيرة .7.3

 )المتقطعة( التوزيعات الاحتمالية للمتغيرات المنفصلة .1.7.3

 (Distribution de Bernoulliتوزيع برنولي ) (1

 أي أن ،1و  0هنا يأخذ قيمتين فقط هما  Xأن  حيث يهو أبسط مثال للتوزيع النقط

   1,0X 

الحدث المتعلق بتجربة معينة واحتماله هو  A نعتبر  pAIP حيث أن ،: 

  1X A    0AX   و 

 هو Xقانون احتمال 
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   

   

1

0 1

IP X IP A p

IP X IP A p q

   



    

 

 ونكتب

 pX B 

 يعطى بالشكل قانون توزيع برنولي

      1,0,1..
11 
 kppqpkXIPkf

kkkk 

 ..31.7قضية  11 

متغير عشوائي يتبع توزيع برنولي حيث  Xإذا كان  1,0pفإن ، 

  pXIE   و   ppXVar  1 

 البرهان

 لدينا

      ppppxXIE i

i

i 


110
2

1
 

 ومن جهة أخرى، لدينا

      

       

 pp

pp

ppp

XIEXIEXVar









1

110

2

222

22

 

 

 

 



المتغيرات العشوائية                                                   الثالث                  الفصل  
 

 95                                                     الأستاذة: صغير ف. ز.                                                                          
 

 (Distribution Binomialeثنائي )الالتوزيع  (2

متعليق بتجربية معينية واحتماليه  Aنعتبر نفس الشروط المتبعة فيي توزييع برنيولي أي أن هنياث حيدث 

  pAIP نفرض أننا كررنا هذه التجربة ، وn  مرة، نعتبير فيي كيل ميرة متغيير عشيوائيiX  حييث

,...2,1i. 

 الذي يعني أن الأمر، iهو متغير برنولي في المرة  iXحيث 

 

    pAIPXIP i 1 

  متغير عشوائي جديد هو الآنهذه التجارب مستقلة، نعتبر  من الواضح أن





n

i

ni XXXX
1

1 ... 

فشيل وبميا أن  knنجيا  مين هيذه التكيرارات يقتضيي بالضيرورة الحصيول عليى  kحصولنا عليى 

kنجا  يتم بعدد من الطرق يساوي  kالحوادث مستقلة فإن حدث حصولنا على 

nC. 

 كما يلي:يعطى  قانون التوزيع الثنائي

      nkppCqpCkXIPkf
knkk

n

knkk

n ,...,1,0,1.. 
 

 ونكتب

 pnX ,B 

 ..32.7قضية  11 

متغير عشوائي يتبع قانون التوزيع الثنائي حيث  Xإذا كان  1,0p  1وnفإن ،: 

  npXIE   و   pnpXVar  1 

 (Distribution Géométriqueالهندسي ) التوزيع (3

حدث متعليق بتجربية معينية واحتماليه  Aنعتبر أن   pAIP  هيذه التجربية حتيى  إجيرا .نسيتمر فيي

 )النجا (. A يتحقق الحدث

     pqAIPXIP i  10
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 هو Xقانون احتمال  عندئذ يكون

      INkpqkXIPkIP k

X ,1 

 ونكتب

 pX G 

 ..33.7قضية  11 

متغير عشوائي يتبع قانون التوزيع الهندسي حيث  Xإذا كان  1,0pفإن ، 

 
p

XIE
1

  و 
2

1

p

p
XVar




 

 (Distribution de Poissonون )ستوزيع بوا (4

 :هو Xقانون احتمال المتغير العشوائي 

    0,,
!





 

INk
k

e
kXIPkIP

k

X 

 أن تطبييق هذا القانون خاص بالاحتمالات الصغيرة انطلاقا من قانون التوزييع الثنيائي وهيذا بملاحظية

، ويمكيين الحصييول علييية pوصييغر المقييدار الاحتمييالي  n القييانون الثنييائي بييالأمر الصييعب كلمييا كبيير

 :بالتقريب في التوزيع الثنائي كما يلي

 لدينا قانون التوزيع الثنائي معطى بالعبارة التالية

  nkqp
k

n
kXIP knk ,...,1,0, 








  

أي أن  np بوضع
n

p


 

 وبالتالي يكون لدينا
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 

   

k

n

k

k

knk

knk

n

n

nk

n

k
n

n
n

n
nn

nnk

knnn

nnk

n
kXIP



























 


















































































1

1

!

1
1....

2
1

1
1

1
!

1........1

1

 

 

k

n

k

k

n

k

n

n

n

k

nnk

n

n

k

n

k

nn
kXIP




























 














































 


































1

1
1

1....
2

1
1

1
!

1

1

!

1
1....

2
1

1
1

 

 n لما

 



































 ee

nnn

kn

n

kn

n
1.11lim1lim 

 ومنه يكون لدينا

  INk
k

e
kXIP

k




,
!


 

 ونكتب

 PX 

 ..34.7قضية  11 

 ، فإن0متغير عشوائي يتبع قانون توزيع بواسون حيث  Xإذا كان 

     XVarXIE 
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 التوزيعات الاحتمالية للمتغيرات المستمرة .2.7.3

 (Distribution Uniforme) التوزيع المنتظم (1

التوزيييع المنييتظم علييى المجييال  يتبييع قييانون Xنقييول أن المتغييير العشييوائي  ba, ، إذا كانييت كثافتييه

 :الاحتمالية معطاة كما يلي

 
 

 















bax

bax
ab

xf

,,0

,,
1

 

 ونكتب

  baX ,U 

 ..35.7قضية  11 

 :، فإنمتغير عشوائي يتبع قانون التوزيع المنتظم Xإذا كان

 
2

ab
XIE


  و 

 
12

2
ab

XVar


 

 ( xponentielleDistribution Eالتوزيع الاسي ) (2

 :، إذا كانت كثافته الاحتمالية معطاة كما يليالآسييتبع قانون التوزيع  Xنقول أن المتغير العشوائي 

 
 
















0,0

00,

x

xe
xf

x  

 

 ونكتب

 ExpX

 

 ..36.7قضية  11 

 :فإنسي، متغير عشوائي يتبع قانون التوزيع الأ Xإذا كان 
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 


1
XIE  و 

2

1


XVar

 

 (ormaleDistribution Nالتوزيع الطبيعي ) (3

قيانون التوزييع الطبيعيي، إذا كانيت كثافتيه الاحتماليية معطياة كميا يتبيع  Xنقول أن المتغيير العشيوائي 

 :يلي

   IRxIRexf

x









 


,,0
2

1
2

2

1








 

 ونكتب

 2,NX 

 ..37.7قضية  11 

 :فإنمتغير عشوائي يتبع قانون التوزيع الطبيعي،  Xإذا كان 

  XIE  و  2XVar 

 (ormale réduiteDistribution Nالتوزيع الطبيعي المعياري ) (4

يتبيع  Zي نقيول أن المتغيير العشيوائ ،التوزيع الطبيعي المعياري هو حالة خاصة من التوزيع الطبيعي

 :قانون التوزيع الطبيعي المعياري إذا كانت كثافته الاحتمالية معطاة كما يلي

 
 

IRzezf
z




2

2

1

2

1


 

12 حيث   0و. 

 :، ويمكن أن نصل إليه باستعمال التبديل التاليالمتغير الطبيعي المعياري Z يسمى






X
Z 

 ونكتب

 1,0NX 
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 ( ammagDistributionتوزيع قاما ) (5

 :يتبع قانون توزيع قاما، إذا كانت كثافته الاحتمالية معطاة كما يلي Xنقول أن المتغير العشوائي 

   
 

















0,0

0,00,1

x

pxex
pxf

xp
p


 

 

 أن حيث

  dxexp xp 






0

1 

 ونكتب

  ,pX  

 ..38.7قضية  11 

 :فإنمتغير عشوائي يتبع قانون توزيع قاما،  Xإذا كان 

 


p
XIE   و 

2

p
XVar 

 

 (deux-hik du Distribution) تربيع-كاي توزيع (6

، إذا كانيت كثافتيه الاحتماليية )كاي مربيع( كاي تربيع يتبع قانون توزيع Xنقول أن المتغير العشوائي 

 :معطاة كما يلي

 





























0,0

0,

2
2

1
2

1
2

2

x

xex
n

xf

xn

n

 

 ونكتب

2
n

X 
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 ..39.7قضية  11 

 فإن، تربيع كايمتغير عشوائي يتبع قانون توزيع  Xإذا كان 

  nXIE   و  nXVar 2 

 

 مثال تطبيقي شامل

 متغير عشوائي حقيقي، حيث Xليكن

 pX ,B n 

أحسب القيمة المتوسطة  (1 XIE. 

تباينأحسب ال (2      22 XIEXIEXVar . 

 للعزومأحسب التابع المولد  (3 X t. 

التابع المميز تجاستن (4 X t. 

 الحل

 لدينا

 pn,BX
 

حساب القيمة المتوسطة  (1 XIE 

   

   

0

0

1

1

!

1 ! !

n

k

n
k n k

k

n
k n k

k

n
k n k

k

IE X kIP X k

n
k p q

k

n
k p q

k

n
p q

k n k















 

 
  

 

 
  

 


 








 

rkبوضع  1نجد أن ، 
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 
 

 
 

1
11

0

1 !

! 1 !

n
nr n r

r

n
IE X np p q np p q

r n r


 




  

 


 

 وبالتالي ينتج أن

  npXIE  

تباين ال باحس (2      22 XIEXIEXVar  

  أولا نقوم بحساب 2IE X :كما يلي 

 2 2

0

n
k k n k

n

i

IE X k C p q 



 

 نضع 2 1k k k k  نجد أن ،: 

    
 

 

  
 

   

  
 

   

   
   

     

      

   

2

0

0 0

0

2

2 2 2

2

2

22

2

!
1 1

! !

!
1 1 1

! !

!
1 1

! !

!
1

2 ! !

1 1

1 1

1

n
n kk

k

n n
n k n kk k k

n

k k

n
n kk

k

n
n kk

k

n
n kk k

n

k

n

n
IE X k k k p p

k n k

n
k k p p kC p p

k n k

n
k k p p IE X

k n k

n
p p IE X

k n k

n n p C p p IE X

n n p p p IE X

n n p IE X





 

 









 







   


    


   


  
 

   

    

  



 







 

 وجدنا سابقا أن:

 IE X np 

 :وبالتالي
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   

 

22 2 2

1

Var X n p np np np

np p

npq

   

 



 

 ومنه

  npqXVar  

 حساب التابع المولد للعزوم (3 X t 

   

   

0

0

n
tx tk k k n k

X n

k

n
k n

k t n k t

n

k

t IE e e C p q

C pe q pe q

 







 

  




 

استنتاج التابع المميز (4 X t 

     
n

it

X Xt it pe q    
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 رابعالفصل ال

 

 ثنائية العشوائيةال

 

ة معاا من الضروري في العديد من المسائل العملية والنظرية دراسة سلوك عدة متغيرات عشوائي

 ، بال لابادالسلوك لا يتعين بمعرفة سلوك كال المتغيارات العشاوائية علاف ادفاراد ف ا  في آن واحد. وهذا

 من دراسة سلوكها المشترك.

 

 

 الأهداف التعليمية للفصل:

 يتعرف الطالب في هذا الفصل علف:

 قادون الاحتمال المشترك للثنائية العشوائية 

 الهامشية الاحتمال قوادين 

 قوادين الاحتمال الشرطية 

 است لال المتغيرات العشوائية 

 التغاير ومعامل الارتباط 

 .استبدال المتغير 
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 الثنائية العشوائية .4

 تعاريف  .1.4

 .)الثنائية العشوائية(1.1.4تعريف 

، كل تطبيق قابل لل ياس من فضاء الاحتمال Xةعشوائي ثنائيةدسمي  IP,,F إلف الفضاء








2

2 ,
IR

IR B. 

 . )الثنائية العشوائية(2.1.4 تعريف

 لييييي   IP,,F    فضييييات التوييييا   لييييي
1X  2X  وتغيييييري  ئييييي افيي  وىييييرفي  ئ يييي  ال ضييييات

 IP,,F  التي تأخذ قيوا في IR  لي .X :التطبيق الوىرف بـ 

      

2

1 2

:

,

X IR

X X X   



 

د ول أن 21, XXX .هي ثنائية عشوائية 

 (قانون الاحتمال المشترك) .3.1.4 تعريف

لت    21, XXX  بـ:  ثنافية ئي افية وىرفة  




 X

IR

IPIRIPX ,
2

2 ,,,: FF 

 قان   التوا  الثنافية XIPنسوي  21, XXX :ن تب  ، 

      BXIPBXIPBIPB
IR

   ,, X
2

B
 

 

 الثنائية العشوائية المتقطعة .2.4

 متغيرين عشوائيين مت طعين، حيث Y و X ليكن

 
pxxxxX ,...,,, 321 

 
qyyyyY ,...,,, 321 

 قانون احتمال الثنائية العشوائية المتقطعة .1.2.4

لااتكن  YX ثنائيااة عشااوائية مت طعااة. قااادون احتمااال الثنائيااة العشااوائية  , YX ، معاارف بموموعااة ,

الأعداد  
ijij pp 10 حيث ، 
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      jijiij yYxXIPyYxXIPp  , 

1 يلقق الىلاقة: ijpليث أ  
1 1


 

p

i

q

j

ijp 

دعرف قادون احتمال الثنائية العشوائية  YX في شكل  Yو  Xأو قادون الاحتمال المشترك لـ  ,

 يلي: جدول كما

qy ... jy ... 1y Y     X 

qp1 ... jp1 ... 11p 1x 

.

.

.

  
.

.

.

   
.

.

.

 

iqp ... ijp ... 1ip ix 

.

.

.

  
.

.

.

   
.

.

.

 

pqp ... pjp ... 1pp px 

 

 قوانين الاحتمال الهامشية .2.2.4

إن معرفة قادون الاحتمال المشترك للثنائية العشوائية  YX سمح بمعرفة قادون الاحتمال الهامشي ي ,

 علف الترتيب( كما يلي:XIP   YIP) Yو  Xلـ 

  قادون الاحتمال الهامشي لـX 

 

     

.

1

21 ,...,,

i

q

j

ij

qiii

iX

pp

yYxXIPyYxXIPyYxXIP

xXIPIP









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 الاحتمال الهامشي لـ  قادونY 

 

     

j

p

i

ij

jpjj

jY

pp

yYxXIPyYxXIPyYxXIP

xYIPIP

.

1

21 ,...,,










 

 تح ق .jpو  ip.حيث أن الم ادير 

1
1

.

1

. 


q

j

j

p

i

i pp 

 في السطر الأخير والعمود الأخير من الوادول كماا Yو  Xيعطف قادون الاحتمال الهامشي للمتغيرين 

 يلي:

XIP qy ... jy ... 1y Y     X 

.1p qp1 ... jp1 ... 11p 1x 

 
.

.

.

  
.

.

.

   
.

.

.

 

.ip iqp ... ijp ... 1ip ix 

.

.

.

 

.

.

.

  
.

.

.

   
.

.

.

 

.pp pqp ... pjp ... 1pp px 

1
1 1


 

p

i

q

j

ijp qp. ... jp. ... 1.p YIP 
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 مثال:

( فااي الرميااة Fدرمااي قطعااة د ااود متتدااة ماارتين متتاااليتين و دااراهن باادينارين علااف  هااور الصااورة  

P( في الرمية الثادية. إذا حصلنا علاف  F( دراهن بدينار علف  هور  Fالأولف، وإذا حصلنا علف  

 ( في الرمية الثادية.Fددادير علف  هور   3( في الرمية الأولف دراهن بـ 

 .د وم بإيواد قادون الاحتمال المشترك ومن ثم قوادين الاحتمال الهامشية 

 :موموعة الإمكاديات لهذه التوربة هي 

 PPPFFPFF ,,, 

  درمت بـX :للربح في الرمية الأولف، أي أن 

 2,2X   

  درمت بـY :للربح في الرمية الثادية، أي أن 

 1,1, 3,3Y    

          3,2,3,2,1,2,1,2, YX 

  يعطف كما يلي: قادون الاحتمال المشترك للثنائية 

   

   

   

   
4

1
3,2

4

1
3,2

4

1
1,2

4

1
1,2









PFIPYXIP

PPIPYXIP

FFIPYXIP

FPIPYXIP

 

 دلخص قادون الاحتمال المشترك جدوليا كما يلي:
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3 3- 1 -1 Y        X 

4

1
 

4

1
 0 0 2- 

0 0 
4

1
 

4

1
 2 

 كما يلي: Xوبالتالي يكون قادون الاحتمال الهامشي لـ 

     

   

2

1

4

1

4

1

3,23,2

1,21,22







YXIPYXIP

YXIPYXIPXIP

 

     

   

2

1

4

1

4

1

3,23,2

1,21,22







YXIPYXIP

YXIPYXIPXIP

 

 كما يلي: Yويكون قادون الاحتمال الهامشي لـ 

       
4

1
3311  YIPYIPYIPYIP 

 جدوليا كما يلي: Yو  Xهامشي لـ دلخص قادون الاحتمال ال

XIP 3 3- 1 -1 Y    X 

2

1
 

4

1
 

4

1
 0 0 2- 

2

1
 0 0 

4

1
 

4

1
 2 

1 
4

1
 

4

1
 

4

1
 

4

1
 YIP 
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 المتقطعة قانون الاحتمال الشرطي للثنائية العشوائية .3.2.4

ن معرفان علف فضاء الاحتمال ان مت طعاعشوائي نامتغير Yو  Xليكن  IP,,F. 

دعتبر الحدثين  ixXA   و jyYB   ولدينا 

 
 
 BIP

BAIP
BAIP


/

 

 حيث  0BIP 

 وبالتالي يكون لدينا:

  قادون الاحتمال الشرطي لـX 

 
 

  ji

j

ji

ji p
yYIP

yYxXIP
yYxXIP // 




 

أي أ  
j

ij

ji
p

p
p

.

/   0ليث. jp. 

  قادون الاحتمال الشرطي لـY 

 
 

  ij

i

ij

ij p
xXIP

xXyYIP
xXyYIP // 




 

أي أ  
.

/

i

ij

ij
p

p
p   0ليث. ip. 

 مثال:

( في الروية الأ ل ، Fئدد ورات ظه ر ) X ورات وتتالية. لي   روينا قطىة نق د وتجانسة ثلاث

 ( في الرويات الثلاث.Pئدد ورات ظه ر ) Y  لي  

لإيجاد قان   الالتوا  اليرطي ل ثنافية الىي افية  YX ، نق م أ لا بإيجاد قان   الالتوا  الويترك ,

ل ثنافية الىي افية  YX  .X   Y و  ثم ق اني  الالتوا  الهاويية لـ  ,

 قادون الاحتمال المشترك (1

 FFFFFPFPFFPPPFFPFPPPFPPP ,,,,,,, 
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 Xتوث  ئدد ( ورات ظه رF  في الروية الأ ل ، أي أ ) 1,0X. 

 Y( توث  ئدد ورات ظه رP  في الرويات الثلاث، أي أ ) 3,2,1,0Y. 

 إذا اعتبردا سلوك المتغيرين العشوائيين معا فإن: 

              2,1,1,1,0,1,3,0,2,0,1,0, YX 

 وبالتالي

   

        .
8

1
3,

8

3
2,

8

3
1,

8

1
0

.
2

1

8

4
1,

2

1

8

4
0





YIPYIPYIPYIP

XIPXIP

 

 :كما يلييكون  Yو  Xلـ  قادون الاحتمال المشترك

   

   

1
0, 0 0, 0, 1

8

2 1
0, 2 , 0, 3

8 8

IP X Y IP X Y

IP X Y IIP X Y

     

     

 

   

   

1 2
1, 0 , 1, 1

8 8

1
1, 2 , 1, 3 0.

8

IP X Y IP X Y

IP X Y IP X Y

     

     

 

 :يمكن تلخيص النتائج الساب ة جدوليا كما يلي

 

 

 

XIP 3 2 1 0 Y      X 

8

4
 

8

1
 

8

2
 

8

1
 0 0 

8

4
 0 

8

1
 

8

2
 

8

1
 1 

1 
8

1
 

8

3
 

8

3
 

8

1
 

YIP 
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قادون الاحتمال الشرطي للثنائية العشوائية  (2 YX , 

 jip / 

   
 

 

   
 

 

   
 

 

   
 

 

   
 

 

   
 

 

   
 

 

   
 

 
0

3

31
3/1/

1

8
1
8

1

3

30
3/0/

3

1

8
3

8
1

2

21
2/1/

3

2

8
3

8
2

2

20
2/0/

3

2

8
3

8
2

1

11
1/1/

3

1

8
3

8
1

1

10
1/0/

1

8
1
8

1

0

01
0/1/

0
0

00
0/0/

424/2

414/1

323/2

313/1

222/2

212/1

121/2

111/1

















































YIP

YXIP
YXIPyYxXIPp

YIP

YXIP
YXIPyYxXIPp

YIP

YXIP
YXIPyYxXIPp

YIP

YXIP
YXIPyYxXIPp

YIP

YXIP
YXIPyYxXIPp

YIP

YXIP
YXIPyYxXIPp

YIP

YXIP
YXIPyYxXIPp

YIP

YXIP
YXIPyYxXIPp

 

jipالشرطي قادون الاحتمالومنه   يعطف جدوليا كما يلي: /

 

4/ip 3/ip 2/ip 1/ip jip /   
X 

1 
3

2
 

3

1
 0 0X 

0 
3

1
 

3

2
 1 1X 

1 1 1 1  
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 ijp / 

   
 

 

   
 

 

   
 

 

   
 

 

   
 

 

   
 

 

   
 

 

   
 

 
0

1

31
1/3/

4

1

8
4

8
1

1

21
1/2/

4

2

8
4

8
2

1

11
1/1/

4

1

8
4

8
1

1

01
1/0/

4

1

8
4

8
1

0

30
0/3/

4

2

8
4

8
2

0

20
0/2/

4

1

8
4

8
1

0

10
0/1/

0
0

00
0/0/

422/4

322/3

222/2

122/1

411/4

311/3

211/2

111/1

















































XIP

YXIP
XYIPyYxXIPp

XIP

YXIP
XYIPyYxXIPp

XIP

YXIP
XYIPyYxXIPp

XIP

YXIP
XYIPyYxXIPp

XIP

YXIP
XYIPyYxXIPp

XIP

YXIP
XYIPyYxXIPp

XIP

YXIP
XYIPyYxXIPp

XIP

YXIP
XYIPyYxXIPp

 

 

ijpالشرطي  قادون الاحتمالومنه   يعطف جدوليا كما يلي: /

 

3Y 2Y 1Y 0Y Y   jip / 

4

1
 

4

2
 

4

1
 0 1/jp 

0 
4

1
 

4

2
 

4

1
 2/jp 
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 استقلال متغيرين عشوائيين متقطعين .4.2.4

 ن إذا وف   إذا كان:مست لا Yو  Xن ان العشوائياالمتغيرد ول أن 

     jiji yYIPxXIPyYxXIP  ., 

 ومن ذلك ينتج أن

   

   jij

iji

yYIPxXyYIP

xXIPyYxXIP





/

/
 

أي أن تح ق الحادثة  ixX   غير مرتب  بتح ق الحادثة 
jyY . 

 الأمل الشرطي .5.2.4

، ودكتب Xشرط  Y الأمل الشرطي للمتغير العشوائي المت طع xXYIE / :يعطف كما يلي 

    
j

ijj xXyYIPyxXYIE // 

 :خواص

 عددان ح ي يان bو  aالخطية: إذا كان  (1

     xXYbIExXYaIExXbYaYIE  /// 2121 

 دظرية الأمل المطلق (2

    YIEXYIEIE / 

 :مثال

مت طعين مست لين، يتبعان التوزيع الثنائي  متغيرين عشوائيين Y و Xليكن  ,n pB دريد حساب .

Xبشرط  Xالأمل الشرطي لـ  Y m . 

  د وم أولا بحساب قادون الاحتمال الشرطي /IP X k X Y m   . 
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 
 

 

 

 

   

 

   

 

 

 

2

2

2

2

2

2

,
/

,

1 1

1

1

1

n k n m kk k m k m k

n n

n mm m

n

n mk m k m

n n

n mm m

n

k m k

n n

m

n

IP X k X Y m
IP X k X Y m

IP X Y m

IP X k Y m k

IP X Y m

IP X k IP Y m k

IP X Y m

C p p C p p

C p p

C C p p

C p p

C C

C

   









  
   

 

  


 

  


 

 











 

 وبالتالي

 /
2

m
IE X Y y 

 

 

 التباين الشرطي .6.2.4

، ودكتب Xشرط  Yالتباين الشرطي للمتغير العشوائي  xXYVar /:يعطف بالعلاقة التالية ، 

     xXxXYIEYIExXYVar  ///
2

 

 

 الثنائية العشوائية المستمرة .3.4

 العشوائية المستمرةقانون احتمال الثنائية  .1.3.4

 . )تابع الكثافة(1.3.4تعريف 

متغيرين عشوائيين مستمرين فإن  Y و Xإذا كان  YXW , ثنائية عشوائية مستمرة وت بل  هي

 تابع كثافة معرف كما يلي:

 IRIRf 2: 

 حيث أن
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    0,,, 2  yxfIRyx 

  
IR

dxdyyxf 1, 

 .Y و X بتابع الكثافة المشترك لـ fيسمف 

 مثال:

 المعرف كما يلي: f ليكن التابع

 





 




ailleurs

yxe
yxf

yx

0

0,0,
, 

 .Y و X مشترك لـالكثافة ال هو تابع fأن  بيند

 لدينا

    0,,, 2  yxfIRyx 

    1., 0

0 0

0 





  
y

IR

xyx eedxdyedxdyyxf 

 .Y و X مشترك لـتابع كثافة  fبالتالي ينتج أن و

 )تابع التوزيع المشترك(. 2.3.4تعريف 

لتكن  YX  .fثنائية عشوائية مستمرة وت بل تابع كثافة  ,

 تابع التوزيع لـلثنائية YX  يعطف كما يلي: Y و X أو تابع التوزيع المشترك لـ ,

    
 



y x

dxdyyxfyxF ,, 

 مثال:

 كما يلي: دحسب تابع التوزيع المشترك للمثال السابق
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   

 

  
yxyx

yx

yyxx

y x

yx

y x

eee

ee

ee

dxdye

dxdyyxfyxF









 











 

 

1

11

.

,,

00

0 0

 

 وبالتالي

 





 




ailleurs

yxeee
yxF

yxyx

0

0,0,1
,

 

 

 قوانين الاحتمال الهامشية .2.3.4

 لتكن YX يستنتج من  X لـ هامشيلتوزيع التابع ا .f ثنائية عشوائية مستمرة وت بل تابع كثافة ,

 كما يلي: Y و X تابع التوزيع المشترك لـ

       

     






 





,,lim,lim

,lim,

xFyxFyYxXIP

yYxXIPYxXIPxXIPxF

yy

y
X

 

 :أي أن

    ,xFxFX 

 .Y بنفس الطري ة دحصل علف التوزيع الهامشي لـ

        
     yFyxFyYxXIP

yYxXIPyYXIPyYIPyF

xx

x
Y

,,lim,lim

,lim,









 

 :أي أن

   yFyFY , 
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فاإن التاابع  إلف  Yأو  Xأي أده بادتهاء أحد المتغيرين  yxF ياوول إلاف تاابع التوزياع للمتغيار  ,

 :ودكتبالعشوائي الآخر، 

     

     dxdyyxfyFyF

dydxyxfxFxF

y

Y

x

X

 

 

















,,

,,

 

يكفي إجراء عملية الاشت اق علف  yxF للحصول علف الكثافة المشتركة  , yxf  كما يلي: ,

   yxF
yx

yxf ,,
2




 

 ملاحظات:

إذا كادت الثنائية  YX  مستمرين. Yو  Xمستمرة، فإن المتغيرين العشوائيين  ,

عااال الترتياااب( دحصااال علاااف تاااابع الكثافاااة  YFو  Y  XFو  Xباشااات اق تاااابع التوزياااع الهامشاااي لاااـ 

 عل الترتيب( كما يلي: Yfو  Y  Xfو  Xالهامشي لـ 

     

      

 
























































dxyxfdxdyyxf
y

yf

dyyxfdydxyxf
x

xf

y

Y

x

X

,,

,,

 

 هي: Xأي أن الكثافة الهامشية لـ 

   




 dyyxfxfX , 

 هي: Yوالكثافة الهامشية لـ 

   




 dxyxfyfY , 

 مثال:

كن تل YX  ثنائية متغيرات عشوائية تتبع قادون احتمال ذو كثافة:,
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 
 







 


ailleurs

yxyxax
yxf

,0

20,10,
, 

 تابع كثافة fحتف يكون  a قيمةإيواد  (1

    
5

3
11,

2

0

1

0

2

0

1

0

    adxdyyxaxdxdyyxf 

 باحس (2   yfxf YX , 

       

 .1
5

6

2

4
2

5

3

2

1

5

3

5

3

5

3

5

3

2

2

0

22

2

0

2

2

0




















 




xxxxxyyx

dyxyxdyyxxdyyxxxfX

 

       




















 




yyxx

dxxyxdxyxxdxyxxyfY

2

1

3

1

5

3

2

1

3

1

5

3

5

3

5

3

5

3

1

0

23

2

0

2

1

0

 

 

 قانون الاحتمال الشرطي للثنائية العشوائية المستمرة .3.3.4

 متغيرين عشوائيين مستمرين.  Yو  Xليكن 

  الكثافة الهامشية الشرطية لـX  بشرطY :معرفة كما يلي 

 
 
 

  0,
,

/  yf
yf

yxf
yxf Y

Y

 

  الكثافة الهامشية الشرطية لـY  بشرطX :معرفة كما يلي 

 
 
 

  0,
,

/  xf
xf

yxf
xyf X

X

 

 حيث أن

  1/  dxyxf
IR

و    1/ 
IR

dyxyf 



الرابع                                                                        الثنائية العشوائية الفصل  
 

114                                                                      الأستاذة: صغير ف. ز.                                           
 

 مثال:

كن تل YX  تتبع قادون احتمال ذو كثافة: مستمرة متغيرات عشوائية ثنائية ,

 






 


ailleurs

xyxxy
yxf

,0

0,10,8
, 

 الكثافة الهامشية باحس (1   yfxf YX ,. 

     3

0

2

0

448, xxydyxydyyxfxf
x

x

X  




 

10حيث   xأي أن ، 

 






 


ailleurs

xx
xfX

,0

10,4 3

 

      212

1

1448, yyyxdyxydxyxfyf y

y

Y  




 

10حيث   y أن، أي 

 
 







 


ailleurs

yyy
yfY

,0

10,14 2

 

 الكثافة الشرطية باحس (2   xyfyxf /,/ 

 
 
    22 1

2

14

8,
/

y

x

yy

xy

yf

yxf
yxf

Y 



 

10حيث   xy 1، وy. 

 
 
  23

2

4

8,
/

x

y

x

xy

xf

yxf
xyf

X

 

10حيث   xy 0، وx. 
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 مستمرين استقلال متغيرين عشوائيين .4.3.4

كن تل YX مستمرة، وليكن  ثنائية عشوائية , yxF YX ,, 
 .Yو  Xتابع التوزيع المشترك لـ 

وليكن  xFX  و yFY  تابعي التوزيع الهامشيين لـX  وY .علف الترتيب 

 مست لين إذا كان: Yو  Xد ول أن المتغيرين العشوائيين 

            yFxFyxFYXyx YXYX  ,;,, , 

 أي أن

X  وY مست لين        yfxfyxfyx YX,;, 

 مثال:

كن تل YX  تتبع قادون احتمال ذو كثافة: مستمرة ثنائية متغيرات عشوائية ,

 
 







 




ailleurs

yxe
yxf

yx

,0

0,0,
, 

 مست لان. Yو  X دثبت أن

 لدينا

      xyx

X edyedyyxfxf 









 
0

, 

      yyx

Y edxedxyxfyf 









 
0

, 

 دلاحظ أن

     yfxfyxf YX , 

 مست لان. Yو  Xوهذا يعني أن
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 الأمل الشرطي  .5.3.4

متغياارين عشااوائيين مسااتمرين، ولاايكن  Y و Xلاايكن  ,f x y تااابع الكثافااة المشااترك للمتغياارين X و Y ،

ولتكن  Yf y
 

حيث أن  Yالكثافة الهامشية لـ دالة   0Yf y  . 

، ودكتب Y شرط Xدعرف الأمل الشرطي لـ  /IE X Y y،  :بـ 

   // /X YIE X Y y xf x y dx





   

 :مثال

 هي: Yو  Xلتكن الكثافة الهامشية للمتغيرين العشوائيين المستمرين 

  







yx
y

ee
yxf

yy

x

0,0,, 

د وم بحساب  /IE X Y y. 

   
 

 

 

 

/

0 0

0 0

0

0

0 0

0
0

0

,
/ /

,

,

1 1

1

1

X Y

Y

x

yy

x

yy

x x

y y

x
x

y
y

x

y

f x y
IE X Y y xf x y dx x dx

f y

e e

f x y y
x dx x dx

f x y dx e e
dx

y

e e
y y

x dx x dx

e dx e
y

x e dx
y

y

 




 




 

 

 









  



 



 



 
  

 



 

 




 



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 ومعامل الارتباط تغاير ال .4.4

 )التغاير( .1.4.4تعريف 

، ودكتب Y و X متغيرين عشوائيين، دعرف تغاير Yو  Xليكن  YXCov  :بـ ,

        ,Cov X Y IE X IE X Y IE Y   

 التغاير بصيغة أخرى كما يلي: دستطيع كتابة

        

        

             

     

,Cov X Y IE X IE X Y IE Y

IE XY XIE Y YIE X IE X IE Y

IE XY IE X IE Y IE X IE Y IE X IE Y

IE XY IE X IE Y

  

   

   

 

 

 مست لتين، يكون لدينا Y و Xإذا كان  

        0,  YIEXIEXYIEYXCov 

. .4.41قضية  18 

متغيرين عشوائيين، حيث  Y و Xإذا كان   2XIE     2YIEفإن . 

       2 ,Var X Y Var X Var Y Cov X Y   

 

 البرهان

       

      

               

               

     

22

22 2

2 22 2

2 22 2

2

2 2

2 2

2 ,

Var X Y IE X Y IE X Y

IE X XY Y IE X IE Y

IE X IE XY IE Y IE X IE X IE Y IE Y

IE X IE X IE Y IE Y IE XY IE X IE Y

Var X Var Y Cov X Y

    

    

     

     

  
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 (معامل الارتباط.)2.4.4تعريف 

، ودكتب Y و Xدعرف معامل الارتباط بين متغيرين عشوائيين،  Yو  Xليكن  YX , بـ: 

 
 

   YVarXVar

YXCov
YX




,
, 

 خواص:

 مست لين فإن Yو  Xإذا كان  .1  0, YX. 

2.   1,1  YX. 

 

 استبدال المتغيرات )حالة متغيرين عشوائيين( .4.2.1

مشتركة  قادون احتمال ذو كثافة انتبعي ين مستمرين،عشوائي ينمتغير 2X و 1Xكن يل 
1 2, 1 2,X Xf x x. 

 دضع

 1 1 1 2,Y g X X  و 2 2 1 2,Y g X X 

 أدنا دستطيع حل جملة المعادلتين حيث

 

 

1 1 1 2

2 2 1 2

,

,

y g x x

y g x x






 

 درمت للحلول بـ:

 يعطف كما يلي: 2Y و 1Yتابع الكثافة المشترك للمتغيرين العشوائيين 

   
1 2 1 2

1

, 1 2 , 1 2, ,Y Y X Xf y y f x x J


 

 

 

1 1 1 2

2 2 1 2

,

,

x h y y

x h y y






 

 حيث أن:
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 

1 1

1 2 1 2 1 2
1 2

2 2 1 2 2 1

1 2

, 0

g g

x x g g g g
J x x

g g x x x x

x x

 

     
   
     

 

 

من أجل كل ثنائية  1 2,x x. 

 مثال:

مشتركة  قادون احتمال ذو كثافة انتبعين مستمرين، يعشوائي ينمتغير 2X و 1Xكن يل 
1 2, 1 2,X Xf x x 

 دضع
1 1 2Y X X   2و 1 2Y X X . 

 .2Y و 1Yدريد إيواد تابع الكثافة المشترك للمتغيرين العشوائيين 

 دضع 1 1 2 1 2,g x x x x   و 2 1 2 1 2,g x x x x  . 

 لدينا

 1 2

1 1
, 1 1 2

1 1
J x x      


 

 أيضا ولدينا

1 2
1

1 1 2

2 1 2 1 2
2

2

2

y y
x

y x x

y x x y y
x


  

 
    



 

 كما يلي: 2Y و 1Y نتج أن تابع الكثافة المشتركة لـوبالتالي دست

 
1 2 1 2

1 2 1 2
, 1 2 ,

1
, ,

2 2 2
Y Y X X

y y y y
f y y f

  
  

 
 

 :مثال تطبيقي شامل

 ةالعشوائي الثنائيةكن تل YX  الكثافة الاحتمالية المعطاة بـ: اتذ ,

 






 




ailleurs

yxke
yxf

y

0

0,
,


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 .2kأثبت أن  .1

 .Yو  Xأحسب الكثافة الهامشية لـ  .2

 مست لان؟ Yو  Xهل المتغيران العشوائيان  .3

أحسب  .4 1,1  YXIP  و 1/1  YXIP. 

أحسب تابع الكثافة للشعاع العشوائي  .5 XYX ,. 

 :الحل

 2kإثبات أن  .1

 

2

00

1
1

1

11,






































 







 





k

dxekdxdyek

dxdykedxdyyxf

y

x

y

IR

y

IR

 

 .Yو  Xحساب الكثافة الهامشية لـ  .2

    x

x

y

X edyedyyxfxf   







 
2

0

, 

    y

y

y

Y yedxedxyxfyf   



 
2

0

2

0

, 

 مست لان؟ Yو  Xالمتغيران العشوائيان  .3

       yxfyeyeeyfxf yxyx

YX ,32     

 غير مست لان. Yو  Xومنه دستنتج أن 

حساب  .4 1,1  YXIP  و 1/1  YXIP 

   

    












































  

edxee

dxdyedxdyyxfYXIP

x

x

y

x

11

,1,1

1

0

1

0

1

2

1

0

1
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 
 

 

 

 

 
 

1
11

1111

1

11
1/1

1

0



























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	2) جداول التوزيع التكراري المزدوجة: يستعمل جدول التوزيع التكراري المزدوج عند دراسة ظاهرتين أو خاصيتين معا في آن واحد، حيث توضع البيانات الإحصائية جدوليا على الشكل التالي:
	مثال: سحبت عينة عشوائية من مجتمع ما تتكون من 100 أسرة قصد دراسة ظاهرتين معا في آن واحد هما:
	 النفقات الاستهلاكية للأسرة (103 دج)،
	 التركيبة الأسرية من حيث عدد الأطفال.
	فكانت النتائج المتحصل عليها مبينة في الجدول التالي:
	نلاحظ من خلال الجدول أن:
	 توجد 32 عائلة تتراوح نفقاتهم الاستهلاكية بين  دج و  دج.
	 توجد 26 عائلة لديها 3 أطفال، حيث أن 3 عائلات منها تتراوح نفقاتهم الاستهلاكية بين  دج و  دج، و 13 عائلات منها تتراوح نفقاتهم الاستهلاكية بين  دج و  دج، بينما 10 عائلات الأخرى تتراوح نفقاتهم الاستهلاكية بين  دج و  دج.
	1.2. المتوسط الحسابي
	يعتبر المتوسط الحسابي  أو الوسط الحسابي أكثر مقاييس النزعة المركزية استخداما، فهو مركز توازن لأي ظاهرة. ويعرف الوسط الحسابي بشكل عام على أنه مجموع القيم مقسوما على عددها، ونميز الحالات التالية:
	حيث  هو مركز الفئة، نعرف عندئذ الوسط الحسابي بـ:
	مثال: الجدول التالي يمثل توزيع 40 طالب حسب أوزانهم.
	الوسط الحسابي لوزن الطلبة هو:
	4.1.2. خواص المتوسط الحسابي
	 يعتبر المتوسط الحسابي من أهم مقاييس النزعة المركزية وأكثرها استخداما.
	 المتوسط الحسابي للمقدار الثابت يساوي الثابت نفسه.
	 اذا أضيف مقدار ثابت إلى كل قيمة من القيم، فان المتوسط الحسابي للقيم بعد الإضافة يساوي المتوسط الحسابي للقيم الأصلية مضافا إليها هذا المقدار الثابت، أي أن: .
	 اذا ضرب مقدار ثابت في كل قيمة من القيم، فان المتوسط الحسابي للقيم الناتجة يساوي المتوسط الحسابي للقيم الأصلية مضروبا في هذا المقدار الثابت، أي أن: .
	 مجموع انحرافات القيم عن وسطها الحسابي معدوم .
	2.2. الوسيط
	تعريف 1.2.2.
	الوسيط () هو قيمة المتغير الإحصائي الذي يفصل السلسلة الإحصائية إلى قسمين متساويين بعد ترتيب القيم تصاعديا أو تنازليا.
	تعريف 2.2.2.
	الوسيط هو القيمة، حيث %50 من التكرار الكلي تأخذ قيم أكبر من قيمة الوسيط و %50 المتبقية تأخذ قيمة أصغر من قيمة الوسيط.
	1.2.2. حساب الوسيط في حالة القيم المنفصلة (النقطية)
	بعد ترتيب السلسلة تصاعديا أو تنازليا، نميز حالتين:
	1) إذا كان   فردي ()، عندئذ يكون الوسيط هو القيمة التي رتبتها ، ونكتب:
	2) إذا كان  زوجي ()، عندئذ يكون الوسيط هو نصف مجموع القيمتان اللتان رتبتاهما  و ، تعطى عبارة الوسيط في هذه الحالة بـ:
	مثال 1: أوجد الوسيط للقيم التالية: 50، 40، 45، 40، 55، 135، 60
	2.2.2. حساب الوسيط في الحالة المتصلة (المستمرة)
	لحساب الوسيط في حالة سلسلة إحصائية مستمرة نتبع الخطوات التالية:
	1) نكون جدول التوزيع المتجمع الصاعد.
	2) نحسب رتبة الوسيط وهي  بغض النظر عما إذا كان  زوجي أو فردي.
	3) نعين الفئة التي تكرارها المجتمع الصاعد  أو أكثر وتسمى الفئة الوسطية.
	4) نستعمل القانون التالي:
	حيث أن:
	  الحد الأدنى للفئة الوسطية،
	  رتبة الوسيط في السلسلة الإحصائية،
	  تكرار المتجمع الصاعد للفئة قبل الوسطية،
	  تكرار الفئة الوسطية،
	  طول الفئة الوسطية.
	مثال: نقوم بإيجاد الوسيط للسلسلة الإحصائية التالية
	 رتبة الوسيط في السلسلة الإحصائية هي
	 الفئة الوسطية هي  وبالتالي:
	، ، ،
	وبتطبيق القانون نجد أن:
	3.2. المنوال
	المنوال (Mode) هو القيمة التي تحمل أكبر تكرار، وقد يكون للسلسلة الإحصائية أكثر من منوال واحد.
	1.3.2. حساب المنوال في حالة القيم المنفصلة
	مثال: السلسلة التالية تمثل نتائج 30 تلميذ في امتحان مقياس الإحصاء.
	نلاحظ أنه يوجد أكثر من منوال واحد لهذه السلسلة، أي أن:
	5) نطبق القانون التالي:
	حيث  الحد الأدنى للفئة المنوالية،  هو طول الفئة المنوالية.
	مثال: أوجد المنوال للسلسلة الإحصائية التالية
	نلاحظ أن أكبر تكرار هو ، وبالتالي الفئة المنوالية هي
	وبالتالي
	،  ،  ،  ،  ،
	بتطبيق القانون نجد أن
	3.3.2. حساب المنوال عن طريق الرسم
	يمكن حساب المنوال عن طريق الرسم وذلك باستخدام المدرج التكراري للفئة المنوالية والتي قبلها والتي بعدها ثم نصل نهاية المستطيل للفئة المنوالية من الناحية اليسرى بنهاية المستطيل للفئة التي بعدها من الجهة اليسرى، كذلك نهاية المستطيل الفئة المنوالية من النا...
	مثال: نقوم بإيجاد المنوال بيانيا لبيانات تلاميذ النادي الموسيقي التالية.
	بعد رسم المدرج التكراري لهذه السلسلة، يكون المنوال بيانيا كما هو موضح
	مثال: نقوم بحساب المتوسط الهندسي للبيانات التالية (المثال السابق) لتلاميذ النادي الموسيقي.
	لحساب الربيعيات في حالة سلسلة إحصائية متقطعة نتبع الخطوات التالية:
	مثال: نقوم بحساب الربيعيات للبيانات التالية لتلاميذ النادي الموسيقي.
	نقوم أولا بحساب الربيعي الأول والربيعي الثالث كما يلي:
	 رتبة الربيعي الأول  وبالتالي فئة الربيعي الأول هي .
	بتطبيق قانون الربيعي الأول نجد أن:
	 رتبة الربيعي الثالث  وبالتالي فئة الربيعي الثالث هي .
	بتطبيق قانون الربيعي الثالث نجد أن:
	2.3.3. حالة السلاسل الإحصائية المستمرة
	في هذه الحالة نقوم بحساب مراكز الفئات ، ويعطى الانحراف المتوسط في هذه الحالة بالعلاقة التالية:
	2.3.3. خواص الانحراف المتوسط
	 يمكن حسابه عن طريق الانحرافات عن الوسيط مع الملاحظة أن الانحراف المتوسط عن الوسيط أقل من الانحراف المتوسط عن المتوسط الحسابي.
	2) في حالة السلاسل الإحصائية المستمرة: في هذه الحالة نقوم بحساب مراكز الفئات ، ويعطى التباين في هذه الحالة بالعلاقة التالية:
	 دور الانحراف المعياري هو معرفة كيفية انتشار القيم حول الوسط الحسابي.
	1.4. السلاسل الإحصائية المزدوجة
	عرفنا في الفصل الأول السلاسل الإحصائية المزدوجة وذكرنا أنها تستعمل عند دراسة ظاهرتين أو خاصيتين معا في آن واحد، حيث توضع البيانات الإحصائية في جدول على الشكل التالي:
	 حساب الانحراف المعياري من جدول التوزيع الهامشي لـ

